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weil eine einfache Einfiihrung in dieses Gebiet iiberhaupt bisher nicht 
existiert. Nach einer geometrischen Entwicklung der Theorie der Photo- 
erammetrie wird diese auf eine Reihe gréferer Beispiele angewandt, von 
denen wir hier nur die Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses aus Ge- 
malden alter Meister hervorheben wollen. Sodann wird das weitausgedehnte 
Anwendungsgebiet der Photogrammetrie behandelt, die in Deutschland be- 
sonders durch die Herren Prof. S. Fiysrerwatper (Ballon- und Gletscher- 
aufnahmen), Geheimrat C. Koppr (Wolkenaufnahmen, Jungfraubahn), Geheimer 
Baurat A. Merypenpaver (vaterlandische Baudenkmialer) geférdert wurde. 
In freundlicher Weise von diesen und anderen Herren zur Verfiigung 
gestellte Originalaufnahmen finden in dem Buche ihre Reproduktion, 
so dai es modglich wurde, in dieses Anwendungsgebiet wirklich einen 
durch lebendige Anschauung erreichten klaren Ausblick zu gewahren. 
Das Buch dirfte nicht nur den Gymnasiallehrern, sondern allen Freunden 
der Geometrie, insbesondere auch den Studierenden an den Universitaten 
und Technischen Hochschulen sehr willkommen sein. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 





Neue Beitrage zur Frage des mathematischen und 
physikalischen Unterrichts an hdéheren Schulen. 


Vortrage, gehalten bei Gelegenheit des Ferienkurses fiir Oberlehrer der 
Mathematik und Physik in GGttingen, Ostern 1904, 


von O. Behrendsen, E. Bose, E. Gétting, F. Klein, E. Riecke, Fr. Schilling, 
J. Stark und K. Schwarzschild. 
Teil L. 
Mit einem Abdruck verschiedener einschlagiger Aufsitze 
von E. Gétting und F. Klein. 
Herausgegeben von F. Klein und E. Riecke. 
{IV u. 190 S.] gr. 8. 1904. geh. n. M&M 3.60. 

Die Thesis, welche der Verfasser im mathematischen Teile verteidigt, geht dahin, da8 im 
Hinblick auf die allgemeinen Kulturbediirfnisse der heutigen Zeit der Funktionsbegriff in 
geometrischer Fassung in sehr viel béherem MaBe in den Mittelpunkt des mathematischea 
Unterrichts der héheren Schulen geriickt werden soll, als friiher itiblich war, womit von selbst 
eine geeignete Einfihrung der Grundbegriffe der Differential- und Integralrechnung in dem Schul- 
unterricht gegeben sein wird. Es wird nirgends ex abstracto argumentiert, sondern iiberall an 
die wirklichen Verhiltnisse der Schule und die Publikation hervorragender Schulminner angekniipft. 

Der zweite Teil enthilt die bei jenem Kurse gehaltenen Vortrige aus den Gebieten der 
Physik und Astronomie insoweit, als ihr Inhalt in niherer Beziehung zu dem physikalischen und 
astronomischen Unterrichte an hédheren Schulen steht. Die Schrift wendet sich also an das 


unmittelbare Interesse der Schulkreise. 











Ea Bestell-Zettel. 


Bei der Buchhandlung 


in " 

bestellt der Unterzeichnete hiermit das im Verlage von G. B. Teubner in 

Leipzig soeben erschienene Werk [zur Ansicht]: 

Schilling, iber die Anwendungen der darstellenden Geo- 
metrie, insbesondere iiber die Photogrammetrie. Mit einem 
Anhang. (VI u. 198 S.) gr. 8. 1904. geh. 4.60; in Leinw. geb. M 5.— 


Ort, Wohnung: Unterschrift: 
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H. v. Manaotpt. Die Nullstellen der Riemannschen Funktion &(t). 1 


Zur Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Funktion &t). 
Von 


H. v. Maneoupr in Danzig. 


B. Riemann hat in seiner Abhandlung ,,Uber die Anzahl der Prim- 
zahlen unter einer gegebenen GréBe“*) ohne Beweis die Behauptung aus- 
gesprochen, daB die dort mit &(¢) bezeichnete Funktion unendlich viele 
Nullstellen habe, und daB die Anzahl derjenigen dieser Nullstellen, deren 
reelle Teile zwischen 0 und einer groBen positiven Zahl 7’ enthalten sind, 
niherungsweise durch den Ausdruck 


T 7 2 ee) 
2x 2x 22 


dargestellt werde. 

In einer friiheren Arbeit***) habe ich gezeigt, daB der Unterschied 
zwischen diesem Niaherungswerte und der darzustellenden Anzahl fiir 
T > 12 absolut genommen kleiner bleibt als 


0,34 - (17)? + 1,35 - ¢7' + 2,58. 
Im Nachfolgenden soll dargetan werden, daB sich unter der Voraussetzung 
T > 28,558, fiir den absoluten Wert des erwihnten Unterschiedes eine 


noch tiefer liegende, nur bis zur Gréfenordnung von IT ansteigende 
Grenze angeben la8t, nimlich 


0,43200 17’ + 1,91662 117 + 13,07873. 


*) B. Riemann, Monatsberichte der Berliner Akademie 1859, 8. 671 = Ge- 
sammelte Mathematische Werke, Leipzig, 1. Auflage, 1876, 8. 136; 2. Auflage, 
1892, S. 145. 

**) Das Zeichen la bedeutet hier, so wie tiberall im Nachfolgenden, den natiir- 
lichen Logarithmus von a. 

***) H. v. Mangoldt, Journal f. d. r. u. a. Math. 114, 1895, S. 266. 
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3. 


Nach willkiirlicher Annahme einer positiven Konstanten a, die gréBer 


1 


als — ist, denke man sich (Fig. 1) in der Ebene der komplexen Ver- 


finderlichen ¢ durch den Punkt (— ia) eine Parallele zur Achse des Reellen 
und durch den Punkt 7’ eine Parallele zur Achse des Imaginiiren ge- 
zogen. Den Wert 7 selbst denke man sich so gewiahlt, daB die letztere 














Arty ~—2---------- 
0 T 
—ia a 
T-i2a 
Fig. 1. 


Parallele durch keine Nullstelle der Funktion §(¢) hindurchgeht. Wenn 
dann N die Anzahl derjenigen Nullstellen der Funktion &(¢) bezeichnet, 
deren reelle Teile zwischen 0 und 7 liegen, jede so oft geziihlt, als ihre 
Ordnungszahl angibt, so ist das Produkt 2” N, wie aus bekannten Higen- 
schaften der Funktion §(¢) folgt, gleich dem Doppelten des Zuwachses, 
welchen der Koeffizient von ¢ in dem Ausdruck J&(¢) erfihrt, wenn ¢ 
stetig fortschreitend nacheinander die beiden Strecken 
—ia---T—ia wd T—ia---T 

durchliuft. Als Anfangswert von /J&(¢) fiir ¢=— 7a kann hierbei der 
reelle Wert angenommen werden und aus diesem sind dann die iibrigen 
in Betracht kommenden Werte von J&(¢) durch stetige Fortsetzung ab- 
zuleiten. 

Fiir die erste der beiden erwiihnten Strecken hat die Berechnung des 
entsprechenden Zuwachses ,(a, 7’) des Koeffizienten von i in dem Aus- 
druck 1&(¢) keine Schwierigkeit. Aus der Formel, welche nach Riemann 


die Funktionen &(¢) und £(s) miteinander verbindet, folgt niimlich zu- 
niichst 


(1) &(7—ia) = (f+ $+is) (a—F+i7)x i “F-94(2 +a+iT). 


Nun denke man sich eine reelle Veriinderliche t, welche stetig wachsend 
das Intervall 0---7' durchliuft, und verstehe unter 


lg(T—ia); M(Z+$+iz); W(F+eati7) 


Die Nullstellen der Riemannschen Funktion é(t). 3 
diejenigen Werte der Logarithmen 
‘ 1 , 1 ‘ 
lé(r—ia); ITT (= + ; +i<); 1g (5 +a+ir), 
welche sich aus den reellen Werten der Logarithmen 
‘ 1 1 
1¢(— ia); im (++ 3) ig (+a) 
durch stetige Fortsetzung fiir r= 7 ergeben. Fiir alle anderen vorkom- 
menden Logarithmen mégen die Hauptwerte genommen werden. 
Dann folgt aus (1) 
‘ 1 ot 1 ° . 
(2) lg(T—ia) =I (++ +i5 )+l(a—$+i7)-(j +o+iz)la 
1 , 
+lg(>+a+iZ). 
Nun ist nach T. J. Stieltjes*) 
es 3 me 
mbes retail etek) sir(teg4sd) 


— (4 geeR eget) agai 


+dien sabe +i), 


wo J (+ + ; +i 5) ein Ergiinzungsglied bedeutet, dessen absoluter Wert 
mit gentigender Genauigkeit abgeschiitzt werden kann und bei unbegrenzt 
wachsendem Z dem Grenzwert 0 zustrebt. 

Durch Einfiihrung dieses Ausdrucks fiir IT (++ c+ a >) in Glei- 
chung (2) folgt 


(8) le(T—ia) = ($4 $+iFUEt+etigj—(G+$+iZ atl 
+1(a—>+i7) 
+5lQ@x)+g(F+atiZ) +I(t+$+i-)- 


Infolge der Festsetzungen, welche zur eindeutigen Erklirung der 
vorkommenden Logarithmen getroffen wurden, ist nun der oben erwihnte. 
Zuwachs ,(a, 7), um dessen Berechnung es sich handelt, nichts anderes 
als der Koeffizient, den ¢ erhilt, wenn man die rechte Seite der vor- 
stehenden Gleichung in ihren reellen und ihren imaginiiren Teil zerlegt. 
Man hat aber 





*) T.-J. Stieltjes, Journal de Mathématiques pures et appliquées (4) 5, 1889, 
§. 431, Formel (20). 
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Cee Ee 
“Fs 0% 


=F Sifts CH] (Gamat, 


- . : ae 
wo fiir das Zeichen arctg der zwischen 0 und — liegende Bogen zu nehmen 


ist. Hieraus erhilt man, wenn man durch @, und @, reelle zwischen 0 
und 1 enthaltene Zahlen bezeichnet, deren genaue Werte fiir das Nach- 
folgende nicht erforderlich sind, 


UE +S +65) 1543 ie) +4(F-0 2). 
Ahnlich ist 


U(a—> +i) =1(7-i=* >) +i 
=IT +1(1—i- 7) t+iF 
=I +511 +S) ]+iG- 0% (0< <1). 


Endlich ist, wenn R den absoluten Wert und © die Abweichung der 
komplexen Zahl ({+ > +7 x) bedeutet, nach T. J, Stieltjes*) 


begtid)[<ot 


Nun ist aber im vorliegenden Falle 


a> 


— 
~ 


ud O<~, 


folglich 
s 2 >> _ 
y2 
und daher 


1 a a 1 


Unter Beriicksichtigung dieser Ergebnisse erhilt man aus Gleichung (3) 
durch Vergleichung der imaginiren Teile, wenn man zur Abkiirzung den 
Koeffizienten von 7 in dem Ausdruck le(> +a+ iT) durch 

Z(a,T) 
bezeichnet und unter 7 eine reelle zwischen —1 und +1 enthaliene Zahl 
versteht, 





*) T.-J. Stieltjes, a. a. O. S. 433, Formel (26). 


en 
. 0 
ch- 


der 


(3) 


den 


ah] 


Die Nullstellen der Riemannschen Funktion & (2). 5 
; : T ty 
0,(a, T) = >l>—F(tla)+ (F+ $54 2@,7) 


(12a)? 8 1+2a 2a—1) 1 
mate ae S45) 4-4 2 ie 
und nach Zusammenfassung der Anfangsglieder und Vereinigung der 
beiden negativen Korrektionen zu einer einzigen 


(4) %@ T= Ft+(Gte)Ft+ZGN ( 1<n = 


0<8,<1 
n (i+2a)? 4a*+16a—1) 1 
tit (attgerotttwenys | ooo eS, 


6 8 


2. 

Mehr Schwierigkeit bereitet die Abschiitzung des Zuwachses ,, den 
die Abweichung von &(¢) erfihrt, wenn ¢ die Strecke vom Punkte (7'—ia) 
bis zum Punkte 7 durchliiuft. Man gelangt zum Ziel, indem man diesen 
Zuwachs mit demjenigen Zuwachs ®, vergleicht, um welchen die Ab- 
weichung von &(¢) zunimmt, wenn ¢ auf dem geraden Verbindungswege 
vom Punkte (7—i2a) zum Punkte (T—ia) tibergeht, und sich ©, gemaB 
der Gleichung , = , + (0,—4,) 
in zwei Bestandteile zerlegt denkt. 

Um den ersten dieser Bestandteile zu finden, hat man nur nitig, 
in Gleichung (4) die Konstante a durch 2a zu ersetzen und den so sich 
ergebenden neuen Wert von ®, von dem urspriinglichen abzuziehen. So 
erhilt man, wenn man immer die Korrektionen gleichen Vorzeichens in 
eine einzige zusammenzieht, 


(5) o,=—a>+Z(a, T) — Z(2a, T) +059 


36a*+ 68a—1 24a* +itontt 
a T 


+ {o—* 16 ol 
(O0<#<1; 0< <1). 

Zur Abschiitzung der Differenz (, —®,) dienen folgende Uberlegungen: 
Man denke sich die Funktion &(¢) als Produkt ihrer Linearfaktoren in 
der Weise dargestellt, da8 man je zwei Linearfaktoren (1 -- ‘) und (1 + =), 
welche zwei entgegengesetzt gleichen Nullstellen « und (— a) entsprechen, 
unmittelbar aufeinander folgen laBt, oder doch nur um eine unter einer 
festen Grenze bleibende Anzahl von Pliitzen voneinander trennt. Nun 
lasse man die Verinderliche ¢ irgend einen durch keine Nullstelle der 
Funktion £(¢) fiihrenden Weg von endlicher Liinge stetig durchlaufen. 
Dann bilden die Anderungen, welche die Abweichungen der einzelnen 
Linearfaktoren von £(¢) hierbei erfahren, in derjenigen Anordnung, die 
der Reihenfolge der Linearfaktoren entspricht, eine konvergente unend- 
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liche Reihe, deren Summe mit der Anderung der Abweichung der Funk- 
tion &(¢) tibereinstimmt. Ebenso kann auch die Differenz (6,—,) in 
eine konvergente unendliche Reihe von Gliedern aufgelést werden, die 
der Reihe nach den in der oben angegebenen Weise geordneten Linear- 
faktoren der Funktion &(¢) entsprechen. 

. , 

Nun sei and+t 
wo 6 und y reelle Zahlen bedeuten, irgend eine der Nullstellen der 
Funktion &(/), und es werde im Nachfolgenden unter dem Zeichen arctg 


: : au 3 &@ 
immer der zwischen (—-) und = 


= 


enthaltene Bogen verstanden. Dann 


wird der Zuwachs, den die Abweichung des der erwiihnten Nullstelle ent- 
sprechenden Linearfaktors 


t 1 i 
lap - — peylt-— G+ i] 


erfahrt, wenn ¢ die Strecke (7—ia)--- 7 durchliuft, in allen Fallen 
durch den Ausdruck 

arctg To — arctg Ts 
dargestelit (vgl. Fig. 1). 

Abnlich ist der Zuwachs der Abweichung des nimlichen Linearfaktors 
fiir den Fall, daB ¢ die Strecke (7 —i2a)---(7—ia) durchliuft, in allen 
Fallen gleich 

2a-+ a+ 
Ta 3 — arctg To 
Folglich ist der Beitrag, den der betrachtete Linearfaktor zu der Differenz 
(®, —®,) liefert, gleich 
— { aretg To5 — arctg To — (arctg To — arctg 7 5) |. 

Nun mégen, nach willkiirlicher Annahme einer positiven Zahl kh, zwei 

Falle unterschieden werden, je nachdem 


|\T—B\<2k oder | T—£6|>2k 
ist, und dementsprechend mége die Differenz (%,—®,) in eine Summe 
zweier Teile w,, @, gespalten werden, deren erster @, aus der Summe der Bei- 
triige derjenigen Linearfaktoren (i—5) besteht, bei denen | 7—8|<2k, 
also 
T—2k<p<T+2k 

ist, wihrend der zweite w, die Beitriige aller itibrigen Linearfaktoren umfaBt. 

Zur Abschiitzung von , denke man sich das Intervall (7—2k)---(7+2k) 
in die beiden Teile 


([—2k)---T und T---(1+2k) 


arctg 





Die Nullstellen der Riemannschen Funktion §(é). 7 


zerlegt und fiir jeden derselben die Anzahl derjenigen Nullstellen 6 + iy 
abgezihlt, ‘fiir welche 6 im Innern des betreffenden Teiles liegt. Falls 
mehrfache Nullstellen vorkommen sollten, wiire hierbei jede einzelne der- 
selben so oft in Anschlag zu bringen, als ihre Ordnungszahl angibt. Die 
gréBere der beiden so sich ergebenden Anzahlen heife K. Dann zeigt 
sich, daB 
\a,|<K = 

sein muB. 

Ist niimlich zuniichst y = 0, also B eine reelle Nullstelle der Funk- 
tion &(¢), so ist der Beitrag des entsprechenden Linearfaktors zu der 
Differenz ©, — , gleich der Differenz zweier spitzen Winkel von gleichem 
Vorzeichen, nimlich der beiden Winkel, unter welchen die Wege 
(T—ia)---T wnd (T—i2a)---(T—ia) vom Punkte 6 aus gesehen 


. . . : 7 
erscheinen. Der absolute Wert dieses Beitrages ist daher <—- 


Ist zweitens (6+iy) wo y2O ist, eine imaginiire Nullstelle der 
Funktion §(¢), so gehdrt zu ihr eine konjugiert imaginiire Nullstelle (6—iy), 
und der absolute Wert der Summe der Winkel 9,, m, (Fig. 2), unter 


Ariz; 
0 bis Ne 


-ta 


Fig. 2. 








welchen der Weg (7'—ia)---7 von den Punkten (6+7y) und (B—iy) 
aus erscheint, liegt zwischen 0 und a. Denn |g,| ist kleiner als der 
Basiswinkel § des gleichschenkeligen Dreiecks mit der Spitze 7 und 





Bei 
7 te. P 


-iy 
T-tia 





T-t2a 
Fig. 3. 
(0+ |,|) ist <a. Ebenso ist (Fig. 3) die Summe der Winkel, unter 
welchen die Strecke (7—i2a)---(Z’—ia) von den Punkten (6+ iy) und 
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(B—iy) erscheint, absolut genommen <2, weil beide Gesichtswinkel spitz 
sind. Zugleich hat diese Summe stets das naémliche Vorzeichen wie die 
Summe (9, + 9,). 

Die Differenz der beiden eben erwihnten Summen ist daher absolut 
genommen <2. Diese Differenz stellt aber den Beitrag dar, welchen die 
den Nullstellen (6+7y) und (6@—iy) entsprechenden Linearfaktoren zu- 
sammengenommen zu der Zahl w, liefern. Jeder solche Gesamtbeitrag 
ist somit absolut genommen <2, so daf durchschnittlich auf den ein- 


zelnen Linearfaktor ein Beitrag entfallt, dessen absoluter Wert < ae ist. 


Da ferner zwei Nullstellen, deren reelle Teile auf verschiedenen Seiten 
von 7 liegen, zu Beitriigen von entgegengesetzten Vorzeichen AnlaB geben, 
so erhilt man bei der Abschitzung von |@,| sicher zu viel, wenn man 
nur diejenigen Nullstellen in Betracht zieht, deren reelle Teile im Innern 
des einén der beiden Intervalle (T—2k)---T und 7'---(7+2k) liegen, 


nimlich desjenigen, dem die meisten Nullstellen entsprechen, und fiir jede 


einzelne derselben ~ in Ansatz bringt. So ergibt sich 


a,|<K ; ’ 
wie behauptet wurde. 
Im zweiten Fall, wenn | 7’— | > 2k ist, urea es sich, den oben 


angegebenen Beitrag des Linearfaktors ( 1 — .——— } zu der Differenz (6,—9,) 
2 3/ 


ar 


durch Anwendung des Taylorschen Satzes in - einfachsten Form um- 
zuformen. Man erhilt so: 





— {aretg 77 —aretg 7+ 4 — ate} — gz _)} 
a 1 
rs EY GN! 


a a(T—§){[ai+%)+y??—(@O+y)*} 
((7—B)* + [a(t +4) + y}*} ((T—f)? + @O+7)*} 


= ata(1-43 Se ee oe Fee 
= lah +28) +27] pry aoa TB E—B Had) F7F 
(0<#<1). 


Hieraus folgt 


| arctg Tot — arctg ee im (arctg ad — arctg Fs) 


< a*(3a+2y)-- 1G 


< a®(3a+ 1) ° oR 
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Die Reihe der Beitriige, welche diejenigen Linearfaktoren (1- z +7) , 
bei denen | 7— | > 2k ist, zu der Differenz (®,—®,) liefern, ist daher 
unbedingt konvergent. Deswegen kann die friiher angedeutete Voraus- 
setzung tiber die Anordnung der Glieder dieser Reihe jetzt fallen gelassen 
und an Stelle der friiheren jede andere Anordnung gesetzt werden. Ins- 
besondere kann man zuniichst alle positiven Glieder, das sind diejenigen, 
in welchen 8< T ist, zu einer Summe 2,, und dann alle negativen Glieder, 
das sind diejenigen, wo 6 >T ist, zu einer Summe (— 2,) vereinigen, 
und die Summe @, der Beitriige aller Linearfaktoren der betrachteten Art 
gleich der Differenz (2,—2,) setzen. Hieraus geht hervor, daB |a,| 
kleiner ist als die gréBere der beiden Zahlen 2,, 2, also erst recht 
kleiner als 


oe (3a -o 1) > " ey Ig ; 


wo die Summe &” entweder nur iiber diejenigen Nullstellen (8+iy) zu 
erstrecken ist, fiir welche 6 > 7'+ 2k ist, oder nur tiber diejenigen, fiir 
welche 6 < 7’ — 2k ist, je nachdem der eine oder der andere Fall den 
griBeren Wert von 2’ ergibt. 

Durch Zusammenfassung der Ergebnisse, zu denen die Betrachtung 
der beiden vorhin unterschiedenen Fille gefiihrt hat, erhilt man 


1 


Nun ist die Abschiitzung von ®, ausfiihrbar. Durch Verbindung der 
Formeln (5) und (6) ergibt sich nimlich aus 


o, = , + (0, —95) 
die Gleichung 


(7) = -—a++ Za, T) — Z(2a, T) 


—1l<y<l 
, 1 2 
+4{K5+a%(8a+1)z rats} | O< 9 <1 t. 
1 0<*%<1 





86a° + 68a—1 ,24a?+ 40a—1 
+{ a ~ ais aed Be 
Und fiir die durch die Gleichung 
Wea ®, +9 
bi 4 


bestimmte Anzahl N derjenigen Nullstellen der Funktion £§(¢), deren 
reelle Teile zwischen 0 und TJ liegen, folgt aus den Gleichungen (4) und 
(7) der Ausdruck 
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’ r 7.22 T 7 2Z(a, T) — Z(2a,T) 
(8) a+ tat st asf a ; 4 
—1<y<1l 
K . a*(8a+1) -, 1 1 
++ “ roapta=r} ( O<e<t}-. 
2 29 «72 7 \ 0<a<i 
fo 5at+9a_ ao, S2at+ 12a—3) 1 
+ \% 2 o— 16 laa 


3. 
Wenn man sich nun lediglich davon iiberzeugen will, daB der absolute 
Wert des Unterschiedes zwischen der Anzahl N und dem Riemannschen 
™ ae. Dy , me 
Niherungswert = l a bei unbegrenzt wachsendem 7’ héchstens von 


der Ordnung /7' unendlich werdea kann, so geniigt es, in Gleichung (8) 
a= +d zu setzen und fiir / den Wert 

x = tg 1 = 1,55741 
zu wihlen. Dann wird nimlich 


Z(a, T) <\1g(2+iT)| 
= | Za | asi +3 peti?) +3 pert) _* | ? 


wo die Summe iiber alle Primzahlen p von 2 bis ins Unendliche zu 
erstrecken ist, folglich 


‘1 Ferme es " 1 
IZa,T)|< Slats pte pt JHU@ 15: 
Ebenso ergibt sich, daB auch | Z(2a, 7)| den endlichen Wert x nicht 

zu tiberschreiten vermag. 


Ferner bleibt die Anzahl K bei den angegebenen Werten von a und k 
nach einem Satze, den ich ‘friiher bewiesen habe*) bestiindig kleiner als 


ul( T+ x) < xlT + 5: 


. . 3 1 
DaB endlich auch die Summe my 775 


IT unendlich werden kann, ergibt sich durch folgende Betrachtung: 
Wenn v irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, so ist daftir, dab 
(9) 2vx<|T—B <2(v+1)x 
sei, notwendig, daB 6 entweder dem Intervall 
T+ 2vn---T+2(v+1)x, 


héchstens von der Ordnung 


oder dem Intervall 
ee SE T —2(v+1)x---T—2vx 


*) v. Mangoldt, Journal f. d. r. u. a. Math, 114, 1895, S. 265. 
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angehére. Die Anzahl derjenigen Nullstellen 6 + iy der Funktion &(¢), 
fiir welche 6 nicht auBerhalb des zuerst erwihnten Intervalles liegt, ist 
aber nach dem gleichen Satze wie oben kleiner als 
“ul T + (2v+1)x], 

und dieser Ausdruck stellt, wie aus der zum Nullpunkt symmetrischen 
Verteilung der Nullstellen der Funktion §(¢) folgt, auch fiir das zweite 
Intervall eine Grenze dar, hinter welcher die Anzahl derjenigen Nullstellen, 
fiir die B dem zweiten Intervall angehért, in allen Fiillen zuriickbleibt. 
Daher erhailt man fiir k =x, indem man in der Summe ” immer alle 
diejenigen Glieder, fiir welche ein und dieselbe Ungleichung von der 
Form (9) besteht, zu einer Gruppe zusammenfaBt, 


| > xT + (29-+1)x] 
T—6\° Byes 


v=1 
(2y-+1)x 
: : 11 22") 
1 1 . 1 ’ w | 
<‘gf2 Ttea- 
vy=l1 v=1 
£(83)am , 1 NV2e4+1 1 
<pa'Tt+e 2 oe 
v=1 
(3) 77 26(2)-+ §(3) 1 
<82 iT +- —_—!. =e 


Die Summe 2’ kann daher hiéchstens wie /7Z' unendlich werden, womit 
auch die hinsichtlich der Anzahl N ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 


4. 


Wenn man nun aber fiir den absoluten Wert des Unterschiedes 
zwischen der Anzahl N und dem Riemannschen Niherungswert 


‘4 T T 
Qn ln 22 
eine obere Schranke von der Form 
AIT+B 


gewinnen will, in welcher A eine mdglichst kleine positive Konstante und 
B einen Ausdruck von niedrigerer GréBenordnung als /7' bedeutet, so 
sind noch einige weitere Betrachtungen erforderlich: Man setze in Glei- 
chung (8) . 

= — +u, 


wo u eine spiter in geeigneter Weise zu bestimmende Zahl bedeutet, 
welche, wie sich herausstellen wird, zweckmifig von der Ordnung iF zu 


wahlen ist und von vorn herein der Ungleichung 
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(10) 0<u<0,97413 


unterworfen werden kann. Dann erhalt man zunichst 


|Z(a, T)|=|Z(>+4, T)|<| lg(L+u+i2)| <le(i+u). 


Nun ist aber 


— 1 * dx 1 1+u 
c(i +) -> nite <1 a ie = i+ a lo Ss 


n=1 
1 
also 


lg(i+u)<l(ii+u)—lu<u—la, 
folglich auch 


(11) a(5 +u, T)|<—lw tu. 
Zweitens ist 
| Z(2a, T)| =|Z(1+2u, T)| < lg (+20 +i7)|, 
folglich 
(12) Z(2a, T)\ <1 (++2u) <1e(3): 


Um drittens fiir K eine obere Grenze zu gewinnen, fasse man zunichst 
diejenigen Nullstellen der Funktion &(¢) ins Auge, deren reelle Teile nicht 
auBerhalb des Intervalles 7---(7-+2k) liegen. Die Anzahl K, dieser 
Nullstellen geniigt der Ungleichung 


(13) ~#=«CK, aretg <, (F+u, 7+ 2k) —%,(>+u, 7). 
Denn, wenn die Veriinderliche ¢ stetig die Strecke 
Ti (S+u)---T+ 2k —i(>+u) 


durchlauft, erfihrt die Abweichung jedes einzelnen Linearfaktors der 
Funktion €(¢) einen positiven Zuwachs*), und dabei entspricht jeder Null- 
stelle, deren reeller Teil nicht auSerhalb or _— T---(T+2k) 


liegt, ein Zuwachs, der gréBer ist als arctg ; OS 

os oo Summe dieser Zunahmen iibersteigt daher den Wert 
K, aretg ; saa [,, Umsomehr muB der Gesamtzuwachs der Abweichung der 
Funktion &(¢), welche durch die Differenz ®, (+ +u, T+2k) — 9, ( +u, r) 


dargestellt wird, gréBer sein als K, arctg oe 





*) Vgl. H. v. Mangoldt, Journal f. d. r. u. a. Math. 114, 1895, S. 258f. 


art 


ler 
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Nun folgt aber aus Gleichung (4) 


T+2k,T+2k T42k : oe: y z 
©, (a, T+ 2k) — 0, (a, T) = (AE 1st : | —($ls5-3) 


+Z(a,T+2k)—Z(a,T)+4 : * — _— ; 
Fiir a< ~ + 0,97413 = 1,47413 ergibt sich hieraus nach Umformung der 
am Anfang der rechten Seite stehenden Differenz mittels des Taylorschen 


Satzes 


©, (a, T+2k)—©, (a, T)—2k- 4 17 tS 


- +Z(a,T+2k)—Z(a,T+ 7, -5,5511 


2x 


T O2k x r 
=k + kl (1+ ") + Z(@, 7+2h)—Z(a,7) 


+ 75,5511 
=k ~ + Z(a, T+2k) —Z(a, T) +2 (2k*+ 5,511). 


1 . a 
Setzt man nunmehr a =~ + u, so erhilt man unter Beriicksichtigung 


der Ungleichung (11) 
oi (5 +4 2+ 2h) —0,(F+u, 7) <kl — Qlu+2u ++ (2h 45,5511). 


Folglich ist 
(14) K,<—+,,- (ht —2tu42u4 5 (2k +5,5511)} 


2k 
arctg iu 





Wie sich spiiter herausstellen wird, ist fiir / ein zwischen 0,67 und 
0,68 enthaltener Wert zu wiihlen. Ferner kann 7'>12 genommen werden, 
da die Funktion §(¢) keine Nullstelle hat, deren reeller Teil absolut ge- 
nommen < 12 wire. Fiir Werte von k und 7, welche diese Bedingungen 
erfiillen, nimmt aber die rechte Seite der Ungleichung (14) mit wachsen- 
dem JZ zu. Diese rechte Seite stellt daher, falls 7 > 12 ist, nicht nur 
fiir das Intervall 7'.--(Z7-+2k) eine obere Grenze fiir die Anzahl der- 
jenigen Nullstellen der Funktion §(¢) dar, deren reelle Teile diesem 
Intervall angehéren, sondern zugleich auch fiir jedes andere Intervall von 
der Linge (2k), dessen dem Nullpunkt zuniichst gelegenes Ende von 
diesem einen Abstand hat, der < 7 ist. Insbesondere ist die rechte Seite 
der Ungleichung (14) auch eine obere Grenze fiir die Anzahl derjenigen 
Nullstellen, deren reelle Teile dem Intervall (7—2k)--- TZ angehéren, 
also auch fiir die friiher mit K bezeichnete Anzahl, so dab auf der linken 


ee 
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Seite der Ungleichung (14) der Index 1 wegbleiben darf. Beriicksichtigt 
man nun noch, dab k < 0,68, also 2k? < 0,9248 ist, so erhilt man 


(15) K<—., (Kn —2lu+2u+ 


arctg — ite 


Fiir den ersten Faktor der rechten Seite dieser Ungleichung liefert die 
Entwickelung nach dem Mac-Laurinschen Satze 


6, a): 


1 1 2ku 
aE ~ weap +7 —— 


arctg (2k) " a \8 
ated ST (aretg 5 ito mM [(a 49u) + 4k*] 


und, wenn man noch um ein Glied weitergeht, 




















: si ile 1 2k 
2k —saarctg (2h) + arctg (2k)|*?> 1+ 4k? . 
arcte & 
itu 
2k 
2k — a adininatatities: 
1 a ‘ 
+3-—— +o u?, 
o 2 212 
(arctg 5 ite a) [a+ du)? + 4k*] 
Hieraus folgt 
1 1 Qhu 
sintiaanin < + 
2k arctg (2k) “ 
arctg ite (arctg rea) (i+4k ” 
beziehungsweise 
1 1 : 1 2k 
—— ok ~ aretg@h) 7 [arctg@hP ipae’™ 
arctg ——_ 
1+ 
Qk 
2k — arctg 
Si ‘ 
+ OB + ‘ite - ur, 


(aretg -** ita 7 (+ 4k) 
Somit ergibt sich 


k T 1 2k? 7 2Qlu 
ul 


K < tg @h at on Gb) ian os — arctg ab 





4 2h? — pStack 2 ie — el 
(arctg oy 3) (i+ 4k*)? 
+t (an 4 MM), 
arctg i 


> 4kulu 


2a 2k \ 
o - ( 
(arctg i+ ) 1 44k 4k?) 


Wird nun im zweiten Gliede der rechten Seite fiir hi die Differenz 
LT — (2x) eingesetzt und sodann zur Abkiirzung 


0 


F 


a 


1Z 
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k T 1 2k? alu 
(16) M= Sagem ‘an + ftga@np ipa "'T — coeab 
und 
2k 
2k — arctg 
(17) P=2k ae 1 u wt a 4kulu 
2)2 " 
(arcte yi (1 + 4k?) (arctg 2 ) (1 + 4k?) 
2k*1(22)u 1 6,4759 
eo _—— ) a 
(aretg @B)*- (pany + wae (2 tp ) 
Tis 


gesetzt, so ergibt sich 
(18) K< M+ P. 


Zur Abschitzung der Summe > 7 dienen ihnliche Uber- 


legungen wie friiher. Die Anzahl derjenigen in Betracht zu ziehenden 
Nullstellen (6+ iy), fiir welche 

2vk <|T—B\| <2(v+1)k 
ist, erweist sich auf Grund der eben durchgefiihrten Betrachtungen kleiner 
als derjenige Ausdruck, der aus der Summe (M+ P) hervorgeht, wenn 
man 7’ durch (7'+2vk) ersetzt, also bei Beriicksichtigung der Unglei- 


chungen 


2Qvk 


UT + 2vk) <7 + 7% <a 


wad rie <F 
kleiner als 
2 = 
M+ P+=@, 


wo zur Abkiirzung 


2k — arctg — 
k 2h? u 2 rs ° 
(19) = satan + magenta + 24 — — 1 
arctg (2k) © [aretg (2k)|* (1 + 44°) (arcty 5° )’ (14 ak 


gesetzt ist. Daher ist 
2vk 


1 ce, 


Rls M+P,, £(2) 
Ps r—6 [BS 8k3 €(3) + 4k? Q. 


oder 


Ferner ist 
. - 5 5 13 11 4 0.4 
a*(3a+1)= ({+u+u) +3u) ==+ puts wt 3u’, 
also 


a(3a+1) Q’ 1 _ (5 13 11+ 6u  9\ &(3) 
= rep ets e+—> w) s M 


5 3 11 ‘ 3 2 
typ (2 + Put Zw t ae) (LO p+ 2? Q], 
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und, da u < 0,97415 ist, 

uv a*(3a-+ 1) 
qo =: Sets 


5 13 r €(3) 
T B (3 < es ot Tr u oa 8,4225 u') 8xks M 


94,272 £8) p £0) 
+ seam Loe Pt 7 @]: 


Mit Hilfe der Formeln (11), (12), (18), (20) und der Ungleichung 


a < 1,47415 
folgt jetzt aus Gleichung (8) 

T 7 
N= 5.'55—-iet+3 

1 , 5£(3) 2 13 £(8 1 5./3)\ 

+" ([s + vera M— % lu + 32 £0), tM + — = 18 (5) 

2 8,4225 9 4 4,272 
+—ut as $(3)WM +3 > [1+ san58 (3) | 


‘ ar 94,272 
+t. =7| 13,067 +v ai £(2)Q]}. 


Setzt man hier fiir M den durch Gleichung (16) gegebenen Wert ein, 
so bekommt man 


ry 7 Zz 7 

(21) N=la ate 
s2ak*+5¢(3) ,T 
+4 eam arctg (2k) re 


32ak* + 5£(3) 13 £(3) , 
+ seas [arctg @H))* + 45 + sat wg wl 
82 wk* + 5£(3) 2 
— [saut arctg (2k) = |e > = (5) + 7) + a” 
aus 8,4225 £(3) 
82k? arctg (2k) 
£(3) (13 + 33,6900 wu) u 2k? ul T 9 1/9 
89 xk* arctg 2B) Laan Fam — 2lu—kl(22) | 
94,272 


+ [1+ eal ¢(3)]+ - “| 13,067 + “ha £(2)@]} . 


ul T 


Der Ausdruck 
82 xk* + 5£(3) 1 82xk*+ 5£(3) 


642k? arctg (2k) ~~ 640° arctg (2k) 


wird ein Minimum, wenn & die Gleichun 


g$ 
k* arctg (2k) - 96 ak? — [32 ak° + 5§(3))[2 k arctg (2k) +- it | = 0 
oder 


48xk* arctg (2h) ~ [B2ak* + 5€(3)]| arctg (2K) + = 0 


WaFl 
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oder 
‘ , ») _ 32ak® + 58/3) k 

(22) arctg (2k) 162k? — 5£(8) ‘ i+ 4k? 
befriedigt. Der Wert von €(3) findet sich in einer von Herrn J. P. Gram 
mitgeteilten Tabelle*) bis auf 15 Dezimalen angegeben. Bei Abrundung 
auf fiinf Dezimalen ist 

€(3) = 1,20206. 
Unter Benutzung dieses Ergebnisses zeigt die numerische Rechnung, daf 
die Gleichung (22) eine zwischen 0,67 und 0,68 enthaltene Wurzel hat, 
die naiherungsweise gleich 0,675 ist. Nimmt man fiir k diesen Niherungs- 
wert 

k = 0,675 

so findet man 
aiid 82ak* + 5 (3) Aac 
(23) Gxk* arctg (2h) ~ 2748200. 
Ferner ergeben sich erstens, wenn man k = 0,675 setzt, fiir die Koeffizien- 
ten von «/7’ und von (—/u) auf der rechten Seite der Gleichung (21) die 
folgenden etwas zu groBen Niaherungswerte: 


(24) 82k + 5£(3) 13 £(8) 


32 xk[arctg (2k) ]* (1 + 4h) + ak aretg (2h) 





< 0,58704, 


ail 32rk* + 5£(8) 2 . 

9 een Te a, 2 2 

(25) 322k arctg (2k) + % < 1,91662, 

und es handelt sich zweitens darum, auch den Ausdruck 


0,58704 wl 7 — 1,91662 lu 


za einem Minimum zu machen. Dies wird erreicht, wenn 


0,58704 17’ — 1,91662 — = 0 


oder 
1,91662 1 38,2650 


“= 058704 17 IT 


ist. 

Nun darf man mit Riicksicht auf die hinsichtlich der kleinsten Null- 
stellen der Funktion &(¢) bis jetzt sichergestellten Ergebnisse die Ver- 
inderliche 7’ der Bedingung 

T > 28,558 
unterwerfen, was fiir w die im Vorangehenden bereits benutzte Ungleichung 
u < 0,97413 
zur Folge hat. Denn iiber diejenigen Nullstellen der Funktion §(¢), deren 
reelle Teile zwischen 0 und 28,558 liegen, ist man vollstiindig unter- 


*) J. P. Gram, Mémoires de l’Académie Royale de Copenhague (6) 2, 1884, S. 269. 
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richtet. Diese Nullstellen sind niimlich, wie Herr Ch. J. de la Vallée 
Poussin*) bewiesen hat, simtlich reell. Ferner sind sie saimtlich einfach, 
was zwar von Herrn de la Vallée Poussin nicht ausdriicklich hervor- 
gehoben worden ist, aber aus seinen Betrachtungen ohne weiteres folgt. 
Endlich sind die numerischen Werte der fraglichen Nullstellen durch die 
von Herrn J. P. Gram*) durch gefiihrten Rechnungen mit groBer Schiirfe 
bekannt geworden, namlich 
w, = 14,134725; «a = 21,022040; a, = 25,010856. 
Nimmt man nunmehr 
__ 8,2650 
tT 


so ergibt sich durch numerische Ausrechnung 


k= 0,675; u und 7'> 28,558, 





2k ~ 2k 4 
8349% . 5997 
log ; [> 9,83495 und aretg itau> 0,59977 


und hierauf aus (17) 

P oyg 2k —0,59977 . g  2k—0,59977 

2S” GiooT aa iT—k (0,59977)? (1+ 4k%)? 
2k 1 k?1(22) 3,2380 1 

—~ %,59977)5 a + 4k) ulu + (opsers ~ faretg (2%) aaa) “+> x07 TT" 


l(2a)u? 





Wenn man nun im ersten Gliede der rechten Seite 
ul T = 3,2650 


setzt und sodann die Koeffizienten numerisch ausrechnet, so erhalt man: 


4 . ‘ QeREE ree 5,3990 
<< 0,64943u — 0,36555u? — 1,3298ulu + 1326774 + > 
ee oie 5,3990 
< 1,97620u — 0,36555u? — 1,3298 ulu + _: 
Nun ist a a as Sf 
Tif T ~ 332000 T°” 
To» 128,558 ; 
und da Ly héchstens den Wert nna sae hat, so ist 
7 28,558 
5,3990 
oe <0,19410m. 
Also ist 


? < 2,17030u — 0,36555u? — 1,3298ulw. 


Die rechte Seite dieser Ungleichung nimmt fiir die in Betracht kom- 
menden Werte von uw mit wachsendem w zu, so daB man aus ihr fiir 


*) Ch.-J. de la Vallée Poussin, ,,Sur la fonction £(s) de Riemann et le 
nombre des nombres premiers inférieurs 4 une limite donnée“, Mémoires couronnés 
et autres Mémoires publiés par l’Académie royale de Belgique, Bd. 59, 1899, S. 23. 

**) J.-P. Gram, ,,Note sur les zéros de la fonction £(s) de Riemann‘, Bulletin 
de l’Académie royale des sciences et des lettres de Danemark, 1902, S. 8. 
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= eine obere Schranke erhilt, wenn man u = 0,97413 setzt. So er- 
gibt sich 


(26) * < 1,80131. 
Ferner folgt aus (19) fiir k = 0,675 und wu < 0,97413 
(27) Q < 1,46195. 
Endlich ist 
3 ‘ 

(28) ¢ (5) — 2,6124 
und 

, na? 
29) §(2) = | = 1,64494. 


Wendet man nunmehr die durch die Formeln (23) bis (29) ausgedriickten 
Ergebnisse zur Abschiitzung der rechten Seite der Gleichung (21) an, so 
erhalt man, fiir 7’ > 28,558, nach Ausfiihrung der numerischen Rechnungen 
7 3 - 7 
ante tats 


+ 7 (0,43200 17 + 1,91662 117 + 12,20873) (—1<n<1). 


N= 


Aachen, den 6. Mai 1904. 


le 
és 
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Zur Theorie der Moduln und Ideale. 


Von 


E. Lasxer in New-York. 


Kapitel 1. 
Eliminationssatze. 


1. Es sollen im folgenden einige Satze iiber Systeme von Formen 
bewiesen werden, deren Resultante nicht verschwindet. Neben den 
Sitzen I, Il, Il, welche neu und fiir vielerlei Anwendungen der vor- 
liegenden Untersuchung von Bedeutung sind, sind einige Siitze, vornimlich 
Satz IV und V, aufgestellt, die bereits bekannt und Gegenstand strengster 
Forschung gewesen sind. Dies kénnte befremden und bedarf daher der 
Erliuterung. In zwei spiiteren Kapiteln (naémlich III und IV) werden 
die Grundlagen der Untersuchung, wie sie bis dorthin vorgeschritten ist, 
erweitert werden, und zwar in der Weise, da ganze Serien von Schliissen 
aus den vorangehenden Kapiteln iibernommen werden kénnen. Es ist 
daher zweckmiBig, die Beweise der bekannten Siitze von vornherein so 
zu stellen, daB ihre Ubertragbarkeit auf die modifizierenden Verhiiltnisse 
ohne weiteres einleuchtet. Dies geschieht, indem jene Beweise auf das 
geringste MaB von Voraussetzungen gegriindet werden. 

Die Voraussetzungen, von denen die folgende Untersuchung ausgeht, 
mégen daher genau priizisiert werden. Sie sollen sich beschrinken auf 

1) die formalen Grundgesetze der Algebra und Arithmetik, 

2) den Irreduzibilitiitsbegriff der Formen, 

3) den Zerlegungssatz der Formen in irreduzible Teiler, 

4) den GauBschen Fundamentalsatz iiber biniire Formen im 
komplexen Zahlgebiete, 

5) die Eigenschaften der Determinanten, 

6) die Eigenschaften der Resultante zweier binirer Formen, 

7) die Theorie der symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer 


Gleichung beliebigen Grades. 


pr 
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Dazu sollen noch einige funktionentheoretische Begriffe und Sitze 
treten, die sich auf Konvergenzbetrachtungen und Grenziibergiinge ein- 
facher Art zuriickfiihren lassen. 

Obwohl die Mittel der Untersuchung auf diese Weise sehr beschriinkte 
sein sollen, so wird doch die Notation und.Symbolik der neueren Mathe- 
matik, z. B. der Invariantentheorie, benutzt werden. Es ist dies keine 
Inkonsequenz, da diese Notationen und Symbole keinerlei Sitze anderer 
Art als die angefiihrten voraussetzen, ja in ihrer Mehrheit auf rein arith- 
metische Folgerungen aus den Rechnungsgesetzen der Algebra sich stiitzen. 

2. Zunéchst geben wir in knappen Worten den Ideengang des Nach- 
weises der folgenden Tatsachen: Sind a,,---, #,, m Variable, f,,---,f,,-°° 
homogene Formen derselben, wird ein bestimmtes Wertsystem der Pro- 
portionen 2, : #,:--+: 2%, ,Punkt“ genannt, so haben, wenn die Koeffizienten 
der f,,--+-, f,, unbestimmt sind, die Gleichungen 

f=9, ---, f,=0 
keinen Punkt gemein. Dagegen haben m — 1 solcher Gleichungen immer 
zum mindesten einen Punkt gemein. f, = 0, ---, f,,=0 haben nur dann 
und immer dann einen Punkt gemein, wenn die Koeffizienten eine be- 
stimmte Relation erfiillen. Dieselbe ist durch das Verschwinden einer 
Invariante von f,,---,/,,, der Resultante, ausdriickbar. Wird die Re- 
sultante von f,,---,/,,, deren Koeffizienten Unbestimmte sind, mit R 
bezeichnet und ist / eine Linearform mit unbestimmten Koeffizienten, so 
kann man immer eine positive ganze Zahl M und ganzzahlige Formen 
Pry ***» Pm nicht bloB der 2,,---, %,,, sondern auch der unbestimmten 
Koeffizienten von f,,---, f,, und / finden, so daB identisch 
R-M=p-fpt+-+++ Palm 

ist. 

Wir erweisen die Behauptung durch Induktion, von m — 1 Variablen 
auf m Variable schlieBend. Jene Siitze sind nach dem oben Gesagten 
bereits als erwiesen angenommen fiir m= 2. Machen wir nun die An- 
nahme, daB sie fiir m—1 Variable richtig seien, und betrachten wir 
irgend eine der m Variablen, z. B. 2,,, als unbestimmte Linearform der 
iibrigen Variablen, sie etwa = yx, setzend. Alsdann sind 


‘ hy» **9 im—t 
m—1 Formen der m—1 Variablen 2,,---, x,,_,, deren Koeffizienten 
Polynome von » mit unbestimmten Koeffizienten sind. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 
f; = 0 ist das Verschwinden der Resultante, die ein Polynom von 7 sein 
wird, das von » nicht unabhingig sein kann, da ja in dem speziellen 
Falle, wo die f, Linearformen oder Produkte von Linearformen sind, diese 
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Resultantenform nicht von » unabhingig ist. Somit haben f,, -- 
in der Tat eine endliche Anzahl von Nullwerten gemein. 
Bezeichnen wir die den gemeinsamen Punkten P,, P,,---, P, ent- 
sprechenden Linearformen ebenfalls mit P,,---, P, und schreiben wir die 
Linearinvariante zweier kontragredienter Formen F, © derselben Ordnung 
symbolisch F ><, und bezeichnen wir mit w die Ordnung von f,,, so 
ist f,, < Py“ -f,, >< Py“ -++-f,,>< P,“ dann und nur dann gleich Null, wenn 
fis +++) fm @imen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Wert 
fin >< Py! «fy >< Py +++ fog >< Pt! 
ist eine Form der Unbestimmten von /;, ---, f,,, wie jetzt zu zeigen ist. 
0 = P,- P,--- P, ist eime Form der Unbestimmten von /,, ---, f,,_; 
und der kontragredienten Variabelen &,---,&, von 2,,---,%,. Wir 
kénnen niimlich statt des Systems von Variablen 


“> Im-1 


Hyp ty Uyiyy & 


m 
das andere 2,,---,%,,_1, y= &%,+---+8&,a,, einfiihren und f,, ---,f,_-4 
nach Potenzen dieser Variablen geordnet denken, wobei, weil ja 
En Zm =e Ea, Gee ee bn—1%m—1) 


nur eine Potenz von £, als Nenner auftritt. Die Resultante R von 
fis +++» fm—1 2s Formen von 2,,---, %,,_,, wenn y noch = 2, gesetzt 
wird, ist nach der Annahme des Induktionsschlusses eine Form der Koeffi- 
zienten von f,,-°--, fm—3, als Formen von 2,, ---, x,, betrachtet, von den 
&.,---, &, und von y. R ist mit einem Nenner behaftet, der eine Potenz 
von &, ist, und den wir einfach fortlassen. R =O, als Gleichung fiir 7 
betrachtet, definiert dann die Werte von y, fiir welche f, =0, ---, f,,_, = 0. 
R ist nach dem GauSschen Fundamentalsatz als Produkt darstellbar, wo 
jeder der Faktoren linear von » abhiangt: 
R= A(n—4,)(q—a,) --- (4-44); 

nur einer derselben, A, von y nicht abhiingt. 

Ist nun Py = 4,1: 9:--+:@, em den f,,---,f,_, gemeinsamer 
Nullpunkt, so muf einer der Linearfaktoren von R, z. B. 7 —a,, durch 
das Einsetzen jener Werte von 2,,---,2,, verschwinden. 

Hx, war ~y=—&,a,+---+ 8x, somit ist 

nt, —a,%,=0, 
wenn 


a — a 19 sity Xm 


=O; 
’ 
Auch ist a, nur von den &,---,&, und den Koeffizienten von /,,---, 


abhingig. Also ist 
Eid. + £504 9 lie. En M1, = A,° A 


m—1 


d. h. 
P, = 4, - Ay: 
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Ebenso ist 
P, = 4, + Gy. 
Aus R = A(y—a,)---(n—a,) folgt fir 7 =0 
(R), <0 = Ad, + dy+++a,. 


A wie (R),_, sind Formen der Unbestimmten von f,,---,/,,_, und der 
E.,-++,&,- Es zeigt sich also, daB 


P,- Py- ++ Po = (844 +++ + 4 mm) (E141 +++ +8 ds m)°*°=9 
eine berechenbare Form der Unbestimmten von f,,---,/,,_, und der &; ist. 
Die P,,---,P, geniigen infolgedessen, wie wir nun zeigen werden, 
einer Gleichung «‘* Ordnung, deren Koeffizienten rationale Formen der 
Unbestimmten von f,,---,f,,_, sind. Es sei p irgend eine Linearform 
der 2,,+++,%,, und bezeichne P,;><p die Linearinvariante von P,; und p. 


uv 


Ist ferner q irgend eine Form von kleinerer Ordnung als 0, so bezeichne 
qx<9 
die Polarform von q in bezug auf ©. Es ist dann identisch 


pox<xO=P,<p-P,><p---P,><p, 


a—1 





n x< 0 P P. P 

“f= = Se = Fe 

p>x<e P.x<p 8 P,><p P,>X<p 

(n),p*~*>< a eS +++ ete, 

p* <0 P,>x<p:-P,<p P>x<p-P,><p 

mithin sind die «@ Werte 
P; 
ain P;><p 

Wurzeln der Gleichung 
p*? >< 0-H*—n-p*-!> 0. H*-1 + (n), - p*-? >< O- H2-? —.-- = 0. 


Die GréBe 
fm >< Pit + fm >< Pf +++ fm >< BE 
ist von den Wurzeln der obigen Gleichung in symmetrischer Weise ab- 
hiingig. Daher ist sie ein Polynom der Koeffizienten jener Gleichung, 
und, da sie von den &,,---, &, unabhingig ist, also ein Polynom der Un- 
bestimmten von f,,---,/,,- Sie laBt sich tibrigens berechnen, indem man 
fir f,, Aronholdsche Symbole 


V1) Var °° yo 


einfiihrt und obigen Wert symbolisch als 
2 (%, < Py+ 7, >< Py-++17,, >< P,) 
ansetzt, die Summation ausgedehnt iiber alle verschiedenen Permutationen 


der r,,---,7,. Man kénnte auf diesem Wege auch eine Rekursionsformel 
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gewinnen fiir die Aronholdschen Symbole der Resultante von m Formen 
und ahnlichen spiter einzufiihrenden Bildungen. 
Damit ist die Existenz der Resultantenform auber Zweifel gestellt. 

Es eriibrigt nur noch zu erweisen, daB, wenn R die Resultante von m ge- 
gebenen Formen u,,---,u,, bezeichnet und 7 eine gegebene Linearform 
ist, eine Zahl M und Formen a,,---,a@,, der x; wie der Koeffizienten 
von wu; existieren, so daB R-/¥=—a,u,+---+a,,u,,. Die genaue Aus- 
fiihrung dieses Beweises hat fiir uns wenig Wert, da spiterhin fiir ihn 
keine Verallgemeinerung nétig wird. Wir kénnen daher auf das aus- 
gezeichnete Buch von J. Kénig verweisen, in dem der Beweis streng 
durchgefiihrt ist. Hier sei nur der Ideengang skizziert. Zuniichst werde 
durch fortgesetzte Elimination einzelner Variabler erwiesen, und zwar 
am einfachsten bei Annahme nicht homogener Variabler, daB iiberhaupt 
eine Form F der Koeffizienten von u,,---, u,, existiert, fiir die es eine 
Identitaét der obigen Gestalt 

F = a,U, +++++4,,U, 
gibt. Alsdann erweise man die Irreduzibilitat der Form F, welche diese 
Eigenschaft besitzt und von der niedrigsten Ordnung ist, und zwar ein- 
fach dadurch, daB man im obigen die uw; als Linearformen ihrer Koeffi- 
zienten, die z,,---,Z,, aber als Parameter betrachtet, so daB aus 

G-H=a,u,+---+4,u,, 

sogleich folgt entweder 

G = bu, +---+5,u, 


m 


oder 

A= ety te + 6,U,- 
SchlieBlich zeige man, daB F teilbar sein muB durch die Resultante von 
Uy,°**, Up, da ja KF =O, wenn in irgend einem Punkte P=, :a,:---:4,, 
die «, gleichzeitig verschwinden. Macht man dann durch Ansetzen von 
t=1 die Beziehung R= a,u,--- in den x; homogen, so folgt die Be- 
hauptung. 

Die Resultante ist offenbar, als Polynom der Koeffizienten irgend 
eimer der Formen «; betrachtet, in ein Produkt von Linearformen auf- 
lésbar, wie sogleich aus der benutzten Identitit 

R= fy >< Py +++ fa >< Ps 
ersichtlich ist. Dieselbe Identitét zeigt auch die Richtigkeit der Relation 
Res. (uy, +++, Um_yy 9) + Res. (uy, +++) Una, 2) = Res. (uy, +++; Umea 9°) 
in leicht verstindlicher Schreibweise. 
3. Wir erweisen nun 
Satz I. Sind w,, u,,---,u, 2 Formen, wobei 
h<m, 


i- 
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derart, daB die Resultante von u,,---,%, und m—h lineare Formen mit 
unbestimmten Koeffizienten nicht identisch verschwindet, und besteht eine 
identische Beziehung ' 
PiU, + Potty +--- + my =, 
wo die p,,---+,p, Formen darstellen, so gibt es Formen g,, derart, daB 
identisch 
i" 0, 
4i.,j + FF ae 0, 
Ps = Grats + U2Me Fe + GM, r 
Der Nachweis von Satz I wird zunichst erbracht werden fiir den 
Fall h =m, spiter fiir h<m. Der Beweis des genannten besonderen 
Falles wird durch Induktion erbracht werden, und zwar indem wir den 
Satz verifizieren, wenn h=m=2, und dann aus der vorausgesetzten 
Richtigkeit des Satzes fiir einen Wert m =m’ die Richtigkeit des Satzes 
auch fiir den Wert m =m’ + 1 erschlieBen. 
Es sei also m = 2 und angenommen 
Py Uy + Pyle = O. 
Wenn die Resultante von u, und u, nicht verschwindet, so haben u, und 
u, keine gemeinsamen Nullpunkte und folglich muB p, durch u,, p, durch 
u, teilbar sein. Es sei 
P, =u, +9, 
also 
P, =— u,-9, 
alsdann geniigt es g,,—= 9, g.,—=— © zu setzen, um Satz I fiir den Fall 
h =m = 2 wu verifizieren. 
Es sei nun die Richtigkeit des Satzes angenommen, wenn h und m 
den Wert m’—1 annehmen. Alsdann beweisen wir zuniichst, dab, wenn 
h und m gleich m’ sind, aus einer Beziehung 


DyMy Hes + Pp Mmn—a + Pm b= 9, 
wo 1 eine Linearform ist, deren Resultante mit u,,---,w,,_, nicht ver- 
schwindet, die Existenz von GréBen 9q,, q2, +++, %m—1 folgt derart, daB 
Pn = q,! oe Oy ie i oe ee 
Zu diesem Zwecke wihlen wir irgend ein System von m—1 Linear- 
formen 


L, le 27 
deren Determinante mit / nicht verschwindet, und entwickeln die 
Py» P2ay***> Pm—ar “19 ** *2 Un-s 
nach Potenzprodukten der /,, J,,---,1,,., und l. Indem wir dann noch 
die von 7 unabhingigen Glieder absondern, kénnen wir schreiben 


m—1? 








26 E. Lasxer. 
P= Pp, +l-p,”, 
Py = py +1-p,”, 
Pm-1 =Pn-y + l F Kins 
uy =u +1-4,", 


, ” 
Un-1 — Un—1 + l y Un—1: 


Die p; und u, sind hier also homogene Formen der 1,, - - 
Relation 


l 


‘m—1* 


Die 


‘) 


Pity + Palla + +++ + Py l =O 
zerspaltet sich nach Einsetzung obiger Werte in die beiden anderen 
Py Uy + Py Uy +++ + Py_1Un-1 = 9 
und 
Dy thy + Dy th” + By” Uy + Dy’ tly” +++ + Dy = 0 
Da nun nach der gemachten Voraussetzung der Satz I richtig ist im Be- 
reiche von m — 1 Verinderlichen, so folgt aus der vorletzten Relation die 
Existenz von Formen q;’, derart, daB fiir jeden Wert des Index i 
DP; = 1% +> ioe Ter 
G.,;+ 9%: =, 

qj. = 0. 

Danach ist der Wert von 


, or , ” , ’ ” , ” 
Py Uy + Dy Uy te = Gy py Uy + Qe Uy >My +--- 
oder auch (da q; + 4; ;= 0) 
= Sq) ,- (uj u,;’ —u/u,’) 
ees i,j NG ie) 
i=1,2,---,m—1 
j=1,2,---,m—1, 
wo die Summation iiber alle Wertsysteme von i,j, in denen i<j, aus- 
zudehnen ist. 
Nun war 
, ” 
u,t+l-u; =u, 
sonach ist 
, ” , ” es . a” — P ”” 
Uy Us — UU,” = UU, — Uy > Uy 
und es zeigt sich somit aus der zweiten der obigen Relationen, daB 
Formen 4,,°**;Qm—1, fiir welche p,, = q,%, +°+*+n—1MUm—1 ist, wirk- 
lich existieren. 
Auch aus der Gleichung 


Py Uy + Pg +--+ + PyiiMUmia + Pm? MY = 0 


 suaretaniad 


— 


. a | 
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folgt die Existenz solcher Formen g. Denn nach dem, was eben bewiesen, 
folgt zum mindesten die Existenz von 7,,7,,--++,%,-1, 80 daB 


Ty Uy + gg bee + 1g Um_1 + Py M-* = 0 

und auf diese Beziehung laBt sich derselbe Schlu8 wiederum anwenden 
und so immerfort. 

Wir gehen nun zur urspriinglich gegebenen Beziehung zuriick: 

Dy Uy + Patty +--+ + Patt = 9. 
Wir wiahlen irgend eine Linearform /, deren Resultante mit u,, u,---, U,,_; 
nicht verschwindet. Da die Resultante von u,, u,,---, u,, nicht ver- 
schwindet, so gibt es eine Zahl M derart, daB 
YF m= $+ Uy + Sy 2 Mg tees +5, + Uy. 

Somit ist 

Sm Py + Sp Patty + +> + Sy, Pint Uma = Dn (S1 Uy + Sqtlg + ++» —T*) 
oder 

(Sy, — Pm) Uy + (Sin Po — Pn Sq) Ug dete. Pr °* f= 0. 

Es folgt also die Existenz von Formen q,, q,--*;%,—-1, derart, daB 


Pm = Wy F 9g FF Imi M1: 
Sobald also Satz I im Bereiche von m — 1 Variablen gilt, folgt aus 

der Beziehung 

PM +++ + Dat, = 9, 
in welcher die Resultante von w,,---,¥,, nicht verschwindet, die obige 
Gleichung fiir p,,, welches auch die Ordnungen der u,,---, u,, sein mégen. 
Daraus zeigt sich aber, daB auch aus 

Pu, +--+ py =, 
wenn h<m, und die Resultante von u,,---,«, mit m—h Linearformen 
nicht identisch verschwindet, eine Beziehung p, = g,¥, + +++ + Q—1M%p-1 
folgt. Denn sind 9,,9:,°**)%m—, igend m—h bestimmte Linearformen, 
deren Resultante mit w,,---,u, nicht verschwindet, ist ferner ¢ irgend 
eine Form, deren Resultante mit u,,---,%,_, und den g; nicht ver- 
schwindet, und ist » eine Zahl gréSer als die Ordnung von p,, so folgt aus 


m 


Pru, te + p,m, = 0: 

Pyrte Uy tess + iy tty t Dt my + 0-9" +0-9"+---= 0. 
Mithin folgt, nach dem oben Bewiesenen, die Existenz von Formen 
15°" "> Um—1, Gerart, daB 

Py= ty He + panes + Mg Mm" F Mag 92" T° °° 


Die 4,41) %,49,°** miissen aber identisch 0 sein, wegen der Hohe der 
Zahl n. 
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Satz I ist damit im wesentlichen bewiesen, denn es ist nun leicht, 
die Werte der q, , festzulegen. Sei p,w, +---+p,,¥,, = 0. Wir bestimmen 
Formen Q,,---, Q,,-1 derart, da 


Pm = Wty +++ Oni mas 


und setzen 
Ym, 3 — Q; Ymn,m -— 0. 
Alsdann setzen wir diesen Wert von p,, in die obige Relation ein und 
ordnen dieselbe um, so daB sich ergibt 
u, (p, + m,1%m) > Ug (Ds + Ino Mm) el 5 Yn 1(Da—1 + Qn, m—1 Mm) = 0. 
mg derart, daB 


q _— > q 
Pm-1 ? Ym,m—-1%m = Rh, uy + Ry uy cial Ry-2%m—2 
und setzen 


Jetzt bestimmen wir wieder die Formen R,, R,,---, R 


ens R,, In-1,n-1 = 9, 
Ym —1,m so cigines Ym,m—1° 


So fahren wir fort. Es zeigt sich daraus die Richtigkeit des Satzes I 
einfach auf arithmetischem Wege. 

Die Bedingung h = m ist, wie wir jetzt sehen kénnen, ganz iiber- 
fliissig. Fiir kleinere Werte von h ist Satz I a fortiori richtig. 

4. Ehe wir nun, auf Satz I fuBend, weitergehen, wollen wir eine 
Bezeichnung einfiihren, welche Beziehungen wichtiger Art, die hiaufig 
wiederkehren, zweckmaBig abkiirzend zum Ausdruck bringen wird. Es 
sei {(R) irgend eine Funktion einer ganzen Zahl R, alsdann definieren 
wir einen Operator A, durch die Gleichung A,/f(R) = f(R) — f(R—a). 
Ferner bezeichnen wir die Anzahl der Koeffizienten einer Form R** Ord- 
nung im Bereiche von m Variablen mit m(R). Es ist also 


(R+ 1) (R+ 2)---(R+m—1}) 
os ele, ys eae 


SchlieBlich wollen wir, wenn u,, u,-+-, %, irgendwelche gegebene Formen 
sind, die Mannigfaltigkeit oder Anzahl der Konstanten, welche die Invo- 
lution von Formen R'* Ordnung hat, der die Multipla von u, oder u, --- 
oder wu, angehéren, mit 


p(R) Tt H(u,, Ug,***, M,) (R) 
bezeichnen, so da8 also 
A(u,, Ug, ***, U,) (R) 


die Anzahl der linearen Bedingungen angibt, welchen die Koeffizienten 
einer Form R* Ordnung geniigen miissen, damit eine solche Form der 
oben beschriebenen Involution angehére. 
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5. Nach diesen Festsetzungen lautet 
Satz II: ,Die Anzahlfunktion 
A(u,, Uy, ++, Uy) (R) 

ist =A, A, ---4,,9(R), wenn die Resultante von w,,u,,---, u, und 
m—h Linearformen nicht identisch verschwindet, die a,,---,a, die Ord- 
nungen der w,,---,%, angeben, und R>a,+a,+---+a,—m. 

Ist aber unter denselben Bedingungen 

R=a,+a,+---+a,—m, 

so ist H(u,,-+-,,)(R) um eins gréBer oder kleiner als der obige Wert, 
je nachdem m —h gerade oder ungerade ist.“ 

Der Beweis dieses Satzes wird durch Induktion erbracht. Sei zu- 
nichst h=1. Alsdann besteht die Involution von Formen R* Ordnung, 
welche Multipla von «, sind, aus allen Formen 


p+ %&, 

wo p irgend eine Form (R—a,)** Ordnung. Die Mannigfaltigkeit dieser 
Involution ist sonach g(R—a,), wenn R>a,, und 0, wenn R<a,. 
Nun ist aber p(R—a,)=0, wenn R—a,=—1 oder =—2--- oder 
=—m-+1. Dagegen ist p(R—a,)=(—1)"-1, wenn R—a, =—m. 
Mit anderen Worten: H(u,)(R) ist =A, p(R), wenn R>a,—m, und 
=A, 9(R)+(—1)"—', wenn R=a,—m,, Satz II also richtig, wenn h = 1. 

Die Richtigkeit des Satzes Il sei nun angenommen fiir einen be- 
liebigen Wert von h, wir miissen dann zeigen, daB daraus die Richtigkeit 
von Satz II fiir einen um die Einheit gréBeren Wert von h folgt. 

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns eines sehr einfachen und augen- 
scheinlichen, jedoch trotzdem hiufig anwendbaren Hilfssatzes. Derselbe 
besagt, daB die Involution von Formen R** Ordnung, welche von beliebig 
gegebenen Formen R** Ordnung 


firfart rhe 

gebildet wird, die Mannigfaltigkeit 

u—v 
hat, wo v die Anzahl der voneinander linear independenten Beziehungen 
der Gestalt 

Gh+af+-:-+¢f,=9 

angibt. Danach ist die Mannigfaltigkeit der von den Multipla der 
u,,--+,%, gebildeten Involution gleich der Mannigfaltigkeit der von den 
Multipla von u,,---,%,_, gebildeten Involution, vermehrt um die Mannig- 
faltigkeit der Multipla von «, und vermindert um die Anzahl der linear 
independenten Beziehungen der Gestalt 


PyUy He + Pps = D,M- 
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Die beiden ersteren Mannigfaltigkeiten lassen sich leicht bestimmen, da 
Satz II fiir h —1 Formen Geltung haben soll. Die letztere Mannigfaltig- 
keit ergibt sich aus Satz I, da aus der obigen Beziehung folgt 

Pa= ty H Gey Hoes + O11: 

Wenn R>a,+a,+---+a,—™m, ist die Mannigfaltigkeit der In- 
volution p,u, +--+ + p,_1%_1, namlich p(R) — H(u,,---, u,_,)(R), nach 
der gemachten Annahme gleich p(It)— A, --- 4,,_,9(R). Die Mannig- 
faltigkeit der Multipla von wu, ist = g(R—a,). Ferner wenn R—a,, 
welches die Ordnung von p, ist, >a,+---+4,_,—m ist, so ist die 
Anzahl der linear independenten Relationen der Gestalt p,u, + ---+p,%,=90 
nach Satz I gleich der Mannigfaltigkeit der Formen p,, die der Involution 
von Formen (R—a,)** Ordnung der Maultipla von u,,---,u,_, an- 
gehéren, also = p(R—a,) — H(u,,---,%_,)(R—a,); und nur wenn 
R—a,=a,+---+a,_, —m ist, ist letztere Anzahl 

= 9(R—a,) — H(u,, «++, t_1)(R—a) + (—1)™™. 


Also ist 

p(R)—H(u,,---,4,)(R) = 9(R)—A,,---4,, ,.9(R)+4,,---A,, ,9(R-a), 
wenn 

R>a,+-+-+a,—m, 
und um (—1)"~-* kleiner, wenn R=a,+---+a,—m. Danach ist 
schlieBlich 

H(u,, +++, m) (RB) =A, +++ Ay 4.9 (BR), 

wenn ne 

R>a,+-+-:-+a,—m 
und 

4,,°°* 40,9 (BR) + (— 1)", 

wenn 


R=a,+---+a,—m. 
Satz II also damit verifiziert. 
6. Satz Il wenden wir zuniichst fiir den Fall 
h=m 
an. A, ---A,,(R) ist dann =0. Jede beliebige Form F’, deren 
Ordnung >a, + a,+---+a,,—m ist, lat sich danach in der Gestalt 
PiU Fess + Pn Um 
darstellen, wenn die Resultante der wu; nicht verschwindet. Die Formen 
der Ordnung 
a@,+-::-+a,—m 
dagegen haben genau eine Bedingung zu erfiillen, wenn sie in dieser 
Weise darstellbar sein sollen. Nach den Bezeichnungen der Invarianten- 
rechnung und der Begriffsbildung von Rosanes kann man sagen, daB eine 
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ganz bestimmte Form Q in kontragredienten Variablen und der Ordnung 
a, +---+a,,— m existiert, zu der alle Formen derselben Ordnung, welche 
Multipla von einem der u, sind, konjugiert sind, zu der also die u,,-- -, u 
selbst siimtlich apolar sind. Wir kénnen dann den Satz aufstellen: 

Satz II. ,,Wenn die Resultante von u,,---, u,, nicht verschwindet, 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit 
einer Form F durch p,u, +---+ p,,%,, die Apolaritit von F zu Q.“ 

Wir beweisen Satz III durch den folgenden Proze8. Zuerst zeigen 
wir, daB Satz III zutrifft, wenn die u,,---,u,, samtlich Potenzen von 
Linearformen sind. Alsdann weisen wir nach, daB aus der Annahme der 
Richtigkeit von Satz III, wenn & der u; Potenzen von Linearformen sind, 
auch die Richtigkeit des Satzes folgt, wenn nur k—1 der Formen u, 
solche Potenzen sind. 

Es seien wu, = Ii, wo l,, l,,--+-,l,, Linearformen, deren Determinante 
nicht verschwindet, welche also als die unabhingigen Variablen gedeutet 
werden kénnen. DemgemiiB bezeichnen wir /; mit 2, und fiihren ein System 
kontragredienter Variablen y,,---, y,, ein, welche mit den 2,,---,% 
durch die Gleichung 


m 


m 


HY: Hoos + Yn =! 

verbunden sein mégen. Nach dem Ergebnisse des Satzes II gibt es eine 
einzige Form Q der Ordnung a, +a,+---+4,—m, zu der die a,% 
simtlich apolar sind. Da y,“~'-y,%~1.---y,,*~? eine solche Form ist, 
so mu8 Q mit diesem Ausdruck, abgesehen von einem numerischen Faktor, 
identisch sein. Satz III sagt fiir das vorgeschlagene System der u,,---, u,, 
aus, daB die hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Form F in der Gestalt 

Ps uv,” + pyX_™ +++: ot Pin %mn?™™ 
darstellbar sei, in der Apolaritét von F zu Q ruhe. 


Es sei nun 2,":- 2," --- a,’ irgend ein Potenzprodukt. Die Polare 
desselben in bezug auf y,“~!-y,“~'--- y,,m—? ist, abgesehen von einem 
numerischen Faktor, identisch mit y,%~%~1!.y,2-%-1..- y @m—em—? und 


nur = 0, wenn eines der b, zum mindesten gleich dem entsprechenden a;. 
Somit kann auch eine beliebige Summe von Potenzprodukten der obigen 
Gestalt nur zu Q apolar sein, wenn in jedem einzelnen der Potenzpro- 
dukte der Summe mindestens einer-der Exponenten gleich oder gréBer 
ist, als das entsprechende a;. Dann ist diese Summe von Potenzprodukten 
darstellbar in der Gestalt 
By My + + + Dah. 

Jede Form F ist aber ausdriickbar als eine Summe von Potenzprodukten. 
Somit ist die Apolaritét von F' zu Q in der Tat hinreichende Bedingung 
der Darstellbarkeit von F' in der Gestalt p,7,% +---+ p,,%,,™ 
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Wir gehen nun zu dem Induktionsschlusse iiber, wie er vorhin cha- 
rakterisiert war. Es seien u,,---,u,, m Formen, deren Resultante nicht 
verschwindet, k — 1 derselben seien Potenzen von Linearformen und «, 
sei keine solche Potenz. Es sei / irgend eine Linearform, deren Resul- 
tante mit u., %3,---, u,, nicht verschwindet. Ist die positive ganze Zahl M 
groB genug gewahlt, so gibt es Formen s,, s,,---,s,,, derart, dab 


YF = §., + Soy +-+-+5,,%,,. 
Die Form Q, welche zu dem System 


M eel 
YF, Ug, Us, » Un 


gehort, hat die Ordnung M+ a,+---+ a,,—m und sei mit Q(/”, uy, ---, u,,) 
bezeichnet. Dieselbe ist apolar zu u,, us, ---, u,, und 7”, also auch zu s,-u. 
s, ist nicht apolar zu Q(/*, ---, u,,), denn sonst wire, nach der gemachten 
Annahme, da die Reihe /”,---,u,, k Potenzen von Linearformen enthiilt, 
s, darstellbar in der Gestalt p,/“+ pu, -+---+ p,,U,,, und dies wiirde 
wegen des offenbaren identischen Verschwindens von p, und der Gleichung 
}! = s,u, + Syu, +--+ damit in Widerspruch stehen, da die Resultante 
von J und u,,---,#,, nicht verschwinden soll. s, >< Q(1%) u,,---, u,,), wie 
ich die Polare von s, in bezug auf Q(/”---) bezeichnen will, ist eine 
Form der Ordnung a, +---+4,,—m, apolar zu u,, U,,+-+,U,,, also bis 
auf einen konstanten Faktor identisch mit Q(u,, u,,---, u,,). In Wahrheit 
besteht die Relation 


S$, >< Q(s, + Uy, Ug, + + *y Um) = Res (s,, Ug, +++, Uy) * V(Uyy ++ +) Uy): 
Doch kommt es auf den Wert des konstanten Faktors fiir die zu machende 
SchluBfolgerung gar nicht an. Sei nun F irgend eine Form apolar zu 
Q(u,, Ug,++*,U,,)- Da identisch 
s,:FxA=F > (s, <A), 
welches auch die Form A sei, so ist, abgesehen von einem konstanten 
Faktor, 
8, > F >< Q(, tig, ++) Uy) = BK Quy, Uy, + ++) Uy) = O- 
s, + F ist also apolar zu Q(/”, uy, +--+, u 
Annahme, darstellbar in der Gestalt 
5, F= p, + Ds ' Ug + ia + Pn ; Um) 
was wegen /¥ = s,-u, +5,:u, +--+ zu einer Beziehung der Art 
8, (PF — py ty) = dy lg Hee + ins Un 
fiihrt. Nun verschwindet aber die Resultante von s,, ug, -- 
da ja die Beziehung besteht 


) und daher, nach der gemachten 


m/ 


-,U,, nicht, 


am 


Res (V%, tig, + + +) Um) = Res (s,, Ug, +++, Un) * Res (uy, +++, Up,)- 
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Somit folgt aus obiger Relation nach Satz I die andere 

F — pity = 1g tg +> + Tin Uns 
wo die r,,---+,7,, Formen. Jede zu Q(u,,---u,,) apolare Form ist also 
in der Gestalt t,u, + fu, +--- darstelibar, wie Satz III behauptet. 


7. Um einen Weg zur genaueren Berechnung und Charakterisierung 
von Q zu zeigen, wenden wir Satz III fiir den Fall h=m—1, 


R=a,+a4,+:--+a,_,—m 
A, 4,°°* 4a, , PCR) = + a +++ 


m—1) 


an. Da 


so sagt uns Satz II, daB, wenn die Resultante von u,, u,-++, u,,_, und 
einer Linearform nicht identisch verschwindet, es eine 


(@, + Qy +++ G__, — 1)- 


fache Bedingung fiir eine Form F der Ordnung a, + a, +--+a,,_,;—m 
sei, in der Gestalt 
Pyty FF Pm Uns 

darstellbar zu sein. Sind die Koeffizienten von u,,---,%,,_, lauter unbe- 
stimmte GréBen, so zerfallt die Resultante von u,,---,u,,_, und einer 
Linearform / mit den unbestimmten Koeffizienten y,,---,y,, im @,*M,°° 
- @,,-, Linearformen von y,,---, y,,- Denn einerseits ist es nach Satz II 
eine a, --- @,,_,-fache Bedingung fiir eine Form F' von geniigend hoher 
Ordnung, in der Gestalt 


P= pity ++ +++ Dina %n as 
darstellbar zu sein. Andererseits muB F fiir alle Wertsysteme verschwin- 
den, welche u,,---,u,,_, zugleich zu Null machen. Und, wie man aus 
dem besonderen Falle, daB die w,,---, u,,_, in lauter Linearfaktoren zer- 


fallen, ersehen kann, haben die u,,-+-, u,,_, fiir unbestimmte Werte ihrer 
Koeffizienten zum .mindesten 


& 2 Gn —1 
distinkte Wertsysteme gemein, fiir die sie verschwinden. Daher ist 
a, --++@,_, die genaue Zahl der gemeinsamen ,,Nullpunkte“ von 
: M,° °°, M2- 
Es sei 
Res (uy, -* +, Um —1y 1) = Ay Ay- > A, 
fiir 


M = 0, * Ag+ ++ An_y- 
Soll F in der Gestalt p,u, +---+ Py, —1M%m—, Garstellbar sein, so mub F 
jeden der Punkte A,, A,,---,A, enthalten, und da ersteres nur eine 
(n—1)-fache Bedingung ist, so miissen (nach den Ausfiihrungen von Hesse, 
Bonnet, Rosanes u. a.) die Potenzen 
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A,’, A,’, oe A,’, 
wo 
r=, +4 +°*++4,_,—m 
ist, zum mindesten durch eine lineare Bedingung verkniipft sein. Es 
seien nun ¢,,---,¢, soleche Konstanten, daf 
¢,- A, +o: A” +--++¢,: A," =0. 
Alsdann ist, wie man leicht sieht, 
A,’ tam A,’ + 4m 


W=¢,— ¢ 
' Up >< A, om nt 





_- 
<A,"* 


m 


eine Form der Variablen y,,---,y,, von der Ordnung 
G, +ag+--'-+4,—m, 


zu der u,,%,,°+-, %,, Samtlich apolar sind. Um dieselbe von Nennern zu 


befreien, multiplizieren wir sie mit 
U,, >< Ay%™ + U,, >< Agim +++ = Res (u,,---, u,,). 


Diese Form ist es, die wir mit Q identifizieren. Q ist also eine kontra- 
grediente Form der Ordnung a, +---+ a,,—m, deren Koeffizienten von 


den unbestimmt gedachten Koeffizienten der u,,---, u,, rational und ganz 


7m 
abhiingen und die z. B. die Koeffizienten von wu,, in der Ordnung 

ay , a: sa Bn —1 ym: 1 
enthilt. Q wird die (a,+---+a,,—m)® Potenz einer Linearform A, 
wenn die Resultante von w,, uy,-+--, U,, 
den u; = 0 gemeinsame Punkt ist. Haben aber u,,---,u,, mehr als einen 


m 


verschwindet, wobei A der dann 


Punkt gemeinsam, oder beriihren sich die u,=0,---,u,,=0 in einem 
gemeinsamen Punkte, so verschwindet Q identisch. 
Ist D die Funktionaldeterminante der u,, u,,---, u 
D> Q = Res, 
wo Res die Resultante von u,, u,,---, u,, bezeichnet. Wenn niimlich Res 
verschwindet, so ist, abgesehen von einem konstanten Faktor, 
Q = Ant +4m—ms 
andererseits, wenn u,,---, %#,, in A verschwinden, enthilt auch die Funk- 
tionaldeterminante D den Punkt A. D>Q ist also immer 0, wenn 
Res = 0. Nun enthilt D><Q die Koeffizienten von w,, z. B. genau zur 
selben Ordnung wie Res. D >< Q ist also nicht bloB teilbar durch Res, 
sondern ist gleich einem numerischen Multiplum von Res. Da&B D> Q 
nicht identisch verschwindet, ergibt sich sogleich aus dem speziellen Falle 


so ist 


m?) 


~~ ooo a a = 742-1. 7 4-1... am—1 
way", 4, = Fy”, D sain: ti ty? ~~ % 


Q = “a-* eee a dat 
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Man ersieht tibrigens aus obigem, daB die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Existenz einer Relation 


D = pity +++ + Ppt 

das Verschwinden von’ Res (u,,---,%,,) ist. 

Es wire wohl méglich, obige nur kurz angedeutete Beziehungen zwischen 
D, Q, Res (u,,- + -, #,,) und der Gleichung ¢, - A,” +---+.¢,- A,” =0 ete. 
bedeutend zu vertiefen. Doch liegen die Ziele dieser Arbeit nach einer 
so ganz anderen Richtung, daf es unstatthaft erscheint, die erwaihnte Linie 
der Forschung hier noch weiter zu verfolgen. 

8. Ein Wertsystem 2,:,:---:2%,, nannten wir einen Punkt. Die 
Gesamtheit aller solcher Punkte heiBe der ,Raum“ z,,---,2,,. Sind die 
@,:%Q:+-++:%, durch funktionale Beziehungen voneinander abhiingig ge- 


macht, etwa dergestalt: 
C41 = f(a, eles %;), 


Vi+2 J(%,° °°, 2), 


| 


Ly = h(a, +++, %)s 
so heift die Gesamtheit der solchergestalt zusammengefaBten Punkte ein 
»Gebilde“. Fiir uns geniigt es, die f,g,---,h als algebraische Funktionen 
anzunehmen und im iibrigen darauf hinzuweisen, daf bei einer Erweiterung 
des Bereiches, aus dem die f,g,---,h gewahlt sind, wenn nur der Resul- 
tantenbegriff sich auch entsprechend erweitern lift, unsere gesamten Er- 
gebnisse sich fast ohne weiteres iibertragen lassen auf den gréBeren Funk- 
tionsbereich. 
Eine durch die Gleichungen 


fi =9,f=9,++,f=9, 
wo f,,---, f, Formen sind, definierte Mannigfaltigkeit von Punkten werden 
wir ein ,algebraisches Gebilde“ oder genauer eine ,,Konfiguration* von 
algebraischen Gebilden nennen. Es wird nun unsere Aufgabe sein, zu 
zeigen, da eine solche Konfiguration sich in eindeutiger Weise darstellen 
laBt, als eine Nebeneinanderlagerung von algebraischen derartigen Kon- 
figurationen besonderer Art. 

9. Jede Form F laBt sich in eindeutiger Weise als Produkt irredu- 
zibler Formen darstellen, wie sich aus den Elementen der Algebra in 
bekannter einfacher Weise folgern lift. Es sei F eine irreduzible Form, 
F" eine zweite. Wir bilden die Resultante von F, F’ und m — 2 Linear- 
formen l,, ---,1,,_3, deren Koeffizienten durchweg Unbestimmte sind und mit 

Yx,19°°* 9 Yiym 


Ym—2,19 oe Ym—2,m 
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bezeichnet sein mégen. Dieselbe ist eine Form der y, , und daher dar- 
stellbar als Produkt 


Res(F, F’, lL, wee 9 Ln —2) = G,” : G,® mene G,*, 


wo die G, simtlich irreduzible Formen der y,, sind. Es sei [ irgend 
eine der irreduziblen Formen G. Alsdann definieren wir einen Bereich 
von Formen F, F’, F”,--- durch die Festsetzung, daB er nur und alle die 
Formen umfassen soll, deren Resultante mit F und /,,---,1,,_, als Form 
der y, , aufgefaBt durch [ teilbar ist. Von diesem Bereich werden wir 
zeigen, daB das Verschwinden seiner Formen 


F=0, F’=0,F’=0,--- 


ein Gebilde definiert, welches niemals auf dem Produkt zweier Formen 
A-B gelegen sein kann, ohne da einer der Faktoren A oder B es voll- 
stiindig enthalten, und das wir daher als irreduzibles algebraisches Gebilde 
bezeichnen werden. 

Die Resultante Res (F, F’,1,---,1,-,), als Form der y,,_94, °°: 
Ym—2,m Allein betrachtet, laBt sich in ein Produkt von lauter Linearfak- 
toren zerlegen, dasselbe trifft daher zu fiir jeden der Teiler der Resul- 
tante, also auch fiir f. Schreiben wir 


C= (O,Ym—2,1 + bsYm—9,3 + sp? ‘)(C,Ym—2,1 + CoY m—2,2 + bia ‘) hides 


wo die b,,b,,---, ¢,¢,,:-: irrationale Funktionen der y, , (i << m—3) 
sein werden, so bestimmen )b, : b, : etc. und ¢,: ¢,: etc. Punkte, die 
zufolge der Bedeutung der Resultante die Formen F, F’, l,,1,,---,b,_3 
zugleich verschwinden machen. Es ist die Gesamtmannigfaltigkeit all 
dieser Punkte, fiir alle Wertsysteme der y, ; (¢<m— 3), welche das 
algebraische Gebilde ausmachen, das der Untersuchung unterliegt. Nennen 
wir diese Punktmannigfaltigkeit C. Ist F’” irgend eine Form, die die 
betreffende Mannigfaltigkeit enthilt, so muB die Resultante von F, F”, 
1, 1,,--+,l,—-2 den Faktor [ haben, denn F=0, F” =0, 1, = 0,  =0, 
-+, 1, 9=0 haben zum mindesten jene oben erwiihnten Punkte b, : b, ---, 
C,2¢,---ete. gemein. Andererseits, wenn die Resultante von F, F’’,l,, 

--,),_, den Faktor [ hat, so muB F” die Mannigfaltigkeit C enthalten. 
Gehirt A-B der Menge der Formen an, welche fiir alle Punkte von C 
verschwinden, so muB die Resultante von F,A-B,l,,1,,--+,1, 9 den 
Faktor [ enthalten. Die betreffende Resultante ist jedoch das Produkt 
der Resultanten von F, A,l,,--+,l,_. und F, B,l,,---,1,_, und T ist 
irreduzibel. Mithin mu entweder die Resultante von #, A,/,,---,1 
oder die von F, B,1,,---,l 
oder in B enthalten sein. 
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durch F teilbar sein, also C entweder in A 
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Die Punktmenge C hat mit m— 3 beliebig gewihlten Linearformen 
l,,+++,l,-3 Punkte gemein, wir sagen daher, C hat die Mannigfaltig- 
keit m — 2, oder die Dimension m — 3 oder die Stufe (oder Rang) 2. 

Es sei f eine Form, welche C nicht enthalte. Das ,Schnittgebilde“ 
von f= 0 und C wird dann wie folgt bestimmt. 

Wir gehen aus von der Identitit 


F = OY n—9,1 + OY m—a2 + °°) (4. Ym—2,1 + C3 Ym—a,2 ++"), 


die wir f= L,-L,--- ZL, schreiben, unter L,,---, L,, die Linearfaktoren 
der y,,_»; verstanden. Indem wir nun wieder die Linearinvariante zweier 
kontragredienter Formen /’,® derselben Ordnung symbolisch mit F >< © 
bezeichnen, definieren wir eine Zahl A=/f>x< L,"-f>< L,’---f>< LJ, 
wo r die Ordnung von f bezeichnet. 

Dieselbe ist, wie nach der schon friiher benutzten Methode erweisbar, 
eine Form der unbestimmten Koeffizienten von J,,---,1,,_3, und ver- 
schwindet nur, wenn C, f und /,,---,/,,_, einen Punkt gemeinsam haben. 
A kann als Form der Koeffizienten von /,,---,1,,_, in seine irreduziblen 
Teiler zerlegt werden 

=A“A,%- 
Jedem der A; entspricht dann ein ,,irreduzibles Gebilde“ dritter Stufe, die 
Gesamtheit aller der Punkte, die C,/,1,,---,1,,_4 gemein sind, wenn die 
Koeffizienten von /,,_, als Parameter gedeutet werden. Enthiilt ein Pro- 
dukt von Formen 4-B das A, entsprechende Punktgebilde, so mu8 der 
wie oben kunstruierte Schnitt von C,A-B und J,,---,1,,_, den Faktor A, 
enthalten. 

Und ist umgekehrt jener Schnitt teilbar durch A,, so muB A-B 
das A, entsprechende Punktgebilde enthalten. Da nun der Schnitt in 
den von C, 1,, -+-,l,3, 4 und den von C, l,, ---, 1,3, B zerfiallt, 
A, aber irreduzibel ist, so mu entweder A oder B das A, entsprechende 
Punktgebilde enthalten. Darin beruht der Charakter der LIrreduzibilitit 
dieses Gebildes. 

Auf diesem Wege kann man weitergehen und den Begriff des irre- 
duziblen Gebildes »‘* Stufe definieren. 

10. Satz IV. ,,Die durch das Nullsetzen von beliebig vielen Formen 
fy fe»: +, f, Gefinierte Punktmannigfaltigkeit laBt sich in eine endliche 
Zahl von irreduzibeln Gebilden zerspalten und zwar in eindeutiger Weise.“ 

Um dieselben zu finden, zerspalten wir f, in seine irreduziblen Teiler 
und legen diejenigen in eine Gruppe G, welche jede der f,---, /, teilen, 
die tibrigen in eine andere Gruppe G’. Aus G’ wihlen wir irgend eine 
Form F, bringen irgend eine der sie nicht enthaltenden Formen /, mit 
ihr zum Schnitt und bestimmen die irreduziblen Schnittgebilde von (F, f,). 
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Alle diejenigen dieser Gebilde, welche in f,,---,f, enthalten sind, figen 
wir der Gruppe G zu, aus den iibrigen bilden wir eine Gruppe G”. So 
verfahren wir mit allen verschiedenen Formen von G’. Alsdann ent- 
nehmen wir G” irgend ein Schnittgebilde zweiter Stufe, repriisentiert 
durch eine Form ®, und bringen dasselbe zum Schnitt mit irgend einer 
der Formen f,, welche es nicht enthilt. Die entstehenden irreduziblen 
Gebilde dritter Stufe fiigen wir entweder der Gruppe G zu, nimlich wenn 
alle f, sie enthalten, oder einer anderen Gruppe G”’, wenn dies nicht der 
Fall ist, und setzen dies Verfahren fort. Die Gruppe G wird schlieBlich 
alle und nur die gemeinsamen Punkte von f, = 0, ---,f,=0 enthalten 
und diese in irreduziblen Gebilden verschiedener Stufen zusammengefaBt. 
Auch ist klar, daB ein den f,; = 0 gemeinsames irreduzibles Gebilde der 
Gruppe G angehéren muB. Somit ist die Behauptung des Satzes IV verifiziert. 

Jedem irreduziblen Punktgebilde entsprach eine irreduzible Form von 
Unbestimmten y;;. Es ist klar, daB an Stelle der Linearformen /, auch 
Formen héherer Ordnung mit unbestimmten Koeffizienten hiitten in der- 
selben Weise zur Verwendung gelangen kénnen, die Schliisse wiiren da- 
durch in keiner Weise beeinfluBt worden. Dies ist wichtig, weil in 
Kap. IV eine Algebra definiert wird, die derartiger Formen héherer Ord- 
nung als Hilfsformen wirklich bedarf. Andrerseits hitten wir unser Ziel 
auch erreichen kénnen, indem wir auf die Variablen «,,---, x, eine 


Ph siok cS 


lineare Transformation mit unbestimmten Koeffizienten y, ,; ausfiihrten und 
die Resultantenbildungen der Formen f/f; in bezug auf den ,,Raum* einiger 
der neuen Variablen x, benutzten; diese Methode ist nicht wesentlich 


FON a ae? "an aer a 


von der hier benutzten verschieden, denn es macht keinen Unterschied, ¢ 
ob die obige Transformation erst ausgefiihrt wird und nachher einige der . 
Variablen eliminiert werden, oder ob die Elimination ausgedehnt wird 
auf alle Variablen, nachdem lineare Beziehungen zwischen denselben 
statuiert sind. Die letzterwiihnte Methode ist im Werke von J. Konig 
im Anschlu8 an die Kroneckersche Eliminationsmethode streng durch- 
gefiihrt, weswegen hier darauf verwiesen sein mag. 

11. Die Erwiigungen, welche zu obigen Resultanten fiihrten, lassen 
sich wiederholen, wenn von den Koeffizienten aller vorkommenden Formen 
die Ganzzahligkeit gefordert wird. Denn auch ganzzahlige Formen sind 
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nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegbar. Der Charakter des 
Irreduzibilititsbegriffes findert sich allerdings beim Ubergang von Formen 
mit beliebig gegebenen Koeffizienten zu ganzzahligen Formen, da irre- 
duzible ganzzahlige Formen unter dem Gesichtspunkte der Algebra mit 
beliebigen Koeffizienten reduzibel sein kénnen. Dies indert aber nichts 
an den Schliisser des Satzes IV. ( 
Die verschiedenen Teiler einer im Bereiche der ganzen Zahlen irre- 
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duziblen Form heifen ,,konjugiert“. Nennen wir die Gesamtheit der Punkte, 
die eine Anzahl von ganzzahligen Formen f,,---,/, zu Null machen, die 
ganzzahlige Konfiguration f, = 0, ---, f,=0, so kénnen wir sagen: 

Satz V. ,Jede ganzzahlige Konfiguration zerfillt in eine endliche 
Anzahl konjugierter irreduzibler Gebilde.“ 

Oder wenn wir das Produkt von konjugierten irreduziblen Gebilden 
im Sinne der Algebra der ganzen Zahlen als irreduzibel auffassen: 

»Jede ganzzahlige Konfiguration zerfiillt in eine endliche Anzahl ganz- 
zahliger irreduzibler Gebilde.“ 


Kapitel II. 
Uber Moduln und Ideale im Raume a,---, x,,. 


12. Ein Bereich von Formen, dadurch gekennzeichnet, daB, wenn p 
und gq ihm angehéren und a@ und b beliebige Formen sind, auch ap + bq 
ihm angehért, heiBt ein Modul. 

Ein Bereich von ganzzahligen Formen, dadurch gekennzeichnet, dab, 
wenn p und q ihm angehéren und a und 6 beliebige ganzzahlige Formen 
sind, auch ap + bq ihm angel ort, heiBt ein Ideal. 

Die beiden Begriffe, welche wir soeben definiert haben, haben eine 
sehr langsame Entwicklung durchgemacht, und ihre hohe Bedeutung ist 
erst etwa in den letzten 40 Jahren erkannt worden. Im Keime ist der 
Idealbegriff bereits in den Schriften von GauB enthalten. GauB fiihrte in 
seinem Werke ,,Disquisitiones Arithmeticae“ die folgende Notation ein: 
a=bmod.c, wo a, b und ¢ ganze Zahlen bedeuten, um auszudriicken, 
daB a—b durch ¢ ohne Rest teilbar sei. Auch wenn @ und Db ganz- 
zahlige Formen von Unbestimmten 2,,---, #,, bedeuten, benutzte GauB die 
obige Schreibweise, sobald jeder Koeffizient von a —b durch ¢ ohne Rest 
teilbar war. Gaus und nach ihm Schénemann, Galois und neuerdings 
Hensel zeigten in Untersuchungen, welche sich auf alle Teile der Algebra 
und algebraischen Funktionentheorie beziehen, daB das Zeichen =, wie es 
oben definiert war, viele, und wenn ¢ eine Primzahl ist, alle algebraischen 
Kigenschaften des Gleichheitszeichens = hat. Von den tiefsinnigen Unter- 
suchungen von Galois und denen von Hensel kénnen und wollen wir hier 
absehen, doch sind die Ideenbildungen von Schénemann, wie er sie in 
Crelles Journal veréffentlichte, fiir unseren Zweck von Bedeutung. Wenn c 
eine Primzahl ist und zwei modulo ¢ kongruente Zahlen oder Formen als 
identisch angesehen werden, so gelten fiir die Gesamtheit aller modulo c 
inkongruenten Zahlen und Formen das assoziative und distributive Gesetz 
der Addition und Multiplikation, ferner gilt 


Ay (@y + Ag) = AA, + A, a5, 
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sowie die Eigenschaft der Null, nur dann einem Produkt gleich sein zu 
kénnen, wenn einer der Faktoren ihr gleich ist. Da nun die Algebra 
nur auf den angefiihrten Gesetzen basiert, so kann man, ohne Irrtiimer 
zu begehen, in einer Kette irgendwelcher algebraischen Identitiiten oder 
Operationen das Zeichen = iiberall durch = mod. ¢ ersetzen. 

Diesen wichtigen Grundsatz wollen wir das Prinzip von Schénemann 
nennen. 

Das Wort ,,Ideal“, wiewohl noch nicht der Begriff, wie er hier be- 
stimmt ist, entstammt den schénen Untersuchungen von Kummer iiber 
algebraische Zahlen. Zu der Zeit, als Dirichlet, Eisenstein und Kummer 
an der Berliner Universitit gemeinsam wirkten, entstanden viele der Unter- 
suchungen, die in Dedekinds Ausgabe von Dirichlets Zahlentheorie durch- 
gefiihrt sind. Danach werden Zahlen, welche einer ganzzahligen Gleichung 


a" +en"-'4.---+¢6=0 


geniigen, ganze algebraische Zahlen genannt, und, wenn «@ einer irre- 
duziblen Gleichung n" Grades geniigt, alle Zahlen der Gestalt 


Ay + aa +-+-+a,_,a"-3, 


wo die a, rational, zum Korper (@) zusammengefaBt. Die verschiedenen 
Wurzeln einer und derselben irreduziblen Gleichung nennt man ,,konju- 
gierte“ Zahlen, das Produkt einer Zahl w mit ihren konjugierten die Norm 
derselben N(w). Dirichlets Untersuchungen iiber die Einheiten eines ge- 
gebenen Kérpers (a), d. h. diejenigen ganzen algebraischen Zahlen von («), 
deren Norm = + 1 ist, sind klassisch geworden und gehéren mit zu den 
schénsten der ganzen Mathematik. Kummer versuchte Jahre hindurch, die 
Teilbarkeitsgesetze der gewdhnlichen ganzen Zahlen auf diejenigen eines 
Kérpers auszudehnen, doch lange Zeit ohne Erfolg, bis ihm die Lésung 
des Problems schlieBlich mit Hilfe der Konzeption der Idealzahlen gelang. 


. Ww. = ‘ . 
Sind w,,w, und > * ganze Zahlen des Kérpers («), so nennt er w, teilbar 
2 
w, . We 
durch w,. Ist sowohl —* wie —* 
2 1 


ganz, so sind w, und w, fiir die Teil- 
barkeitsgesetze fiquivalent. Da dann sowohl y(*) wie ny (™) eine 
Ws w; 


ganze Zahl, so muB N(w,) = + N(w,), =! also eine Einheit sein. Eine 


ganze Zahl des Kérpers («), die nur durch sich selbst oder die Einheiten 
teilbar ist, kénnte man eine Primzahl von («) nennen, doch fand Kummer, 
daB ein Produkt von solchen PrimgréBen sehr wohl durch andere solche 
PrimgréBen teibar sein kénne, die wesentliche Bedeutung der Primzahl 
bei diesen PrimgréBen also verloren ging. Darum erfand er die ,,Prim- 
ideale“. 








nn 


nen 
aju- 


ge- 
(a), 
den 

die 
ines 
ung 
ang. 
lbar 
leil- 
eine 
Hine 


siten 


mer, 
»lche 
izahl 
-rim- 





Zur Theorie der Méduln und Ideale. 
Wenn eine Gleichung existiert 


B,By+**= M2" * 

wo die #; und y; verschiedene PrimgréBen in («), so nahm Kummer Ideal- 
zahlen (B,, 7,72. °° :) und (B,, 7,7, ---) an, welche sowohl £, wie 
Mie °° Yesp. By wie 7,7, --- teilen. Die Idealzahl (6, y) teilt jede 
Zahl uf + vy, wo u,v ganze Zahlen von (a), und nur diese. Das Ideal 
(B, vy) teilt (0, €), wenn jede durch (0, «) teilbare Zahl durch (, y) teilbar 
ist. Ein Ideal, welches eine Einheit teilt, wird ausgeschieden, oder selbst 
Einheit. Ein Primideal ist ein solches, welches nur durch sich oder Ein- 
heiten teilbar ist. Alsdann ist in (a) jede ganze Zahl, wie auch jede 
Idealzahl, abgesehen von Einheiten als Produkt von Primidealen eindeutig 
bestimmt. Dies ist im Kern die Theorie von Kummer. 

Kin interessanter Hilfsbegriff in Kummers Theorie ist der der ,Aqui- 
valenz“ von Idealen. Danach sind zwei Ideale (8, y), (0, ¢€) ‘quivalent, 
wenn zwei ganze Zahlen 4, u in (a) existieren, derart, daB 


(AB, dy) _ (ud, ue), 
d. h. daB die Gesamtheit der Zahlen 


ABu + Ayo 
identisch ist mit der Gesamtheit der Zahlen 


udu + wer, 
unter «u,v beliebige ganze Zahlen in (a) verstanden. 

Aquivalente Ideale faBte Kummer in einer ,,Idealklasse“ zusammen 
und nannte diejenige Klasse, der die Einheit angehért, die Hauptklasse. 
Es stellte sich heraus, daB in jedem K6rper (a) die Anzahl der verschie- 
denen Klassen endlich sei. 

13. Die Kummersche Theorie wurde von Dedekind in folgerichtiger 
Weise nach jeder Richtung hin vervollkommnet. Der Begriff der Ideal- 
zahl, so wie ihn Kummer bestimmt hatte, schien noch etwas in der Luft 
zu schweben. Darum gab ihm Dedekind ein greifbares Substrat, indem 
er ein Ideal 

(6 2: ee A) 


als die Gesamtheit der Zahlen der Gestalt 

pu+tyut+---+At 
definierte, unter u,v,--- ganze Zahlen verstanden, und nun an dieser 
Konzeption Kummers Ergebnisse nachwies. Er wandte dieselbe Methode 
auf die Theorie der algebraischen Funktionen und deren Integrale mit 
Erfolg an. Er fiihrte den ,,Modul“-Begriff ein, indem er einen Modul 
(B,---, 4) als die Gesamtheit der Zahlen der Gestalt Bu + yo +---+ At 
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bestimmte, unter u,v,---,¢ rationale Zahlen verstanden. Er rechnete 
mit diesen Konzeptionen wie mit Zahlen, damit die Unabhingigkeit und 
Einheitlichkeit der eingefiihrten Begriffe drastisch vor Augen fiihrend. 
Dedekinds Zeitgenosse Kronecker realisierte den Kummerschen Ideal- 
begriff auf ganz andere Weise. Die Idealzahl (6, y) ersetzte er durch 
N(put+yv) =k-f(u, v), 
unter f(w,v) eine primitive homogene Form der Unbestimmten wu, v, unter 
k eine ganze Zahl verstanden. Weber hat in einem neuerdings erschie- 
nenen Werke*) die Konsequenzen dieser Kroneckerschen Theorie gezogen. 
Auch J. Konig lehnt sich in seinem 1903 veréffentlichten ausgezeichneten 
Buche ,,Einleitung in die Theorie der algebraischen GréBen“ an die Ideen 
von Kronecker an. Der Modulbegriff erscheint bei Kronecker in der Ge- 
stalt von ,,Divisoren-Systemen“. Um auszudriicken, daB eine Form J’ in 
der Gestalt 
Dy 1 Polly e+ + Paty 
darstellbar sei, benutzt Kronecker die Schreibweise 


F = 0 mod.(u,, ug, +++, U,)- 


Dabei sind die u;, p; und F’ Polynome von Variablen und Unbestimmten 
in einem vorgegebenen ,,Rationalitiitsbereiche* oder ,,Gattungsbereiche“ 
(s. Festschrift zu Kummers Doktorjubiliium, Crelles Journal 92). 

Die Begriindung der Kummer-Dedekindschen Idealtheorie wurde neuer- 
dings von Hurwitz in einfacher Weise erledigt. In seiner Abhandlung 
»Uber die Theorie der Ideale“, Gétt. Nachrichten 1894, verfihrt er wie 
folgt. In einem Ké6rper K seien «,---,4 bestimmte Zahlen, dann ist 
das Ideal 

J=(a,--+, A), 
die Gesamtheit der Zahlen 

au++e+++ At. 
Ein ,,Hauptideal“ besteht aus den Multipla einer einzigen ganzen Zahl 
von K. Kin Ideal J ,,teilt“ ein anderes, J’, wenn es alle Zahlen von J’ 
enthalt. Die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Kérpers K ist selbst als 
Ideal darstellbar, denn es laBt sich zeigen, daB es méglich ist, ganze 
Zahlen ,,---,@, in K zu finden, so daB jede ganze Zahl in K darstellbar 
ist in der Gestalt 

@,U, +++++ @,U;, 

unter u,,---,«; ganze rationale Zahlen verstanden. Das Idea] (q,, ---, «,) 
heiBt die ,,Einheit“, und wird mit 1 bezeichnet. Die EHinheii teilt alle 
Ideale. Das ,,Produkt“ zweier Ideale 


*) Lehrbuch der Algebra, Bd. 2. 
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J =(a,---,4), 
J’ = (a’, ++) p) 
wird JJ’ geschrieben und ist 
lank (ae, vss Aw’). 
Dasselbe ist offenbar teilbar durch J wie durch J’. Nach diesen Defini- 
tionen beweist Hurwitz 
1) daB jedes Ideal J durch Multiplikation mit einem andern passend 
gewiihlten J’ zu einem Hauptideal (a) gemacht werden kann, wo a eine 
rationale ganze Zahl; 2) daB irgend eine gegebene ganze rationale Zahl a 


nur zu einer endlichen Zahl von Idealen von K gehért; 3) daB aus einer 
Idealgleichung 


JJ; = dd; 
I= J,. 
Denn ist J, so gewihlt, dab J,J’= a eine ganze rationale Zahl, so ergibt 
sich durch Multiplikation mit J’: aJ,=aJ,, und hier laBt sich jede Seite 
offenbar durch a dividieren; 4) daB, wenn H ein Teiler von J, ein 
Ideal ZL existiert, das der Beziehung geniigt 


J = HL. 


Wir brauchen, um Z so zu bestimmen, nur H’ so zu wiahlen, daB 
HH’ =(a). Alsdann ist jede Zahl von JH’ teilbar durch a, und durch 
Ausfiihrung der Division kommt 


JH'’=a-L=HL-H’ 


folgt 


und nach 3) 
J = AL . 


5) Ein Ideal hat nur eine endliche Zahl von Teilern. Denn wenn JJ’ = (a), 
so gehért a zu jedem Teiler von J, die also nach 2) nur in endlicher 
Zahl vorhanden sein kénnen. Aus diesen Siitzen erschlieBt Hurwitz genau 
nach der Methode der Theorie der ganzen rationalen Zahlen die Ein- 
deutigkeit der Zerlegung eines Ideals 
J= (p,", Saat pj") 

in ein Produkt von ,,Primidealen“. Der einzige einigermaBen verwickelte 
Nachweis der Siitze 1) bis 5) ist der des Satzes 1). Hurwitz erbringt 
ihn nach zwei Methoden (die zweite findet sich in den Géttinger Nach- 
richten Okt. 1895 verdffentlicht). 

Von den Anwendungen der Kummerschen Idealtheorie seien hier die- 
jenige von Kummer zum Beweise der Unméglichkeit der ganzzahligen 
Auflésung der Beziehung x + y? = < (aufer der trivialen x =0, y = 2) 
fiir eine unendliche Anzahl von Zahlen p, sowie diejenige von Hurwitz 
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iiber die Gruppe von linearen Substitutionen, deren Koeffizienten ganze 
Zahlen des Kérpers K sind und deren Determinante = 1 ist, erwihnt. 

14. Von weittragendster Bedeutung fiir die Entwicklung des Modul- 
begriffes waren die Schriften von Salmon, welche um das Jahr 1850 ent- 
standen und auferordentlich reich waren an anregenden Gedanken. In 
seinen geometrisch-algebraischen Untersuchungen benutzte Salmon sehr 
hiufig Formen der Gestalt: 


au+bv+---+ cw, 


wenn u,v,---,w gegebene, a,b,---,c unbestimmte Formen bezeichnen. 
Zu seiner Theorie der Raumkurven macht Cayley eine Bemerkung, welche 
einige Jahrzehnte spiter mit die Veranlassung gab zu dem schénen 
Theorem I von Hilbert. Es heiBt dort, daB es méglich sein miisse, 
Formen u,v,---,w, die eine vorgegebene Raumkurve enthalten, so aus- 
zuwihlen, daB eine beliebige sie enthaltende Oberfliiche F in der Gestalt 


F=au+bv+---+ew 


ausdriickbar sein miisse. Salmon sowohl wie Cayley benutzen einen erst 
viel spiter, 1902, von Severi bewiesenen Satz, dab eine Form F, welche in 
den Punkten des ,,vollstiindigen Schnittes“ eines Formensystems wu, v, ---, w 
(dessen Oskulante nicht verschwindet) verschwindet, darstellbar sein miisse 
durch au +.---. Diese Vermutung spielt besonders in den Untersuchungen 
iiber ,,the order of restricted systems of equations“, in welchen viele merk- 
wiirdige Tatsachen zum erstenmal zum Vorschein kamen, eine groBe 
Rolle. Man hat Salmons Werk unterschiitzt, weil seinen Methoden die 
Strenge der Beweisfiihrung abging. Wie groB dieser Fehler auch sein 
mag, so darf man niemals die Bedeutung Salmons als des groBen Problem- 
stellers und Wegweisers vergessen. 

15. Das Verdienst, die Mittelpunktstellung, welche die Methode der 
Modulsysteme in allen Fragen der Algebra einnimmt, klar und scharf er- 
faBt und erwiesen zu haben, gebiihrt M. Noether. In seinem ,,Fundamental- 
theorem“ schrieb er der weiteren Entwicklung die Bahnen vor, welche sie 
fortan wandeln muBte. Die einleitenden Worte, mit welchen Noether die 
Veréffentlichung seines Fundamentaltheorems in den Géttinger Nach- 
richten 1872 und den Math. Ann. Bd. 6 begleitete, sind noch heute von 
Interesse. Die Tendenz seiner Untersuchungen, so sagte er, sei, eine 
Liicke auszufiillen, welche in einer Reihe von Arbeiten iiber Geometrie 
und Funktionentheorie zu finden sei. Der Satz, daB die Gleichung einer 
ebenen algebraischen Kurve f= 0, welche das vollstindige Schnitipunkt- 
system zweier anderer solcher Kurven p = 0, y= 0 enthilt, notwendig 
von der Gestalt 


0=f=Ag+ By, 
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unter A, B Polynome verstanden, sei, hért auf giiltig zu sein, wenn das 
System von Werten, fiir welches py = 0,~ = 0, mehrfache Punkte enthilt. 
Nichtsdestoweniger hat man von dem erweiterten Satze Gebrauch ge- 
macht, ohne die notwendigen Voraussetzungen seiner Giiltigkeit zu unter- 
suchen. — Die von Noether konstatierte Liicke wurde durch Angabe 
seines Fundamentaltheorems vollstiindig ausgefiillt. Die notwendigen 
Beziehungen, welche eine um einen Schnittpunkt «,B von »=0 und 
w = 0 entwickelte Potenzreihe F' 
F = Shmega(@—a)"(y—B™ 
0,0 

erfiillen muB, damit bis zu Termen beliebig hoher Ordnungen n, m Potenz- 
reihen 


a0, © 


a= “4 m On, m(X san: a)" (y—B)”, 
0,0 

b = n,m Runs (x — a)" (y * ie p)™ 
0,0 


sich der Relation F = ag + by gemaB finden lassen, mégen die ,,Koinzi- 
denzrelationen“ von (g,~) im Punkte (a, 8) genannt werden. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir ein Polynom f/f, in der Gestalt 
f=Ag + By darstellbar zu sein, wo A und B Polynome sind, beruht 
dann darin, daB f die Koinzidenzrelationen von (gy, w) in allen Schnitt- 
punkten von p=0, »~=O erfiille. Dies ist das Fundamentaltheorem. 
Dasselbe hat zu einer ausgedehnten Literatur Veranlassung gegeben. Vob, 
Stickelberger, Noether (1887), Bertini, Noether (1889 und 1892), Brill, 
Baker, Scott behandelten das Theorem in den Mathematischen Annalen, 
F. Severi bewies eine Ausdehnung des Theorems auf den vollstandigen 
Schnitt einer Anzahl von Formen fiir einen speziellen Fall, wie bereits friiher 
angegeben (in den ,,Rendiconti della R. Accademia dei Lincei“, Rom 1902). 
J. Kénig in seinem 1903 in deutscher Ausgabe, 1902 in ungarischer Sprache 
erschienenen Werke ,,Hinleitung in die allgemeine Theorie der algebra- 
ischen GréBen“ bewies die Verallgemeinerung des Satzes auf m Polynome 
von m Variablen, die im Endlichen eine endliche Zahl von Schnitt- 
punkten haben (,,Der verallgemeinerte Noethersche Satz“ findet sich auf 
8. 389 des Buches). Eine ganze Reihe von Autoren untersuchten die 
zahlentheoretischen Analoga des Noetherschen Satzes, z. B. Hensel in 
Crelle 1897 und 1898 ,,Zuriickfiihrung der Divisorensysteme auf eine 
reduzierte Form“, Hancock in Crelle 1898 und 1900 ,,Canonical forms for 
the representation of Kroneckers modular systems“, ,On the reduction of 
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Kronecker’s modular systems whose elements are functions of two and 
three variables“, Landsberg in Schriften, die in den Géttinger Nachrichten, 
wie auch der Encyklopiidie der Math. Wissenschaften erschienen sind. 

Nach einer andern Richtung ging Hilbert vor, der in einer 1893 
in den Mathematischen Annalen veréffentlichten Arbeit nachwies, dab, 
wenn F,---, Ff, beliebige Formen und F' eine Form bedeutet, die in 
allen F, = 0,---, F, = 0 gemeinsamen Punkten verschwindet, eine Zahl k 
existieren muB, so dab 

F'=A,F,+---+A,F,, 
wo A,,-+-, A, Formen. 

16. Die Anwendungen, welche Noether von seinem Satze machte 
in bezug auf die Theorie der Beriihrung von Kurven, die der algebraischen 
Funktionen einer Variablen (Brill-Noether), sowie die der Abelschen Inte- 
grale, hatten die Bedeutung des Modulbegriffes in ein helles Licht geriickt, 
aber es dauerte doch noch fast 20 Jahre, bis der niichste bedeutende Fort- 
schritt sich vollzog. Derselbe ist D. Hilbert zu verdanken. Seine in den 
Math. Ann. Bd. 36, 1890, veréffentlichten Theoreme I—IV sind grundlegend 
fiir eine Theorie der Moduln. Die Theoreme haben den folgenden Inhalt. 

Theorem I: Ist F,,---, F,,-+- eine beliebig vorgegebene Folge von 
Formen, so lat sich immer eine ganze Zahl h angeben, so daf fiir 
jeden Index k >h Formen p,, ---, p, existieren, welche die Beziehung 
F, = p,F, +-+--+ p,¥, erfiillen. 

Theorem II: Ist F, ---, F,,--- eine beliebig vorgegebene Folge ganz- 
zahliger Formen, so lat sich immer eine ganze Zahl h angeben, so daB 
fiir jeden Index k >h ganzzahlige Formen p,,---,p, existieren, die die 
Beziehung F, = p, F, + --- + p,F, erfiillen. 

Theorem III: Es seien f,,---,f, gegebene Formen. 

Alle Lésungen der Gleichung 


O=XA+::-+ Gh 
in Formen X,,---, X, sind dann darstellbar in der Gestalt 
X,= Y, A, ; + Y, A, ; 5 aie 2 Y,A, 4; 
wo A,, fiir alle Indexpaare j,i(j=1,---,k; i=1,---,h) berechenbare 
Formen, wo Y,,---, Y, beliebige Formen sind und wo die weitere Glei- 
chung X;=0 keine Lésung Y,,---, Y, zuléBt, in der irgend eines der 
Y; gleich 1 wire. 

Diese Gestalt der Lésungen sei ,,die erste Syzygie“ von (f,,---, f;) 
genannt. Die Gleichungen X;=0 fiihren dann auf ein System von 
Lisungen Y,;= Z,B,,+ 2,2,,+---+ 4,B,;, in welchem die B und Z, 
die den A und Y; auferlegten Bedingungen analogen Beschrinkungen er- 
fahren. Dieses letztere System von Lésungen sei ,die zweite Syzygie“ 
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von (f,,°++,f,) genannt. Wird die dritte, vierte, - -- Syzygie von (f,, ---, f;) 
genau ebenso definiert, so bricht die Reihe derselben ab. Die Kette der 
Syzygien jedes Formensystems (/,,---,f,) ist endlich. 

Theorem IV: Ist f,,---,f, die Basis eines Moduls, so ist die An- 
zahl der Bedingungen, die einer Form R*™ Ordnung auferlegt werden, 
wenn von ihr die Zugehérigkeit zum Modul (f,,---,/,) gefordert wird, 
eine Funktion von R, welche fiir geniigend groBe Werte von R durch ein 
Polynom in R dargestellt wird. 

17. Die Schriften, welche sich mit der Weiterentwicklung der Kummer- 
Dedekindschen Idealtheorie befassen, sind bereits zu zahlreich, als daB hier 
eine vollstindige Liste derselben zu geben versucht werden kénnte. 
Ubrigens sind die in dieser Theorie behandelten Probleme wesentlich von 
den allgemeineren in dieser Schrift behandelten verschieden. 

Von allem, was vorhergeht, benutzen wir fiir die nun folgende 
Deduktion nur die Definition, welche wir voraufgeschickt haben, und die 
im wesentlichen von Dedekind und Hilbert stammt, die Schreibweise von 
Gaub-Kronecker, das Prinzip von Schénemann und die Theoreme I und II 
von Hilbert. Der Beweis dieser Theoreme beruht auf einem Divisions- 
verfahren und auf einem Induktionsschlusse, ist somit ganz im Rahmen 
der elementaren Mittel zu erledigen, welche fiir unser Kapitel I in An- 
wendung kamen. 

Theorem I schlieBt in sich ein, daB, wenn M irgend ein Modul ist, 
sich dann immer eine Anzahl Formen 


Uy, Way *y Uy 
angeben lassen, so daB jede Form des Moduls M darstellbar ist in der 
Gestalt 
PyMy F Polly Tees F Pitas 
wo die p,,--+,p, Formen sind. Denn man brauchte ja nur alle linear- 
unabhingigen Formen R* Ordnung des Moduls M fiir alle sukzessiven 
Werte von FR aufschreiben und dann das Theorem I auf diese Folge an- 
zuwenden. Man kann daher jeden Modul als die Gesamtheit der Formen, 
die =0 nach einem gewissen Divisorensystem sind, auffassen, wie um- 
gekehrt jede solche Gesamtheit von Formen auch einen Modul bildet. 
Um anzudeuten, daB eine Form F' einem Modul M angehért, schreiben 
wir daher 
F=0 mod. M 

und nennen ein System von Formen w,, ---, u,, welches fiir MZ die oben an- 
gegebene Higenschaft erfiillt, ein Fundamentalsystem oder eine Basis von ©. 

Sind M und N zwei Moduln, so bilden die Gesamtheit der Formen, 
die sowohl M wie N angehéren, wieder einen Modul. Denn gehdéren 
p und gq M und N an, so gehért ap + bg sowohl M wie N an, die Ge- 
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samtheit der Formen, welche sowohl M wie N angehéren, hat daher die 
Eigenschaft, welche einen Modul definiert. Dieser durch M und N ein- 
deutig bestimmte Modul wird von uns 
[M, N] 
geschrieben und ,kleinstes Vielfaches* von M, N genannt werden. 
Die Formen, welche als Summe zweier andern darstellbar sind, von 
denen die eine M, die andere N angehért, bilden einen Modul. Denn ist 


p=p +P’, 
q=qg+aq', 
wo 
p =Omod. M, p’=0mod. N, 
qd =Omod. M, gq” =0mod. N, 
so ist 
ap + by = (ap + bq’) + (ap" +bq"), 
wo 


ap + bq =0 mod. M, 
ap’ + bq” =0 mod. N, 
ap + bq geniigt also auch der Forderung. 
Dieser durch M und N eindeutig bestimmte Modul wird (M, N) ge- 
schrieben und ,gréBter gemeinschaftlicher Teiler‘ von M und N ge- 
nannt werden. 


Sind M,, M,,---, M, eine Anzahl von Moduln, so ist 
[M,, M,,---, M,|) = ([M,, M,---, M_1], M), 
(M,, M,,---, M,) = ((M,, M,,---, M,_;), M). 
Nach dieser Definition ist es klar, daB in bezug auf die Operation [- - -] 
wie (---) das assoziative wie distributive Gesetz Geltung hat. 
Es sei w,,%,,--+,%&, eine Basis von M. Die Formen, welche mit 
irgend einem der wu; multipliziert Formen ergeben, die N angehéren, bilden 


einen Modul. 
Denn ist 


» 


p:u,=Omod. N, g-u,=0 mod. NX, 
i be = (0 mod. N, q Ms = 0 mod. N, 


p:-u,=Omod. N, gq-u,=0 mod. N, 
so ist auch (ap +bq)u, = 0 mod. N fiir jeden Index i. 

Der Modul, der soeben definiert ist, ist von der besonderen Auswahl 
der Basis u,,---,«, ganz unabhingig und hingt nur von M und N ab, 
die sie eindeutig bestimmen. Denn aus obigen Kongruenzen folgt, dab, 
wenn f dem eben definierten Modul angehért, und 


F = py, + pot +--+ +p, 
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irgend eine Form von M ist, dann immer 
f-F=0 mod. N. 


Der Modul solcher Formen f wird = geschrieben und _,,Residualmodul“ 
von M in bezug auf N genannt werden. 

Die Formen R'** Ordnung, welche einem Modul M angehéren, bilden 
eine ,Jnvolution“, denn mit F, und F, gehért immer ¢,F,+¢F, zu 
diesem Formenbereiche, wo ¢,, ¢, unbestimte Konstante bedeuten. Die 
Mannigfaltigkeit dieser Involution wird 


p(R) — H(Df) (R) 
geschrieben werden, wo g(R) die in Kap.I statuierte Bedeutung hat. 
H(M) (R) wird ,die Hilbertsche Funktion von M“ genannt werden. Die 
Eigenschaften, welche Hilbert von ihr bewiesen hat, setzen wir nicht als 
bekannt voraus, so daB wir von ihr vorliufig weiter nichts wissen, als 
daB fiir jeden Wert von R ist: H(M)(R)< o(R). 
Es ist immer 
A{M, N\(R) + HM, N) (R) = HM(R) + HN(R). 

Diese Beziehung stammt von Hilbert und wird von ihm wie folgt be- 
wiesen. Es sei 

U,,***, U, eine Basis von M, 

M4, °**, 0, eime solche von N. 

Alsdann ist u,,---, &, %,°-+, ¥, eine Basis von (M,N), da jede 
Form f, die zu (M, N) gehért, sich als Summe zweier Formen, die zu 
M und N gehéren, schreiben lassen mu8. Die Mannigfaltigkeit der In- 
volution von Formen der Ordnung RF, die sich schreiben lassen: 

PyMy PF Paty THY Hees + eM, 

ist also einerseits = p(R) — H(M, N) (R), andererseits gleich der Mannig- 
faltigkeit der Involution von Formen, die sich 

Pyty +++ + PyMy 
schreiben lassen, vermehrt um die Mannigfaltigkeit der Formen, die sich 

Uy +s + HY 
schreiben lassen, und vermindert um die Anzahl der linear-dependenten 
Relationen zwischen Formen dieser beiden Involutionen, d. h. die Mannig- 
faltigkeit der Involution von Formen der Ordnung R, die sowohl = 0 mod. M, 
wie =0 mod. NW sind, also [M, N] angehéren. 

Damit zeigt sich, daB 

o(R) — H(M, N) (R) = 9(R) — HM(R) + 9B) — HN(R) 
—{9(R) — A[M, N](#)), 
was die Behauptung verifiziert. 
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Wir fiigen den obigen Definitionen noch die weiteren zu: 
Ein Modul M, welcher die Higenschaft hat, daB aus einer Beziehung 
p-q=0 mod. M, wo p, q Formen sind, notwendig folgt, dab entweder 


p=Omod. M 
oder 
q =0 mod. MU, 


heiBt ein ,,Primmodul*. 
Z. B. bildet die Gesamtheit der Formen, die in einem gegebenen Punkte 
verschwinden, elnen Primmodul. 
SchlieBlich wollen wir eine Form p, die die Eigenschaft hat, daB aus 
p-f=Omod. M 
unbedingt folgt 
f =0 mod. UM, 
yrelativ prim in bezug auf M“ nennen. 
Ist P ein Primmodul, so ist jede Form entweder = 0 mod. P oder 
relativ prim zu P. 
Der Residualmodul von (p), der Multipla einer Form p, in bezug 
auf den Modul (P) ist immer mit p identisch, wenn p nicht = 0 mod. P. 
18. Wir gehen nun zu einer Reihenfolge von Schliissen iiber, aus- 
gehend von 
Satz VI. ,,Wenn die Formen eines Moduls M keinen gemeinsamen 
Nullpunkt haben, so ist fiir geniigend groBe Werte von R 


HM(R) = 06 


Um dies zu erweisen, wihlen wir aus M irgend eine Form f, aus, 
dann eine zweite /,, welche mit f, keinen gemeinsamen Teiler hat. Eine 
solche existiert, da ja nicht alle Formen von M einen gemeinsamen Teiler 
haben kénnen, der Voraussetzung nach. Wir wihlen dann eine dritte f;, 
deren Resultante mit f, und f, nicht verschwindet. Auch solche muB es 
geben, da kein Teil des Schnittes von f, = 0, f, = 0 auf jeder der Formen 
von M liegen kann, der gemachten Voraussetzung nach. So fortfahrend 
erhalten wir schlieBlich m Formen /,,---,f,,, welche siimtlich M angehiéren 
und deren Resultante nicht verschwindet. 

Nun gehért jede Form der Gestalt 


Ph + +++ + Palm 
M an, nach Satz II und III also jede Form einer geniigend hohen Ord- 
nung iiberhaupt. Damit ist Satz VI evident. 
19. Ist f,,f,,-++,f, eime Basis eines Moduls M, so verschwinden die 
Formen von M in den Punkten der Konfiguration und nur in diesen 


f,=0, fy =0,+ 
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Wenn die Formen von M Gebilde der Mannigfaltigkeit h, jedoch 
keines von héherer Mannigfaltigkeit als h enthalten, so sagen wir, der 
Modul M habe die Mannigfaltigkeit h. 

Wir definieren nun den Hauptbegriff der Modultheorie. Es sei P 
ein Primmodul der Mannigfaltigkeit h und Q ein Modul von héchstens 
der Mannigfaltigkeit h, welcher die Higenschaft hat, daB aus einer Be- 
ziehung 

A-X=0 mod. Q, 
in welcher A eine gegebene Form, die nicht 


= 0 mod. P, 
immer folgt 
X = 0 mod. Q. 

Alsdann wird @Q ,,ein primirer Modul“, P der dazu gehérige Prim- 
modul genannt. Besteht P aus der Gesamtheit der Formen, die das 
irreduzible Gebilde C enthalten, so enthalten alle Formen von Q C oder Q 
besteht aus der Gesamtheit aller Formen. Denn sei F' eine Form von Q, 
die C nicht enthalt, f eine beliebige Form, so ist F’- f=0 mod. Q, also, 
da F C nicht enthalten soll, f=0 mod. Q. 

Es zeigt sich daher, daB der primire Modul Q entweder die Mannig- 
faltigkeit h oder 0 hat; denn es folgt leicht, z. B. aus dem am Schlusse 
von Nr. 15 erwahnten Hilbertschen Satze, daB zu jedem Primmodul P 
ein irreduzibeles Gebilde C gehért, so daB jede C enthaltende Form P 
angehért, und vice versa. 

Ks gilt nun der folgende Satz, der Fundamentalsatz der Modultheorie, 
den ich den Noether-Dedekindschen Satz nennen will. 

Satz VII. ,Jeder Modul © ist darstellbar in der Gestalt 


M = 1%, Q:; , Vi) Ri], 


wo Q,, Qs, +++, Q, primire Moduln und FR ein Modul, dessen Formen 
keinen gemeinsamen Nullpunkt besitzen.“ 

Ks sei M von der Mannigfaltigkeit h. Die irreduziblen Bildungen 
der Mannigfaltigkeit h, welche den Formen von M gemein sind, seien 
mit C,, C,,---,C,; bezeichnet. Wir definieren nun einen Modul Mo, durch 
folgende Bestimmung. Mo, besteht aus der Gesamtheit der Formen F, 


deren Residualmodul 35 nicht C, als ein ihren Formen gemeinsames Ge- 
bilde enthalte. Die Formen F' sind also dadurch charakterisierbar, daB 
eine Form ® existiert, welche C, nicht enthalt und fiir welche 


F.o=0wmod. mM. 


DaB die Formen F' einen Modul bilden miissen, zeigt sich leicht folgender- 
maBen: 


4* 
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Wenn F, >,=0 mod. M und 9, nicht C, enthalt, sowie F,?, =0 mod. M 
und auch ®, nicht C, enthilt, so ist fiir beliebige Formen A,, A, 


(A, F, + A, F,) 0,9, = 0 mod. M, 


also geniigt, da %,%, ja C, nicht enthilt, auch A,F, + A,F, der ge- 
stellten Forderung. 

Man kann Me, etwa dadurch bilden, da® man in der Involution der 
Formen f'** Ordnung, die M angehéren, die zerfallenden Formen auf- 
sucht, und die Teiler, welche C, nicht enthalten, fortfallen laiBt. Den 
Residualmodul von Mg, in bezug auf M bezeichnen wir mit M¢,. Der- 
selbe umfaBt also alle Formen X, die der Beziehung geniigen 


F,X = 0 mod. UM, 


wenn F; ein Basissystem von Me, durchliuft. Die Formen von My, ent- 
halten C, nicht als gemeinsames Gebilde. Denn sei F,,---, F', eine Basis 
von Mz, und seien %,,---,, Formen, die C, nicht enthalten und derart, 


daB F,-®,=0mod. M. Alsdann ist 
F,- %,-%,---%,=0 mod. M 
fiir jeden Index 7, somit gehért ,°%,---@, dem Modul Mg, an. ,-0,---0, 
enthalt aber C, nicht. 
Die Formen von M gehéren sowohl dem Modul Mg, , wié demjenigen 
M¢, an, da sie der an die Formen von Me, wie M¢, bezichungsweise 
gestellten Forderung geniigen. 
Ist F eine Form, welche dem Modul 
[Mc,, Me,) 
angehért, und ® eine solche, die dem Modul 
(Mz,, M¢,) 
angehért, so ist /-¢=Omod. M. Denn © 1aBt sich zerlegen in eine 


Summe 
= 9%, + %,, 
wo 
®, =0 mod. M,, 
®, = 0 mod. Mz, 
und F' gehért sowohl Mc, wie Me, an, daher ist F'-,=0 mod. M, 
F-%,=0 mod. M und F-®=0 mod. M. 
Ebenso ist, wenn F eine Form von ! Mz,,---, Mc,| und ® eine Form 
von (Mc¢,,---, Mz), F- > =0 mod. M. 
Der Modul (Mo,,-*:, M¢,) enthilt weder C, noch C,--- noch C, als 


ein seinen Formen gemeinsames Gebilde, denn dieser Modul enthiilt z. B. 
irgend eine Form von Mj, die C, nicht enthiilt. 
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Wir kénnen nun zeigen, da® identisch 
M=[Mcz,,---, Me;, (Mu, )], 
wo ® irgend eine Form von (Mc,, Mc,,---, Mc,), die weder C, noch 
C,--- noch C, enthalt. Jede Form von M gehért jedem der Moduln 
Mc,,-++-, Mc,, (M, %) 

an. Umgekehrt, gehért F’ jedem dieser Moduln an, so existiert, da F 
auch (M, ©) angehért, eine Form f, fiir die 

F=f-% mod. M. 
Da nun F' dem Modul Me, angehért, Mc, aber ein Teiler von M ist, so 
ist auch 


f-®=0 mod. Me,. 
Nun ist der Modul My, ein primédrer Modul in bezug auf den Primmodul, 
der aus der Gesamtheit der C, enthaltenden Formen besteht. Denn ist 
A irgend eine Form, die C, nicht enthalt, und ist angesetzt 
A-X=0mod. M,, 
so wird diese Beziehung nur befriedigt, wenn eine Form © existiert, die 
C, nicht enthalt und fiir die 
A-X-o=0 mod. M. 
Da nun A nicht C, enthalten soll, so ist 
X =0 mod. M,,. 
Die Mannigfaltigkeit des erwihnten Primmoduls ist h, die von Mc, , eines 
Teilers von UM, hichstens h. Also ist Me, primar. Mithin folgt aus der 


Beziehung 
f-%=0 mod. Mz, 
da ® C, nicht enthilt, 
f=0 mod. Mz; 
und genau so zeigt sich 
f =0 mod. Me, 


fiir jeden Index i=1,2,---,j. Nun gehdrte aber & dem Modul 
an, somit ist nach dem schon friiher Bewiesenen 

f-®=0 mod. MU, 

F=0 mod. M. 
Daher gehért jede Form, welche 
[Mo,, Me,,-++, Mc;, (M, %)] 
angehért, M an, und da auch das Umgekehrte der Fall ist, so ist in der Tat 
M =[Mc,, Mc,,-++,Mc,, (M, %)). 
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Der Modul (M, ©) ist von der Mannigfaltigkeit h—1. Da er alle 
Formen von MM enthialt, so kénnen seine Formen nur C,,---, C; und 
Gebilde niederer Mannigfaltigkeit gemein haben, und da ® in C,,---, C, 
nicht verschwindet, so ist klar, dab die gemeinsamen Gebilde der Formen 
von (M, ) nur die Schnittgebilde von ® = 0 mit C,,---, C; und Gebilde 
niederer Mannigfaltigkeit sein kénnen. Auf (M, >) wenden wir dasselbe 
Zerlegungsprinzip an, wie wir es bereits auf M angewandt haben, und 


schlieBlich erhalten wir so eine Beziehung: 


M= [%, ols Q;, Ri), 

durch welche M in der Tat dargestellt ist als kleinstes Vielfaches von 
primiiren Moduln, deren zugehériger Primmodul aus den Formen besteht, 
die in irreduziblen Gebilden verschwinden, und einem Modul, dessen 
Formen keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. Aus obiger Reihe scheiden 
wir noch die (bei unserem Verfahren immer vorhandenen) Teiler @Q aus, 
die bereits in anderen Q der Reihe enthalten sind, und erhalten dann als 
SchluBresultat eine Darstellung von M, wie sie Satz VII behauptete. 

20. Satz VIII. ,Wenn wu eine Form der Ordnung a und relativ 
prim zu MM ist, so ist 


HA(M, u) (Rk) = A4,HM(R), 
fiir alle Werte von R>a—m-+1. Ist aber wu nicht relativ prim zu M, 
so ist 


H(M, u) (R) > 4, HM(R)« 
f=Gf4+GA+---+,f, 


ein unbestimmtes Glied der Involution von Formen der Ordnung R, die 
M angehéren. Die Involution pu+/, wo p eine Form der Ordnung 
R—a, hat einerseits die Mannigfaltigkeit g(R) — H(M, u)(R), anderer- 
seits, nach dem schon mehrfach benutzten Satze, die von pu, plus der von f, 
vermindert um die von Identitiiten der Form pu+f=0. Es ist also 
9(R) — H(M, u)(R) = g(R—a) + 9(R) — HM(R) — 2, 
wenn «x die Mannigfaltigkeit der Identititen 
pu+f=0. 

Diese Beziehung ist sicherlich erfiillt, wenn 

p=Omod. MM, 
und, wenn « relativ prim zu M, nur unter dieser Bedingung. Mithin ist 

x = p(R—a) — HM(R—a); 

denn dies ist die Mannigfaltigkeit von Formen p der Ordnung R —a, 
welche M angehéren. Daraus folgt 
HA(M, u)(R) = 4,HM(R). 


Es sei 
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Ist R<a, so ist x=0, weswegen fiir die Giiltigkeit der Formel sich 
die untere Grenze 

R=a-—m+1 
ergibt. Fiir kleinere Werte von R ist die Formel durch Einsetzen von 
x =0 zu korrigieren. 

Es zeigt sich noch, da8, wenn fiir eine bestimmte Ordnung R 
A(M, u)(R) = 4, HM (R), 

dann aus einer Beziehung der Ordnung R 

p:u=O0mod MU 
unbedingt folgen muB 

p=O0 mod. M. 

21. Satz IX. ,,Die Hilbertsche Funktion eines Moduls ist fiir geniigend 
groBe Werte von R gleich einem Polynom von R, dessen Grad um 1 
kleiner ist als die Mannigfaltigkeit des Moduls.“ 

Wir wissen bereits aus Satz VI, daB die Hilbertsche Funktion eines 
Moduls, dessen Formen keinen gemeinsamen Nullpunkt haben, fiir geniigend 
groBe Werte von R Null ist. Sei nun ein Modul M vorgelegt, dessen 
Formen nur eine Anzahl Punkte gemein haben. Nach Satz VII kénnen 
wir denselben als kleinstes Vielfache darstellen 


M= [%,; Q:; oe Q;, Ri), 
Q1; Qs, : Q; 


in bezug auf je einen der gemeinsamen Punkte der Formen von M primir. 
Ist wu irgend eine Form, die keinen dieser Punkte enthilt, so ist u relativ 
prim in bezug auf Q,,-*-,@Q;. Aus der Beziehung 

u-X=0mod. M 


wo die 


folgt daher 
X = 0 mod. Q,, 


X = 0 mod. Q, ete. © 


Soll X von geniigend hoher Ordnung sein, so ist auch 
X=0 mod. R, 


also 


X = 0 mod. [Q,,---, Q;, R] =0 mod. M; 
u ist somit relativ prim zu M, wenigstens wenn R geniigend groB, und 
nach Satz VIII ist dann 
H(M, u)(R) = 4,HM(R), 
wenn a die Ordnung von w. Nun haben die Formen von (M, w) keinen 
gemeinsamen Punkt, somit ist fiir geniigend groBes R 
H(M, u)(R) = 0. 
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Demnach ist fiir geniigend grobe R 
4, HM(R)=0. 


Wahlen wir a der Einfachheit halber =1, so zeigt diese Differenzen- 
gleichung, daf fiir geniigend grobe R 


HM(R) =a, 


wo a eine von R unabhingige ganze Zahl, die nicht 0 sein kann, da die 
Formen von M Punkte gemein haben, nicht jede Form also M an- 
gehéren kann. 

Es mégen nun die Formen von M Kurven und Punkte gemein haben. 
Wir stellen wieder M als kleinstes Vielfache nach Satz VII dar 


M= [%, a Q;, Ri}. 
Ist w irgend eine Linearform, welche keines der Gebilde enthiilt, in bezug 
auf welche die Q; primiir sind, so ist genau wie friiher zu zeigen, dab 
fiir geniigend groBe R wu relativ prim zu M ist. Somit ist nach Satz VIII 
fiir geniigend grobe R 
A(M, u) (R) = A,HM(R). 


Die Formen von (M, u) haben Punkte gemein, niamlich die Schnittpunkte 
der den Formen von M gemeinsamen Kurven mit « = 0, somit existiert 
eine von 0 verschiedene ganze Zahl a derart, daB 

a=A,HM(R). 
Es ist daher HM(R)=aR+b, wo b eine positive oder negative ganze 
Zahl, die auch 0 sein kann. Durch genau dieselben Schliisse wird nun 
der Satz IX allgemein bewiesen. , 

22. Satz X. ,Ist M ein primirer Modul und ist der zugehérige 
Primmodul P die Gesamtheit der Formen, welche das irreduzible Gebilde C 
enthalten, so laBt sich eine positive ganze Zahl i bestimmen, die derart 
ist, daB die k* Potenz irgend einer Form von P dem Modul M angehért.“ 

Zum Beweise der Behauptung entwickeln wir zuniichst einen Hilfs- 
satz. Derselbe besagt, dab, wenn M, M®,.-- eine unendliche Reihe 
von Moduln ist, sich immer eine Zahl n angeben lift, so da® der Modul 

(M®, M®,..., M0) 
jeden Modul M™) teilt, wie groB auch N sei. 
Bezeichnen wir namlich eine Basis von M® mit 


Wary Wier o's Mey, 
und wenden wir Hilberts Theorem (I) (s. Nr. 16) auf die unendliche Reihe 


dieser Formen, von i=1 bis i= oo an, so zeigt sich, daB man eine 


Zahl » bestimmen kann, derart, daB jede Form u,,, wo i>mn, dem 
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Modul (1, 1,°*,%,;,) angehért. Fiir dieselbe Zahl » ist daher (M“,--., M) 
ein Teiler von M®, wo i>n. 

Ist insbesondere jedes der M“ obiger Reihe ein Teiler von M¢-», 
so ist die wie oben bestimmte Zahl ” so beschaffen, daB MM“ — M+ = etc., 
denn (M%, M®,---, M™) ist = M™, weil M™ ein Teiler aller M®, 
wo i<n. Da nach obigem Hilfssatze (M, -.--, MM) M©® teilt, fiir 
i>n, so teilt M™ jedes M®, wo i>n. Andererseits teilt auch M® 
das M™ fiir i>m, nach Voraussetzung. Also ist M® = M™, wenn i>n. 

Sei nun F,, F,,--+-, /, eine Basis von P. Wir bilden 


F=p,F, + p,F,+-::+p,F,, 


wo die p,,---, p, Formen irgend eines positiven Grades, der auch Null 
sein kann, deren Koeffizienten aber simtlich in der nun folgenden Rech- 
nung unbestimmt sein sollen. Alsdann bilden wir den Residualmodul 


M’ = * was trotz der Unbestimmtheit der Koeffizienten von F’ méglich 


ist, denn die Kongruenz 


F.X=0Omod. YU 


verlangt zu ihrer Auflésung fiir jede gegebene Ordnung von X nur die 
Auflésung einer Reihe von linearen Gleichungen, und dies ist eine 
Operation, die auch mit Unbestimmten sich vollziehen laiBt. Ebenso 


bilden wir den Modul M” = * dann MM” = > und so fort. In dieser 
Reihe ist jeder Modul M® ein Teiler des vorhergehenden, somit muB 
eine Zahl k& existieren, so dab M“ = M+», Jeder der M ist ein 
primirer Modul in bezug auf P. Beweisen wir dies z B. von M’. Sei 
A eine Form, die nicht in P enthalten ist. Sei ferner angesetzt 

A-X=0mod. M’. 
Alsdann ist 

F.A-X=0 mod. U, 

somit, da M primir, 

F.X=0mod. M 
und 


X =0 mod. UM’. 


Auch ist die Mannigfaltigkeit von M’, da es M enthiilt, kleiner als oder 
gleich der von P. Somit ist M’ primir. M™® ist also ein in bezug 
auf P primiirer Modul, dessen Residualmodul in bezug auf F' mit sich 
selbst identisch ist. F ist also relativ prim zu M™, 

Wir haben schon friiher (Nr. 19) gezeigt, daB die Formen eines in 
bezug auf P primiren Moduls, welcher das Gebilde C nicht enthilt, mit 
der Gesamtheit aller Formen identisch ist. 

Da nun F relativ prim zu M®, so kann M® nach Satz VIII und IX 
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C nicht enthalten. Somit ist M® mit der Gesamtheit aller Formen 
iiberhaupt identisch. Es ergibt sich also, gemaiB der Definition von M“ 


F=0 mod. M¢-» 


ebenso 
F? = 0 mod. M¢-® 
etc., bis sich zeigt 


F*=0 mod. UM. 
Nun war 
F=p,F,+:::+pF,, 
also 
F* = pi FF + kypt-1p, Fi-'F, ++--=0 mod. M. 


Auch waren die Koeffizienten der p simtlich Unbestimmte. Durch die 
gewohnlichen Methoden (Nullsetzen einiger der Unbestimmten, Anwendung 
der Substitution «+ u’ fiir eine Unbestimmte w etc.) zeigt sich daraus 


Fk = 0 mod. M, 
Fi-'F, = 0 mod. MU, 
F* =0 mod. M. 


h 
Somit ist auch f* =0 mod. M, wo f irgend eine Form 
f=GQF, +--+ uF, 
des Moduls P. 

Als ein Korollar des Satzes X zeigt sich, daB die Formen eines in 
bezug auf P primiren Moduls nur die Gebilde C gemein haben. Eine 
andere Folge des Satzes X ist der Satz von Hilbert: 

Es sei f eine Form, die in allen den Formen fj, ---, f, gemeinsamen 
Punkten verschwindet. Dann li8t sich immer eine Zahl » bestimmen, 


derart, daB 
r= 0 mod. (f;, fy, ae f,): 


Denn ist (f,,---,f,) =[@, Q2,:-+, Q;, R] nach Satz VII, so kénnen die 
Gebilde, die zu den Q; gehéren, nur Punkte enthalten, welche gleichzeitig 
f, =90,---,f,=0 machen. f wird also jedes der zu den Q, gehérigen 
Gebilde umfassen. Gehéren nun zu Q,,---, Q; gemiB Satz X die Zahlen 
k,, +++, kj, so geniigt es, m gleich der gréBten dieser Zahlen anzunehmen 
— wenn nur die Ordnung von f geniigend groB ist —, um den Hilbert- 
schen Satz zur Evidenz zu bringen. Nur dann, wenn die Ordnung von f 
nicht groB genug ist, mu8 man » gréBer wihlen. 
23. Satz XI. ,Wenden wir Satz VII auf das Modulsystem 


M = (u,, ty, + +, My) 


—— 


an, wo h< m—=1 und die Resultante von u,,---,u, mit m—h Linear- 
formen nicht identisch verschwindet. Es zeigt sich dann, daB identisch 
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M= [Me,, Mz,, .T Mc,], 


wo (C,, C,,---,C, die irreduziblen Gebilde, welche den Schnitt von 
u, = 0,---,%, =O ausmachen.“ 
Nach Satz VII ist fiir jedes Modulsystem 


UM = [Mc,, Mz,, ee Mc,; N], 
wo C,,C,,--:,C, die Gebilde héchster Mannigfaltigkeit, welche den Formen 


von M gemein ‘sind, und wo N von niederer Mannigfaltigkeit als M ist. 
Sei nun eine solche Entwicklung auch fiir den Modul M = (u,, ug, ---, u,) 
angenommen und sei ® irgend eine Form von N, welche keines der 
C,,:-+,C; enthalt. Sei F eine Form des Moduls [Mz,,---, Mo, |. Als- 
dann ist 


F-@=0mod. [Mo,,-+-, Mc,, N]=0 mod. M. 


Nun verschwindet aber die Resultante von , u,,---,u, und m—h—1 
Linearformen nicht identisch, also ist nach Satz I (Kap. 1) F=0 mod. M. 
24. Genau dieselbe Reihe von Definitionen und Schliissen, wie sie 
oben durchlaufen war, fiihrt auch in bezug auf die Theorie der ganz- 
zahligen Formen zu bedeutsamen Ergebnissen. 
Die Formen, welche ein gegebenes irreduzibles ganzzahliges Gebilde 
enthalten, bilden.ein Ideal, genauer ein Primideal, wenn wir als ein solches 


jedes Ideal J definieren, derart, dab A-B=Omod.J zu 
A=0Omod.J° oder B=0Omod. J 


fiihrt, unter A,B ganzzahlige Formen verstanden. Auch in der Algebra 
mod. p, wo p irgend eine Primzahl, gilt der Zerlegungssatz der Formen 
in irreduzible Teiler und gelten daher alle Erwigungen des Satzes IV, 
nach dem Prinzip von Schénemann. In dieser Algebra gibt es daher auch 
irreduzible Gebilde. 

Sind J,, J,,---, J, eine Anzahl von Idealen, so definiert [J,, Jy, +++, J,] 
ein Ideal, das wir kleinstes Vielfaches von J,,---, J, nennen werden, und 
(J,,J,,-+-,J,) ein anderes, das gréBter Teiler von J,,---, J, heiBen wird. 
Die Definition dieser Ideale ist mit genau denselben Worten méglich, wie 
die der Moduln [¥/,,---, M@,] und [U/,,---, M,). 

Ist G in der Algebra mod. p ein irreduzibles Gebilde, und ist J das 
Primideal, welches dem irreduziblen ganzzahligen Gebilde G entspricht, 
so ist (p,J) ein Primideal. 

Denn ist angesetzt 


A. B=0mod.(p, J), 
so ist 
A: B=0Omod.J 


in der Algebra mod. p, also, da G in dieser Algebra irreduzibel, 
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A=0 mod. J 


oder 
B= 0 mod. J 


in der Algebra mod. p, mithin A oder B= 0 mod. (p, J). 

Ist @ ein mod. p irreduzibles ganzzahliges Gebilde der Mannigfaltig- 
keit h, J das entsprechende Primideal, und J’=(p,J), so wollen wir 
das Primideal J’ einen Primdivisor, p seine Grundzahl nennen und als 
seine Mannigfaltigkeit die Zahl h — 1 bezeichnen. J dagegen wollen wir 
einen ganzzahligen Primmodul nennen. Auf diese Weise zerteilen sich 
die Primideale in die beiden Klassen der Primdivisoren und ganzzahligen 
Primmoduln. 

Es sei irgend ein Ideal A vorgelegt. Wir definieren seine Mannig- 
faltigkeit auf folgendem Wege: Nach dem Theorem II von Hilbert (Nr. 16) 
bleibt der Inhalt des Theorems I von Hilbert bestehen auch bei Be- 
schrinkung auf ganzzahlige Formen. Mithin hat jedes Ideal eine Basis 
ganzzahliger Formen, vorausgesetzt, da’ man auch ganze Zahlen mit als 
Formen rechnet. Sei die Basis von A 


F,, F;, ++ -, F,- 


Wir zerlegen irgend eine der F;, z. B. F,, in seine irreduziblen Teiler 
und spalten die Gruppe derselben in zwei Systeme S, und S,. S, ent- 
halt diejenigen, welche auch F,, - - -, F, teilen. 

Ist F’ irgend ein Individuum von S,, so bringen wir dasselbe zum 
yochnitt“ mit einem der F,, sagen wir F,, welche nicht durch F” teilbar 
sind. Wir bilden also die Resultante von 

F’, F,,1,,-++,1 
unter J,,---, 2, . Linearformen mit unbestimmten Koeffizienten y; , ver- 
standen, und spalten sie als Form derselben in ihre irreduziblen Teiler. 
Diese Teiler bestehen aus zwei Gruppen, nimlich Primzahlen und wirk- 
lichen irreduziblen ganzzahligen Formen der y, ;. Ist p eine Primzahl 
der ersten Gruppe, so verschwindet in der Algebra mod. p die Resultante 
von F” und F,, mithin haben nach dem Prinzip von Schénemann beide 
Formen in jener Algebra einen gemeinsamen irreduziblen Teiler ¢ und 
daher sind sowohl F’, wie F, =0mod.(p,#). Sind auch F,, F,,---, F, 
= 0 mod.(p, #), so ist (p, ¢) ein den F,, F,, ---, F, gemeinsamer Prim- 
divisor. 

Wenn dies nicht der Fall, so bringen wir ¢ in der Algebra mod. p 
mit einem der F; zum Schnitt, welche nicht durch ¢ mod. p teilbar sind, 
und verfahren weiterhin in der Algebra mod. p ganz nach der Vorschrift 
des Satzes IV. Ist andererseits G ein von den y, , abhiingiger irredu- 
zibler Teiler der Resultante der F”, F,,1,,---,1, 3, so entspricht ihm 


m—2? 
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ein ganzzahliger Primmodul P. Entweder ist nun F; = 0 mod. P fiir jeden 
Index i, oder dies ist nicht der Fall. In letzterem Falle bringen wir das 
P entsprechende Gebilde genau nach der Vorschrift des Satzes V zum 
Schnitt mit einem der F,, das nicht = 0 mod. P, und erhalten dabei wieder 
eine von Unbestimmten abhingige Form, die als irreduzible Teiler sowohl 
Primzahlen, wie irreduzible Formen zuli8t. In jedem Falle schreitet der 
ProzeB nach der Vorschrift des Satzes V vorwiirts. Das schlieBliche Er- 
gebnis ist, da® wir eine Reihe von Primdivisoren J und ganzzahligen Prim- 
moduln P erhalten, derart, daS fiir jedes J und P der Reihe und fir 
jeden Index 7 


F, = 0 mod. J 
und 
F, = 0 mod. P 


und auch derart, daB® irgend ein Punkt, der in der Algebra der ganzen 
Zahlen oder der Algebra mod. irgend einer Primzahl die F,,---, F, ver- 
schwinden macht, auf irgend einem der zu dem J oder P gehérigen Ge- 
bilde gelegen ist. Die Maximalmannigfaltigkeit der Ideale der Gruppe 
P, J nennen wir die Mannigfaltigkeit des Ideals A. Dabei ist es offenbar, 
da8 sowohl die Gruppe der P, J wie jene Mannigfaltigkeit von der Aus- 
wahl der Basis von A unabhingig ist. 

25. Satz XII. ,Ist A ein Ideal, welches weder Primdivisoren noch 
ganzzahlige Primmoduln als Teiler zulaBt, so ist jede ganzzahlige Form F 
geniigend hoher Ordnung F’= 0 mod. A.“ 

Es sei f,,---,f, eine Basis von A. Wir setzen, der Methode von 
Kronecker folgend, 

Fi =p fh t-++ + fy 
Fy= Gh +++ + Gh 


F= "hy t++++ + hes 


Wo die py,+**) Pep **> %y°°*) 7% Formen mit lauter unbestimmten Koeffi- 
zienten, und bilden die Resultante von F,,---,/,. Dieselbe kann weder 
in der Algebra der ganzen Zahlen, noch in derjenigen mod. irgend einer 
Primzahl identisch verschwinden, da sonst die F,---, F,,, also auch 
fi»***yf;) einen Primdivisor J oder ganzzahligen Primmodul ¢ als Teiler 
zulassen miiBten. Ist nun F’ von geniigend hoher Ordnung und bezeichnen 
wir jene Resultante, die eine Form der Unbestimmten sein wird, mit Res, 
so besteht eine Identitit: 


te Fo 4 044-9 4---4+4,-F, 


wo auch die A,,---+,A,, ganzzahlige Formen der Unbestimmten sein 
werden. Ordnen wir jede der Seiten obiger Identitét nach den Potenz- 
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produkten der Unbestimmten und vergleichen wir die Koeffizienten der 
nimlichen Potenzprodukte, so ergibt sich eine Reihe von Kongruenzen 
a,- F=0 mod. (f,,---,f,) =0 mod. A, 
a,:F = 0 mod. A, 


Die ganzen Zahlen a,,a,,--- kénnen keinen gemeinsamen ganzzahligen 
Teiler haben, da sie die Koeffizienten der Potenzprodukte der Unbestimmten 
in der Form Res sind und diese Form modulo keiner Primzahl verschwindet. 
Mithin existieren nach den Elementen der Zahlentheorie ganze Zahlen 2,, 
My,**+*, 80 daB n,a, + ma, +---=1, und es findet sich in der Tat 


F= 0 mod. A. 
26. Wir definieren nun ein primiires Ideal, in genauer Analogie mit 
der Definition des primiiren Moduls. Wenn aus 
A-B=0wmod J, 


wo J ein Ideal, A und B ganzzahlige Formen; von denen bekannt ist, 


daB A nicht = 0 mod. J’, 
wo J’ ein Primideal, unbedingt folgt 
B= 0 mod. J, 


so ist J primir in bezug auf J’, sobald die Mannigfaltigkeit von J’ 
mindestens derjenigen von J gleich ist. Indem wir nun den Betrach- 
tungen des Satzes VII dieses Kap. Wort fiir Wort folgen, erhalten wir 

Satz XI. ,Jedes Ideal ist darstellbar als kleinstes Vielfache von 
primiren Idealen und einem Ideale R, dessen Formen weder in der 
Algebra der ganzen Zahlen, noch in derjenigen modulo irgend einer Prim- 
zahl einen gemeinsamen Punkt haben.“ 

27. Jedem Ideal entspricht ein Modul. Sind 

Uy, Ug, ey Uy 
eine Serie ganzzahliger Formen, die eine Basis von J bilden, so definieren 
dieselben als Basis eines Moduls J’ den J entsprechenden Modul. Dabei 
ist J’ von der speziellen Auswahl der Basis u,,---,«, von J unabhingig, 
da ja jede Basis durch lineare Kombinationen einer andern ersetzbar ist. 
Gehért eine ganzzahlige Form f dem Modul J’ an, so lassen sich Formen 
P1>***, Pp, bestimmen, derart, daB ¥ 
f=p,u +--+: + p,y- 

Die Koeffizienten der p, sind dabei aus einer Serie linearer Gleichungen, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, bestimmbar. Somit gibt es Formen p, 
die obige Relation erfiillen, und deren Koeffizienten rationale Briiche sind. 
Zudem sind die Nenner dieser Briiche von den Koeffizienten von f unab- 
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hingig, wie bereits die elementare Theorie der Determinanten und linearen 
Gleichungen zeigt, wohl aber abhangig von der Ordnung R. Sei fiir 
eine bestimmte Ordnung R 

9(R) 


der Generalnenner der Briiche, welche die Koeffizienten von p,, ---, p, 
bilden. Alsdann ist 
g(R) - f = 0 mod. J. 
Alle ganzzahligen Formen von J’ bilden ebenfalls ein Ideal, da mit 
zwei ganzzahligen Formen p, q, die J’ angehéren, auch ap-+ bg, wo 
a,b ganzzahlige Formen, eine ganzzahlige Form von J’ ist. Sei dieses 


Ideal kurz (J’)) geschrieben. Auch (J’) hat eine Basis 
hy ha, Pik: hes 


und da es ganze Zahlen gibt 


G1» Gar ***> Ie 

so daB 

9; f; = mod. J, 
so sist also, wenn 

I=N°92°°* Ke 
gesetzt wird 

9-f=0wmod. J, 
wo f irgend eine ganzzahlige Form von J’. 

Wir definieren nun wie folgt: 

Kin Primideal, welches eine ganze Zahl enthilt, heiBe ein Primdivisor. 

Kin primiires Ideal, welches eine ganze Zahl enthilt, heife ein 
primirer Divisor. 

Kin Produkt von primiren Divisoren heiBe ein Divisor. 

Kin Primideal, welches kein Primdivisor ist, heiBe ein ganzzahliger 
Primmodul. 

Kin primiares Ideal, welches kein Divisor ist, heiBe ein ganzzahliger 
primirer Modul. 

Kin Produkt von ganzzahligen primiren Moduln heife ein ganz- 
zahliger Modul. 

Ks zeigt sich dann: ,,Das zu einem primiren Divisor gehérige Prim- 
ideal ist ein Primdivisor. Denn genau wie friiher fiir primiire Moduln 
bewiesen ist, kann gezeigt werden, daB jede Form eines primiren Ideals 
zu seinem Primideal gehéren mu8. Wenn das primire Ideal ein Divisor, 
so gehért ihm eine Zahl an, diese gehért also auch dem entsprechenden 
Primideal an, dasselbe ist also ein Divisor. 

Umgekehrt gilt: ,EHin zu einem Primdivisor d gehériges primires 
Ideal J ist ein Divisor. Zu d gehért eine Zahl, die wegen der funda- 
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mentalen Eigenschaft der Primideale eine Primzahl sein muB. Dieselbe 
sei p. Wir bilden nun die Reihe der Ideale 

J Ji Js Jeo 
(p)? py? Fa Gre Gy 

von denen jedes das vorhergehende teilt. Nach dem friiher (Nr. 22) be- 
wiesenen Satze mu es eine Zahl & geben, so dab 


eek TS Reh 


J, ist, wie nach dem schon friiher angewandten SchluBverfahren gezeigt 


J, J, = J, = 


wird, ein primires Ideal, dessen Primideal d ist. Bezeichnen wir J, 
mit J, so ist 
tI 
(Pp) 
I= (J). 


Denn ist f irgend eine Form von (J‘), so gibt es eine Zahl g, so daf 


= I. 


Daraus ergibt sich aber 


g:-f=0 mod. J. 
Da aber g in Faktoren zerfillt, die entweder relativ prim zu d oder 
Potenzen von p sind — denn d enthilt nur die Multipla der einen Prim- 
zahl p oder die EKinheit, wie aus den Elementen der Zahlentheorie 


— war, so folgt 
(p) 
f=0 mod. J, 


erweisbar —, andererseits 


d. h. in der Tat 
I= (Tf). 

Sei die Mannigfaltigkeit von d gleich h, so wird auch diejenige von 
J gleich h sein, und da alle Formen von J enthalten sind in d,, J,,-- 
so wird die Mannigfaltigkeit von J héchstens = h. 

Die Formen von J’ werden eine Anzahl von Gebilden héchstens der 
Mannigfaltigkeit h gemeinsam haben, und diese Gebilde werden sich in 
Gruppen konjugierter Gebilde trennen lassen, nach Satz V. Sei f irgend eine 
ganzzahlige Form, welche jede Gruppe dieser konjugierten Gebilde enthiilt. 
Alsdann wird nach dem Satze X eine Zahl » existieren, so daB 


f" =0 mod. I’, 


’ 


also, da f ganzzahlig, 


f" = 0 mod. (I’), 


f" = 0 mod. J, 
somit, da J primar in bezug auf d, 
f =0 mod. d, 


wenn nicht J die Gesamtheit aller Formen bedeutet. Verweigern wir 
letztere Annahme, so miissen wir zugestehen, daB d Formen enthilt, die 
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irreduzible Gebilde von héchstens der Mannigfaltigkeit h gemein haben. 
AuBerdem enthalt d noch p, miibte also von minderer als der Mannig- 
faltigkeit h sein und dies ist nicht der Fall. Somit muB zugestanden 
werden, daB J die Gesamtheit aller Formen ist. Daher enthilt wegen 
der Identitiit J, =I, J die Zahl p*, J ist also ein Divisor. 

Das Primideal, das zu einem primiiren ganzzahligen Modul gehért, 
ist also ein ganzzahliger Modul und vice versa. 

Ist J irgend ein Ideal und seine Darstellung nach Satz XIII als Produkt 
von primiren Idealen ausgefiihrt, so kénnen wir nach obigem die primiren 
ganzzahligen Moduln in eine Gruppe und die primiren Divisoren in eine 
andere Gruppe zusammenfassen, so daB erhalten wird 

J= LG, d, R), 
wo G ein ganzzahliger Modul, d ein Divisor ist und R die friihere Be- 
deutung beibehalten hat. 

G hat die durch (G’) = G ausgedriickte Eigenschaft. G laBt sich 


nimlich zerspalten in ein Produkt primiirer ganzzahliger Moduln 


G =[A, B,---, C], 
(@’) = (4), (B’), ++» (CY, 


weil, wenn eine ganzzahlige Form F(A’),---,(C’) angehért, eine Zahl j 
existiert, so dab j# [A,---,C], also G angehért. Andererseits ist fiir 
primiire ganzzahlige Moduln (A’)) = A, denn das zu A gehérige Primideal 
ist nach fritherem ein ganzzahliger Modul, aus einer Beziehung 

g:f=0 mod. A 


und es ist 


folgt daher 
f=0 mod. A. 
Aus J=[G, d, R] folgt 
(J") = (4) - (@’) - (BY). 
Nun gibt es eine Zahl g, welche d angehért, somit enthalt (d’) die 
Kinheit und besteht aus der Gesamtheit aller Formen. Damit zeigt sich 


schlieBlich 
(J’) = [G,(#’)). 


Die Formen eines ganzzahligen Moduls sind also definiert durch ihre 
Zugehérigkeit zu einem Modul im urspriinglichen Sinn des Wortes und 
durch ihre Ganzzahligkeit. Die Formen eines Divisors haben aber ganz 
andere Kigentiimlichkeiten. Es eriibrigt noch, dieselben festzulegen. 

28. Wir definieren, in Analogie mit den Festsetzungen der Zahlen- 
theorie, ein vollstindiges Restsystem R*" Ordnung des Divisors d als eine 
Gruppe [ von Formen, derart, daB jede beliebig ausgewahlte ganzzahlige 
Form F einer Form der Gruppe F mod. d kongruent ist. [ wird fiir jeden 
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Wert von R aus einer endlichen Anzahl von Formen bestehen, voraus- 
gesetzt, daB nicht zwei Formen [ angehéren diirfen, die mod. d kongruent 
sind; denn selbst wenn die Basis von d nur aus der Zahl, die sie enthilt, 
bestiinde, wiirde ja ein derartiges Restsystem eine endliche Zahl Glieder 
haben, und die anderen Glieder der Basis kénnen die betreffende Anzahl 
nur verringern. Die Anzahl der Glieder von [ sei als ,,Dedekindsche 
Funktion des Divisors d fiir die Ordnung R“ bezeichnet und Dd(h) ge- 
schrieben. Fiir sie gilt 

Satz XIV: ,,Die Dedekindsche Funktion eines Divisors ist ein Produkt 
von Primzahlpotenzen 

Dd(h) = pi, PY, ie a. 
deren Basen von R unabhingig sind, und deren Exponenten von R ab- 
hiingen, und zwar sind diese Exponenten fiir geniigend groBe Werte 
von R Polynome von RF. Dabei ist zum mindesten eines dieser Polynome 
vom Grade h, wenn die Mannigfaltigkeit von d gleich h ist, und keines 
ist von héherem Grade als h.“ 

Wir erweisen den Satz durch Induktion. Er ist offenbar richtig, 
wenn die Resultante von m unbestimmten Formen von d eine primitive 
Form der Unbestimmten ist, denn dann gehért jede Form einer geniigend 
hohen Ordnung d an. Hat d die Mannigfaltigkeit 0 (oder die Stufe m) 
und ist « irgend eine Form relativ prim zu den Primdivisoren der 
primiren Teiler von d, mithin zu d, so haben die Formen von (d, u) 
kein Gebilde m‘* Stufe miteinander gemein und die Resultante von m 
seiner Formen mit unbestimmten Koeffizienten liefert eine primitive Form 
derselben. Jede beliebige Form F' geniigend hoher Ordnung geniigt also 
einer Kongruenz 

F = qu mod. d. 


Ist F,,---, F; ein vollstindiges Restsystem R‘* Ordnung von d, 
1,°**» %, em solches der Ordnung A —1, w der Ordnung 1, so ist also 
F, = qu mod. d, 


F, = qu mod. d, 


j ist =i. Denn einerseits ist keines der gu einem der anderen qu mod.d 
kongruent, weil ja aus 

(4; —4;)u = 0 mod. d 
folgen wiirde, da uw relativ prim zu d, 

GY — 9; = 9 mod. d; 
und diese Kongruenz widerspricht der Definition eines vollstindigen Rest- 
systems. Andrerseits kann nicht zu zwei mod. d inkongruenten Formen F’ 
dasselbe g gehéren. Somit ist die Anzahl der Glieder eines vollstindigen 
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Restsystems R'*" Ordnung von d fiir geniigend hohe Werte von R kon- 
stant, wenn die Stufe von d gleich m ist. 

Sei nun die Richtigkeit von Satz XIV angenommen, wenn die Stufe 
von d gleich k ist, und erschlieBen wir daraus seine Richtigkeit fiir die 
Stufenzahl k —1. Es sei wieder eine zu d relativ prime lineare Form u 
gewihlt und das vollstiindige Restsystem R'*™ Ordnung von (d,u) be- 
trachtet. 

Dasselbe sei 9,,---,,. Das vollstindige Restsystem R** Ordnung 
von d sei F,,---, F,, das (R—1)** Ordnung q,,---,q¢,. Es ist dann 
fiir jeden Index i 

F, = %, mod. (d, u) 
oder 
F,=9,+ qu mod. d. 


Der Definition von ®,, ---, ®, nach ist fiir verschiedene Indizes i, i, ©,— %, 
immer inkongruent mod. (d,«). Eine Kongruenz 


o,+qu=9%, + gw mod. d 
fiihrt also zu j = j, und 


(4 —%,)¢ = 0 mod d 
d. h. 


%, = Y,- 
Somit ist die Anzahl a der 7’, gleich der Anzahl aller Systeme von , und 
gy 4.h.=b-c. a ist aber = Dd(R) und c= Dd(R—1); b ist = D(d,u)(R), 
also fiir geniigend groBe R nach der gemachten Annahme, da ja (d, u) 
eine um 1 héhere Stufe als d hat, darstellbar in der Gestalt 


ei dle a 
WO p,,°°*, p, Verschiedene Primzahlen, a,,---, a, Polynome von R sind. 
Aus der Beziehung 
Dd (R) vgn A 

Dad(R—1)~ °° P2**** Pa® 
folgt daher 

Da(R) = p,*: py +++ pn ¢, 
wo die A,,---, A, Polynome von F sind, deren Grad um 1 héher ist 
als der der entsprechenden Polynome a,,---, @,, und wo ¢ eine ganze 
von FR unabhiingige Zahl ist. Damit ist Satz XIV vollstindig erwiesen. 

29. Die Dedekindsche Funktion Dd(R) eines Divisors d hat die 

Higenschaft, daB eine mit ihr multiplizierte ganzzahlige Form F' R'* Ord- 
nung dem Divisor d angehérte. Ist u,,---, u, eine Basis von d, F eine 
Form R* Ordnung mit lauter unbestimmten Koeffizienten y;, sind 
P,,***, p, Formen mit lauter unbestimmten Koeffizienten ¢,, und ist 


F= py tes + p,%, 
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so sind damit die y, als ganzzahlige homogene lineare Funktionen der 2, 
definiert. Da d ein Divisor ist, so ist es méglich, wenn die y, irgendwie 
gegeben sind, zugehdrige z; aus obigen Beziehungen zu berechnen. Be- 
schrinken wir aber die z, auf ganzzahlige Werte, so werden die y; nicht 
beliebige ganazahlige Werte sein kénnen, sondern sie werden gewissen Be- 
dingungen geniigen miissen. Hin Gesetz, welches in bezug auf derartige 
Beziehungen statt hat, ist von Stephen Smith und Frobenius entdeckt 
worden, und hat in seiner weiteren Ausgestaltung zu der fruchtbaren 
Theorie der ,,Elementarteiler“ AnlaB gegeben. Dies Gesetz besagt folgendes: 
Sind /,,1,,--.,4, eine Reihe ganzzahliger linearer Formen von Unbe- 
stimmten z, und ist die Zahl der Unbestimmten grifer als n, so ist die 
Anzahl N der Systeme [ ganzer Zahlen 


(Yas Yn,1)9 en Yn,2)9 "ty Yay t's Yun)» 
von der Art, daB keines der Systeme von Gleichungen 


mA es Li, Y2,4— Y2,5 = lay sey Yn,i Yn, 5 = l, 


fiir verschiedene Indizes i,j eine Lésung besitzt, wohl aber jedes System 


&, —fiey™ L,, My bat tes Layeesy 

WO d,,--+, 4, beliebig gegebene ganze Zahlen, fiir einen der N Indizes 
h=1.--- N — diese Zahl ist genau gleich dem gréften gemeinsamen 
Teiler der Determinanten der von den Koeffizienten der J; gebildeten 
Matrix. — Die Unterdeterminanten jener Matrix haben eine Serie ge- 
meinsamer Teiler, deren Verhiltnisse die ,,Elementarteiler“ bestimmen. 
Man kann alle betreffenden Siitze wohl am besten an der Hand der 
»Normalform“ studieren, die Frobenius fiir das System der /,, ---, J, auf- 
stellt. Er ersetzt einerseits die z, durch ein System von n ganzzahlig 
linear mit ihnen verbundenen Variablen z,, derart, daB der gréBte ge- 
meinsame Teiler aller Transformationsdeterminanten 1 ist; und andrer- 
seits fiihrt er denselben ProzeB auf die /,,---, / 


aus, danach erhiilt er 
die transformierten /;, die wir /; schreiben wollen, ausgedriickt in den z; 
in dieser Weise 


n 


, , , , , , , , , 
UL,’ = €, 21), Ly = C6 y%q, ly = C,lyeg 2g, - ++, Ly = Clg Oye, , 


wo ¢,,---,é, ganze Zahlen sind. Fiir den Beweis dieses Satzes sei die 
klassische Abhandlung von Frobenius in Crelles Jounal 86 und 88 (Uber 
lineare Formen) konsultiert. 

Jedem beliebigen System von ganzzahligen Werten der z, und /,’ ent- 
sprechen infolge der Festsetzung iiber die Transformationsdeterminante 
ganzzahlige Werte der z; und J;, wie auch umgekehrt. Danach sind die 
Bedingungen, unter denen eine Serie von Gleichungen 


L =, y=, °°+5 4b, = Ip 
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ganzzahlige Lésungen hat, genau angegeben durch 


l,’ =Omod.e,, 1.) =0mod. ee, 1,’ =0 mod. e¢,¢@ --- €,, 


wo die J,’ gewisse ganzzahlig umkehrbare lineare Formen der J; sind. Ist 
a,,°**, @, ein System unbestimmter ganzer Zahlen, so ist ¢, ---¢,=—g 
die kleinste ganze Zahl, fiir die das Gleichungssystem 1; = 9 - a, eine ganz- 
zahlige Liésung hat. e¢,"e,"—'---e, ist die friiher N genannte Zahl. 
Ubertragen wir die Siitze von Frobenius auf die durch die Gleichung 


F = pity +--+ + p,m, 


vermittelte Beziehung zwischen den y; und z;, so zeigt sich, daB fiir die 
Zahlen e, des Systems dieser linearen Formen der z, die Beziehung gilt 
44 °° = 9(R), 
wo g(R) die kleinste ganze Zahl, fiir welche bei beliebiger ganzzahliger 
Form R* Ordnung F 
g(R) - F = 0 mod. d. 
Ferner ist 
e,"@."-1 +++ e, = Dd(R). 
Ist d ein Primdivisor, p die in d enthaltene Primzahl, so ist g(R) = p. 
Mithin ist nur einer der d entsprechenden Elementarteiler = p, die iibrigen 
sind simtlich-= 1. Dd(R) ist eine Potenz von p, deren Exponent fiir 
geniigend hohe Werte von FR, nach Satz XIV, ein Polynom ist. Dieser 
Exponent gibt nach der zweiten der obigen Beziehungen den Index des 
Elementarteilers an, der =p ist. Ist d’ ein primirer Divisor, so ist die 
kleinste ganze Zahl g, fiir die 
g:-F=0 mod. d, 
wo F irgend eine Form, eine Potenz p* einer Primzahl. Mithin ist aus 
ey see C, = p* 
jeder der Elementarteiler eine Potenz von p und auch Dd'(R) eine Po- 
tenz von p. 

Man kann aus den Sitzen von Frobenius noch weitere Folgerungen 
ziehen. Ist d ein beliebiger Divisor, R eine bestimmte ganze Zahl, so 
lassen sich die Formen R* Ordnung von d in die Gestalt bringen 

CU f, + Clg Uafy Hoes +e Cy Uahn, 
wenn u,,---, u, beliebige ganze Zahlen, /,,---, f, eim passend bestimmtes 
Fundamentalsystem aller ganzzahligen Formen R'*" Ordnung, ¢,,---,¢, die 
wie oben durch die Elementarteiler bestimmten Zahlen sind. Obiges ist 
in der Tat nur eine Schreibweise der Normalform von Frobenius, fiir den 
vorliegenden Fall zur Anwendung gebracht. Nun ist g=e,---e, die 
kleinste ganze Zahl, mit welcher multipliziert alle ganzzahligen Formen 
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R** Ordnung d angehdren, und diese Zahl ist von R unabhiingig. g ist 
bestimmbar als kleinste d angehérige Zahl. Aus der Beziehung e¢, ---¢,=g 
geht hervor, daB nur eine endliche Zahl der e; von 1 verschieden sind. 
Seien diese von 1 verschiedenen Zahlen e, E,, F,,---,E, genannt. Es 
ist dann 
g9= EE, --- E,_,E,. 

Die Indizes der von 1 verschiedenen e; lassen sich dann immer, fiir ge- 
niigend groBe Werte von R, als Polynome von Ff erweisen. Es ist 
nimlich die Darstellung der Formen R** Ordnung des Divisors, der aus 
allen Formen besteht, die mit EF, E,---E,_, multipliziert zu d gehéren 


e 


Uf + Ufo tess + uh + E, (Uy ashias +:+-+u,f,), 


denn diese und nur diese haben die angegebene Higenschaft. Der Index E, 
in diesem Divisor ist h + 1, mithin ist 
d 


E-'= (a5 
- EB, --> B., 


)®), 


h also fiir geniigend groBe Werte von R, nach Satz XIV, ein Polynom 
von R. Ebenso ist die Darstellung der Formen R** Ordnung des Divisors 


d - 

(=; vs E, Ls ) 
WA++HAF+ Fou (aihar to) + BB Gash t+ GF). 

Seine Dedekindsche Funktion ist 

—” =. 

also ist auch der Index k von E,_, ein Polynom von R. Und so kann 
man weiterschlieBen. 

30. Satz XV. ,Sind d,, d, zwei beliebige Divisoren, so gilt fiir jeden 
Wert von R 

D{d,, 4.) - D(d,, d,) = Dd, - Dd,“ 

Um dies zu erweisen, stellen wir vollstiindige Restsysteme R'* Ord- 
nung fiir d, und d, in folgender Weise her. 

Sind A und B zwei Formen R* Ordnung dieses vollstindigen Rest- 
systems fiir d,, so ist 

A—B nicht = 0(d,). 

Sollen A und B auch zu einem vollstiindigen Restsystem fiir (d,, d,) ge- 
héren, so darf auch nicht A — B= 0(d,, d,) sein. Sicher wird es Formen 
geben, deren Differenz wohl zu (d,,d,), aber nicht zu (d,) gehdrt. Sind 
A und B zwei solche Formen, so wird es méglich sein, A—B als 
Summe C + D zweier Formen herzustellen, von denen die erste d,, die 
zweite d, angehért. B kann man nun in seinen Kigenschaften modulo d, 
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durch B’ = B+ C ersetzen, da C=O0Omod.d,. Tun wir dies, so wird, 
wegen A— B=C+D, A—B' =D ad, angehiéren. 

Denken wir uns nun ein vollstiindiges Restsystem [ von Formen 
R* Ordnung fiir d, hingeschrieben. Ist F' irgend eine Form, so wird [ 
eine Form A enthalten, von der Art, daB F =A mod.d,. Dann ist auch 
F' = A mod. (d,, d,). Mithin werden die Formen von [ mehr als geniigen, 
ein Restsystem von (d,, d,) zu bilden. Greifen wir aus [ diejenigen 
a,,°*++, @, heraus, welche ein vollstindiges Restsystem von (d,, d,) bilden. 
Ist B irgend eine Form von [, die nicht gleich einem der a,, so ist fiir 
irgend einen Index i 

a, — B= 0 mod. (d,, d,), 
denn sonst wiirden die a; kein vollstindiges Restsystem fiir (d,, d,) bilden. 
Ersetzen wir B durch B’ = B+ C in der Weise, wie vorhin angegeben, 
so daB a,— B’ =0 mod. d, und C=0 mod. d,, und nennen wir (a,— B’) 
b,, so ist a; +b, ein Glied von fF, Wenn dies fiir irgend einen Index i 
der Fall ist, so muf es auch der Fall sein fiir jeden Index i. a,+d, 
kann nimlich nicht =a, +b, mod. d, sein, da a, nicht =a, mod. d,, und 
auch nicht =a,, da a;—a, nicht = 0 mod. (d,, d,). TF besteht somit zum 
mindesten aus den Formen a, und a;+0),. Es sei B eine Form von [, 
die nicht unter den eben genannten enthalten ist. Alsdann verfahren wir 
genau wie oben und finden damit, dab B sich ersetzen li®t durch a; + b,, 
wo b, =0Omod.d, und ¢ irgend ein bestimmter Index. Man kann nun 
wieder zeigen, daB a,+ 0, fiir jeden Index i [ angehdren muf. Denn 
einerseits kaun a;+b, nicht =a,-+ b, mod.d, sein, weil a, nicht =a, 
mod. d,, noch a, +b, =a, oder a, + b, mod. d,, da a,— a, ja auch nicht 
= 0 mod. (d,,d,). So fortfahrend erschlieBen wir, daB [ sich in die Ge- 
stalt bringen laBt 

Ay, A, + by, ++, +d, 

ay; Ay + dy, +++, dy +B, 


Ay, &, + dy, +++, A + d,. 
Ebenso lat sich das vollstiindige Restsystem von d, in die Gestalt 
bringen 
Ay, Ay + Cy, ++, UG 
Ag, Ay + Cg, ***, ye +e 


yy Uy + Cg, ++» MG, 
wo die c; dem Modul d, angehéren. 
Ich behaupte nun, wenn noch der Kiirze halber 6, = 0, ¢, =0 ge- 
setzt wird, daB die h-k-1 Formen 
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a,+6,+ ¢, 
ein volistindiges Restsystem fiir [d,,d,] ausmachen. 
Keine zwei dieser Formen sind mod. [d,,d,] kongruent. Denn aus 


a, +b; + ¢, =a, + b, + ¢, mod. [d,, d,] 


fol 
s a; = a, mod. (d,, d,), 
also eile: 
i=i 
¢, = ¢,, mod. (d,), 
also 
a, + ¢, =a,;+ ¢,, mod. (d,) 

und ; 

n=, 
ebenso 

j=J. 


Ist F' eine beliebige Form, so ‘lassen sich Indizes i, j finden, 
derart, daB 
F — a,—b,=0 mod. d, 
und Indizes 
iv, n, 


so daB 
F — a, — ¢, = 0 mod. dy. 
Dann ist 
F—a,—b,—c, = 0 mod. d, 
und 


F — a, —b, —c¢, =0 mod. d,. 
Durch Subtraktion kommt, wie leicht ersichtlich, 
a, — a, = 0 mod. (d,, d), 
somit i= 7 - F —a,—b,—c, gehért also sowohl d, wie d,, d. h. [d,, d,| 
an. ' war aber eine beliebig zu wihlende Form R'* Ordnung. 


Das System a; + 6, + ¢, ist danach in der Tat ein vollstiindiges Rest- 
system R** Ordnung fiir [d,, d,]. 


Nun ist 4 
D{d,, dq] =hkl, : 
D(d,, a) =h, | 
Dd, =hk, : 
Dad, =hl, 


Satz XV infolgedessen evident. Es zeigt sich tiberdies, daB D/(d,, d,), 
Dd,, Dd, Teiler sind von D[d,,d,], und daB D(d,,d,) ein Teiler ist 
von Dd,. 
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31. Satz XVI. ,Ist M ein ganzzahliger Modul, so lassen sich seine 
Formen R** Ordnung darstellen in der Gestalt 


uf, » dati 4 Untns 
Wo u,,°-+,%, beliebige ganze Zahlen und f,,---,/f, geeignet ausgewahlte 
ganzzahlige Formen sind. Dabei ist »n = p(R) — HM(R), und es ist még- 
lich, h = HM(R) ganzzahlige Formen 


fata “" "yp Tm+h 
anzugeben, die mit /,,---,/, ein Fundamentalsystem aller ganzzahligen 
Formen R'* Ordnung bilden.“ 
Ist F,,---, F,,, irgend ein beliebiges Fundamentalsystem aller ganz- 
zahligen Formen R‘** Ordnung. z. B. das System der Potenzprodukte der 
Variablen, so kann man die Form 


F=v,F, + oo Oa Fags 
den h Bedingungen unterwerfen, M anzugehéren, und so h lineare homo- 
gene ganzzahlige Gleichungen fiir die v,,---,v,,, herstellen. Seien die- 
selben etwa 

=0,---,4,=—0. 
Haben die Determinanten der von /,,---, J, gebildeten Matrix einen ge- 
meinsamen Teiler, und ist p ein Primzahlteiler desselben, so kann man 
in der Algebra modulo p nichtverschwindende Zahlen w,,---, w, be- 
stimmen, derart, daB identisch wil, ++-++w,l,=0 mod. p. Ist in dieser 
Beziehung w, eine von 0 verschiedene Zahl, so kann man das System 

li, le, tee l, 


ersetzen durch das andere 
1 
> (wl, +-+-+ ml), byes h, 


das auch ganzzahlig und dem ersteren fiquivalent ist. Haben die Deter- 
minanten der von diesen Linearformen gebildeten Matrix noch einen ge- 
meinsamen Teiler, so ist er jedenfalls kleiner als der des ersten Systems. 
So kann man fortfahren, bis schlieBlich ein System ganzzahliger Formen 
der », 

L 
erhalten wird, die gleich 0 gesetzt, dieselben Bedingungen aussagen wie 
die Gleichungen J, = 0,---, 1, = 0 und deren Matrix keinen gemeinsamen 
Teiler mehr enthalt. Nun wihlen wir irgend ein System ganzzahliger 
Linearformen der v;: Z,,---, L,, so daB die Determinante der LD, gleich 1 
ist. Dies ist nach den Elementen der Zahlentheorie méglich. Alsdann 
bestimmen sich die f,,---, f,,, aus der Identitiit 


v, F, + + Fagan LAF + Laas nth 


mt+ir °° *9 Dy 4 
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ebenfalls als Fundamentalsystem der Formen R'* Ordnung, da ja die 


Transformationsdeterminante der /,,---, f,,,, in bezug auf die F,,---, F’,,, 
gleich 1 sein muB. Die Gestalt der letzteren Beziehung erweist die Be- 


hauptung. 

32. Satz XVII. ,Ist M ein ganzzahliger Modul der Stufe m— 1 
und f eine beliebig vorgegebene Form, so gibt es eine ganzzahlige Form F 
der Koeffizienten von f, deren Ordnung gleich der Hilbertschen Funktion 
von M ist und die nur verschwindet, wenn / nicht relativ prim zu M. 
Ist f relativ prim zu M, so ist (M,/f) ein Divisor, und es gilt 

D(M, f)(R) =F 
fiir geniigend groBe Werte von R.“ 

Es sei h die Hilbertsche Funktion von M, k die Ordnung von F 
und R so groB gewihlt, daB der Wert von HM(R—k) =h ist. Stellen 
wir uns dann ein Fundamentalsystem der Ordnungen R und R—k von M 
in der Weise her, wie es Satz XVI vorschreibt. 

Die Funktionen F,,,,---, F,,, seien fiir die Ordnung R a,,---, a,, 
fiir die Ordnung R—k b,,---, b,- 

Die Formen R** Ordnung von (M, F’) erscheinen in der Gestalt 
u,f,+---+u,f, + pf, wo p eine ganzzahlige Form der Ordnung R—/k. 
pf ist modulo M einer linearen Form der a,,---, a, kongruent 

p-f=A,a,+---+A,a, mod. MU, 
wo die A,,---,A, von den Koeffizienten von p und f linear abhiingen. 
p ist einer linearen Form der b,,---, b, kongruent 
p= B,b, f-eeet Bb, mod. M. 

Die A, sind also gewisse angebbare ganzzahlige lineare Formen der B,. 
Nach den Sitzen von Frobenius-Smith enthilt das vollstiindige Restsystem 
der Linearformen A;, wenn die JB, irgendwelche ganzzahlige Werte an- 
nehmen, eine Anzahl Glieder, die durch den Wert der Determinante der 
A, angegeben wird. Dieselbe ist eine ganzzahlige Form der Koeffizienten 
von f der Ordnung / und nur dann gleich 0, wenn die A,, ---, A, linear- 
dependent sind, (M,/) also kein Divisor ist. Damit ist die Behauptung 
vollstindig erwiesen. 

Die Form F der Koeffizienten von f hat folgende Kigenschaften. 
Es ist identisch 

F-O= piu, +--+ + piu, + pf. 
Hier bedeutet u,,---,u, eine Basis von M; p, p,,---, p, ganzzahlige 
Formen.der 2,,--+,,, wie der Unbestimmten von /, ® eine beliehig ge- 
gebene ganzzahlige Form, deren Ordnung geniigend groB ist. Es ist dies 
eine unmittelbare Folge der Darstellbarkeit von F’ als Determinante. Die 
Form fF ist primitiv. Wiire dies nicht der Fall, so wiirde F’ in der 
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Algebra modulo einer Primzahl » verschwinden, die A,,---, A, wiirden 
in dieser Algebra linear-dependent sein und die Formen von (M, f) hitten, 
was auch f sei, in der Algebra modulo p einen Punkt gemein. Die 
Formen von M hiitten also in der Algebra modulo p Gebilde gemein, 
deren Stufe hiéchstens m— 2 wiire, wiiren also teilbar durch Divisoren 
der Stufe m— 2, was gegen die Voraussetzung verstéBt, daB M ein ganz- 
zahliger Modul der Stufe m— 1 sein soll. 


Es ist ferner 
F(f): FQ =F(f-9), 


d. h. das einem Produkte zweier Formen entsprechende F' ist das Produkt 
der den beiden Formen beziehungsweise entsprechenden F. Setzen wir 
niimlich etwa 

p=2,:d,+---+4,-d,mod. M, 


wo d,,:--+,d, die f,,---,f, der Ordnung von p, ferner in analoger Weise 


p:g=A,a,+---+A,-a, mod. M 
p-f=Bb,+---+B,-b, mod M 
p-f-g=C,eq,+---+ C,-¢, mod. M, 


so sind die A,,---,A, gewisse lineare Formen der Unbestimmten von g 
und der z,, die B,,---, B, solche der Unbestimmten von f und der 2,, 
die C,,---,C, solche der Unbestimmten von /, g und der z;. Nun ist die 
Determinante der letzteren in bezug auf die z, teilbar durch die Deter- 
minante der A,, --, A, wie B,,---, B, in bezug auf die z,, weil die 
C,,-++,C, auch als ganze lineare Formen der A,,---,A, wie B,,---, B, 
darstellbar sind. Die Behauptung ist damit evident. 

33. Eine andere Folge des Satzes XVI ist der folgende 

Satz XVIII. ,Ist M ein ganzzahliger Modul, » eine ganze Zahl, 


80 1st 


D (M, n) (R) = n#¥®) 4 


Denn stellt man die Formen R** Ordnung in der Weise dar, wie es 
Satz XVI als méglich erweist, so zeigt sich, daB eine beliebige ganz- 
zahlige Form mod. (M,) einer Form der Gestalt 


WA +: +uh 


kongruent ist, wo die u, unabhiingig voneinander die Werte 1,---, 
durchlaufen und k = HM(R) ist. Diese Formen sind aber inkongruent 
mod. (M,), die Behauptung also klar. 

Es ist durch Satz XVIII die Méglichkeit gegeben, Siitze tiber 
Dedekindsche Funktionen sogleich in solche iiber Hilbertsche Funktionen 
ganzzahliger Moduln umzuwandeln. 
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34. Die Systeme von Formen 
Uy, * ty Uy 


welche durch Primideale h*** Stufe, aber nicht durch solche niederer Stufe 
teilbar sind, bilden Ideale, welche durch ebenso merkwiirdige Eigenschaften 
ausgezeichnet sind wie die Moduln solcher Systeme. Es gilt 

Satz XIX. ,Ist das Ideal 


(4, pic U,) 
nicht durch Primideale niederer als h** Stufe teilbar, und ist h< m, so 


ist identisch 


(u, Ct ae Uy) aia 1%; i en Qs, d,, ie d,|, 


wo die Q; und d; primiire ganzzahlige Moduln und Divisoren h'** Stufe sind. 
»lst h = m, so ist 
(ty, +++, u,) = [d,,-°° d;, r|, 

wo d,,---, d; primire Divisoren sind und r den Inbegriff der ganzzahligen 
Formen bedeutet, die apolar zu Q(u,,---, u,,) oder von héherer Ordnung 
als 2 sind. Die Dedekindsche Funktion eines solchen Ideals (u,, - - -, w,,) 
ist dem absoluten Werte der Resultante von w,,---,%,, gleich und zwar 
fiir jeden Wert von R, der gréBer ist als a, +---+a,,—m, wenn a, die 
Ordnung von wu, bezeichnet.“ 

Zunichst leiten wir einen Hilfssatz ab. Das Ideal (w,,---, u,) hat 
unendlich viele Basen, wenn h>1. Zum Beispiel hat (u,,u.) die Basis 
U,,U_ + pu, wenn die Ordnung von uw, gréBer als diejenige von u, oder 
ihr mindestens gleich ist und p irgend eine Form ist, deren Ordnung die 
Differenz der Ordnungen von u, und w,. Wir werden nun zeigen, dab 
(u,,--*, &,) eine Basis hat 

Way Mes °° **9 Sis 
derart, daB 
Mis °° *s Meus 
die Basis eines ganzzahligen Moduls bilden. 

Beweisen wir dies zunichst fiir h= 2. Ist eine der beiden Formen 
U,,U, primitiv, so ist die Richtigkeit der Behauptung klar, denn man 
brauchte nur diese primitive Form =v, zu setzen, um die Forderung zu 
erfiillen. Sind beide imprimitiv und hat u, keine kleinere Ordnung als u,, 
so muB unter den Voraussetzungen des Satzes XIX eine der Formen 


Uy + pu, 


primitiv sein. wu, und u, kénnen niamlich nicht beide durch dieselbe Prim- 
zahl teilbar sein, da sonst ihr Ideal die Stufe 1 hitte. Die gemeinsamen 
Teiler der Koeffizienten von u, und u, sind daher relativ prim zueinander. 
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Die Koeffizienten von u,+ pu, sind somit lineare nicht homogene 
ganzzahlige Formen der Koeffizienten von p, und diese haben als Formen 
nicht einen gemeinsamen Teiler. Sie sind nicht fiir irgend ein Wert- 
system der Koeffizienten von p Null. Man kann daher den letzteren 
solche Werte erteilen, da die betreffenden Linearformen keinen gemein- 
samen Teiler haben. Nachdem dies geschehen, ist u, + pu, eine primitive 
Form, die Basis 

=U + pu, %W= Uy 
erfiillt daher die Forderung des Hilfssatzes. Derselbe ist also bewiesen, 
wenn h= 2. 

Beweisen wir den Hilfssatz durch Induktion. Sei die Richtigkeit des 
Satzes angenommen fiir den Wert h—1. Ist u, eine Form, deren Ord- 
nung nicht gréBer ist als die einer der anderen u,, so bestimmen wir 
Formen 

°°» Ua, 

deren Ideal dem von wu, ---,%,_, tiquivalent ist, und so, daB v,,---,% 9 
einen ganzzahligen Modul bilden. Alsdann suchen wir p so zu bestimmen, 
daB v%,,--:,%_»9, w+ pu, einen ganzzahligen Modul bilden. Dies ist 
unter den Voraussetzungen des Satzes XIX immer méglich. w + pu, wird 
nicht eines der irreduziblen den v,, ---, 7,» gemeinsamen Gebilde C,, ---, C, 
enthalten. Bilden wir die Reihenfolge der Gleichungen, welche die Koef- 
fizienten einer unbestimmten Form / derselben Ordnung wie w erfiillen 
miissen, damit sie eines der C; enthalten, und ersetzen die Koeffizienten 
von f dureh diejenigen von w+ pu,, so sind dieselben also durch kein 
Wertsystem der unbestimmten Koeffizienten von p identisch zu befriedigen, 
auch kénnen sie keinen von den Unbestimmten unabhingigen gemein- 
samen Teiler haben, da sonst modulo desselben das Ideal u,,---, u, die 
Stufe h — 2 hiitte. Mithin kann man diesen Unbestimmten Werte erteilen, 
daB w-+ pu, modulo keiner Primzahl eines der C,,---, C, enthiilt. Dieses 
w+ pu, setzen wir =v,_,, u,=v,. Das Ideal v,,--.,7,_, muB dann 
ein ganzzahliger Modul sein, da der Schnitt von v,,---,v,_, modulo jeder 
Primzahl relativ prim zu v,_,. Der Hilfssatz ist somit erwiesen. 

Sei zuniichst h = m. 

Wir ersetzen w,,---, u,, durch ein ihm im Sinne des Hilfssatzes 
aiquivalentes System v,,---, v,,, Wobei v,,—w,, die Form kleinster Ord- 
nung des Systems. Da v,,---, v,,_, ein ganzzahliger Modul, 2, ---, v,, 
ein Divisor, so ist die Dedekindsche Funktion des Ideals (u,, ---, w,,) 
gleich einer bestimmten primitiven Form Ff’ der Koeffizienten von u,,. 
Dabei ist die Ordnung von F gleich der Hilbertschen Funktion von 
(X,, +++, %,~y). Nun kann man aber nachweisen, daB die Dedekindsche 
Funktion eines Divisors von m Formen irgendwelcher Art 
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fiir geniigend groBe Werte von R immer durch die Resultante dieser 
Formen teilbar sein mu8. Sind nimlich w,,---, w,, Formen mit lauter 
unbestimmten Koeffizienten y,, sind a,,---,a,, die Ordnungen von 
Wyy***y Wy ist 

R>a,+-:-+a,—m 
und ist eine unbestimmte Form R*" Ordnung / in der Gestalt 

f= Py +++ + Pam 
angesetzt, wo die Koeffizienten der p, Unbestimmte 2;, so kénnen die 2; 
obiger Beziehung gemiB bei beliebig gegebenem f immer bestimmt werden, 
wenn Res (w,, ---, w,,) + 9, sonst aber nicht. 

Daraus folgt dann, daB bei unbestimmten y, die Determinanten » (R)** 


Ordnung des aus den Koeffizienten von p,w, + ---+ p,,w,,, die ja Linear- 
formen der z, sind, gebildeten Systems teilbar sein miissen durch 


Res (w,, ea Wy): 
Diese Determinanten haben daher fiir unbestimmte y;,, also erst recht fiir 
bestimmt gegebene Werte der y; zum mindesten den gemeinsamen Teiler 
Res (w,, +++, W,)- 


D(w,, +--+, w,,) (R) muB daher immer durch Res (w,, ---, w,,) teil- 


bar sein, wenn 


R>a,+---+4a, —m. 
Bedeuten nun a,,---, a, die Ordnungen der u,,---, u,, beziehungs- 


weise 0,,---,v,,, 80 folgt, daB fiir geniigend groBe Werte von R die 
obengenannte Form F' der Koeffizienten von w,, teilbar sein mu durch 


Res (v,, +++) U,—19 Um)» Aber die letztere ist von derselben Ordnung, 
namlich a,---4a,,_,, wie F. Auch war F primitiv; also ist 


F= = Res (%, "ty Unt) Un) 
Man kann auch den Wert von R, von dem ab diese Gleichung gilt, 
ganz genau bestimmen. In der Ableitung von Satz XVII war der Wert 
von F so groB gewiahlt, daB der Wert von HM(R—k) =h ist. Hier- 


fiir geniigt es, im vorliegenden Falle nach Satz I] R>a,+---+a,—m 
za wihlen, denn dann ist die Gleichung 


H(t, +++) Um_1) (RB — ag) = H (0%, +++, m1) (R) 
immer befriedigt. Die obige Gleichung gilt somit fiir alle Werte 
R>a,+---+4,—m. . 
Dies beweist den letzten Teil des Satzes XIX. 
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35. Stellen wir nun (w,,-+--, u,,) in der Weise des Satzes XIII dar 
(u, ic Un) = [d,, nae d;, r|. 
Wir werden dann zeigen, daB jede Form F R** Ordnung, wo 
R>a,+-+++a,—m, 

welche zu d,,---, d; gehért, zum Ideal (u,,---, u,,) gehdren muB. Dies 
ist richtig, wenn m=2 und eine der beiden Formen eine primitive 
Linearform ist. Denn dann ist (u,, u,) identisch mit (R - 2,1), wo 1 die 
primitive Linearform, R die Resultante von u, mit 1, x eine Variable, 
deren Determinante mit / die Einheit ergibt. Die primiren Divisoren 
dieser Ideale sind daher von der Gestalt 


p’, l, 
wo p die verschiedenen Primzahlen, welche in R aufgehen, durchliuft 
und p* die héchste in R aufgehende Potenz von p ist. Also muB eine 
Form /, die all diesen primiiren Divisoren angehért und von der Ordnung 
n’ ist, die Gestalt 
R-g+l-g 
haben, wo g mod./ ein Multiplum von a” ist. Wir erweisen die Be- 
hauptung allgemein durch Induktion, indem wir annehmen, daB die 
Behauptung zutreffe im Bereiche von m—1 Variablen, wenn eine der 
Formen wu, primitiv und linear ist, und daraus herleiten, daB sie dann 
gilt im Bereiche von m—1 Variablen iiberhaupt und im Bereiche von 
m Variablen, wenn eine der Formen primitiv und linear ist. Seien 
Wiy°**y) Wag) W»,-1 m—1 Formen im Bereiche von m—1 Variablen, 
W,,°**, W,,_9 bereits so ausgewahlt, daB (w,,---, w,,_.) ein ganzzahliger 
Modul. Es sei / eine primitive und lineare Form, die zu w,,---, w 
relativ prim ist. f sei eine Form der Ordnung R 
R>a,+-:-+4,_,—m+1, 
wo a; die Ordnung von w,; bezeichnet, und gehére zu den primiren Divi- 
soren von (W,,---, W,)- 

Es wird nun nach Satz XIII eine Zahl R geben, so groB, dab f dann 
eo ipso zum Ideal (w,,---, w,,_,) gehért. Um nachzuweisen, daB diese 
Zahl =a,+---+a,,—m-+2 ist, nehmen wir zuniichst an, sie sei gréBer 
als diese Zahl und machen klar, daB sie dann noch kleiner gemacht 
werden kann. Ist also die Ordnung von f um die Kinheit kleiner als 
diese Zahl, so folgt 


m—1 


L- f= 0 mod. (w,, +++, W,_1)5 
d. h. es wird ganzzahlige Formen p,,---, p,_, geben, so daB 
L. f= pw, t+ ++ Dai Mm -1- 


Da / relativ prim zu w,, +--+, Wy_2) W_—1, 80 Wird p,,_, zu den primiaren 
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Divisoren von 1, w, ---, w,,_, gehdren, also nach Voraussetzung, da auch 
die Ordnung von p,,_, die Bedingung des Satzes XIX erfiillt, zum Ideal 
Wy, ***; W__g, ' gehéren. Eine ganzzahlige Form gq wird daher existieren, 


so daB 


na— 


Pm —1 = ql mod. (w,, +++, Wy_2)3 
es wird also sein 
lf —lq-w,,_, =0 mod. (w,, ---, w,,_») 
und nach Satz I 
f — qwv,_; = 0 mod. (w,, «++, w,,_9)- 


Nun sind aber f, q, w,,_, ganzzahlige Formen. Die linke Seite ge- 
hért also zum Ideal w,,---, w,,_,, welches ja ein ganzzahliger Modul 


ist, und demnach f zum Ideal 


Wy, °**> Wai: 


Die betreffende Ordnung kann also reduziert werden, solange 
R>a,+---+4,_,—m+2. 


Satz XIX ist demnach richtig unter der Annahme des Induktionsschlusses 
im Bereiche von m— 1 Variablen. 

36. Seien nun w,,---, W,,_, m Formen, von denen die letzte pri- 
mitiv und linear, im Bereiche von m Variablen. Wir wihlen ein System 
von m—1 ganzzahligen Linearformen, deren Determinante mit / die 


Einheit ergibt, und entwickeln 7,,---, w,,_, und f nach ihnen. So kommt 
w, = w, +1-w," 
Wy 1 = Wy, +1 0),_, 
=r +r, 
wobei die einfach gestrichelten Formen von / unabhingig sind. Da f zu 
den primiren Divisoren von w,,---, W,,_;, / gehért, so wird f mit irgend 
einer von / unabhiingigen Form geniigend hoher Ordnung multipliziert 
zum Ideal (w,,---, w,,_,,/) gehéren, f’ wird also mit einer solchen 
Form multipliziert (w,', ---, w,,_,) zugehéren, f’ wird somit zu den pri- 
miren Divisoren von (w,’,---,w,,_,) gehéren. Ist nun noch die Ordnung 
von f nach der Bedingung von Satz XIX gréfer als 


a,+---+a,_,+1—m, 
so wird f nach dem bereits Bewiesenen zum Ideal (w,’, ---, w,,_,) 
gehéren. Dies schlieBt aber offenbar ein, daB f zum Ideal (w,, ---, w,,_,, 2) 
gehére. Es ist damit durch Induktion klar gestellt, daB jede Form, deren 
Ordnung gréBer als a, + ----+ a,,— m und die zu den primiren Divisoren 
von (u,,---, &,,) gehért, zum Ideal ‘u,,---, u,,) gehéren mubB. 
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Es sei f eine ganzzahlige Form, deren Ordnung < a, +---+a,,—m, 
die apolar zu Q(u,,---, u,,) ist und die zu den primiiren Divisoren d, 
gehért. Wir wollen dann nachweisen, daB f zum Ideal (u,,---, u,,) ge- 
héren muf. Dieser Satz ist offenbar richtig, wenn m = 2 und eine der 
Formen u, eine primitive Linearform ist, denn dann ist eine zu Q(u,, u,) 
apolare Form ein Multiplum dieser Linearform. Erweisen wir demnach 
die Behauptung durch Induktion, indem wir zeigen, daB der Satz richtig 
sein muB, wenn er richtig ist fiir m—1 Formen, von denen eine primitiv 
und linear ist, im Raume von m— 1 Variablen. 

Aus der letzteren Voraussetzung folgt zunichst, daB der Satz richtig 
ist fiir m—1 beliebige-Formen von m—1 Variablen. Seien w,,---, w,,_, 
die Formen, bereits so gewihlt, daB w,,---, w,,_, eimen ganzzahligen 
Modul bilden. Sei / eine primitive zu (w,,-+--, w 
Linearform. 

Ist f eine zu Q konjugierte Form der Ordnung von Q und gehért 
es zu den primiaren Teilen von (w,,---+, w,,_,), so wird 1-f zum Ideal 
(W,,***, W,—,) gehGren, d. h. es wird eine Identitit existieren 

L- f= pW, + +> + Pair %m—a) 
wo die p; ganzzahlige Formen. Auch wird, da f apolar zu (w,,---, w,,_1), 
eine nicht notwendig ganzzahlige Identitiit existieren 


f= Gy ++ +++ Qmi1lm—s 


‘+, W,-1) Yelativ prime 


also wird sein 
(Pm—1—"Gm—1) @m—1 = O mod. (w,, «++, Wy_2) 

und nach Satz I 

Pa-1 = 'd_—1 Mod. (,, +++, W_3)3 
Pm— , Wird daher apolar sein zu 

Q (Wy, +++) Wy, I). 

Auch wird p,,_, zu den primiiren Divisoren von (w,,---, W,,_9, 1) ge 
héren, da 

Pm—1@m—1 = 0 mod. (w,, +++, Wy~9, 2) 


und w,,_, relativ prim zu w,,---, W,,_», 1. Mithin wird nach Voraus- 
setzung p,,_, zum Ideal (w,,---, w,,_», 2) gehéren. Sei 

Pos = Gb + GM, +++ + An-2Mm—s- 
Setzen wir diesen Wert in die Identitit 

Ls f= pW, ++++ + Pai Vm—y 
so folgt eine Identitit der Gestalt 
Uf — QWy_1) = 80 + +++ + Sy 9 Wns: 
Nach Satz I ist 
f — qw,,_, = 0 mod. (w,, +++, Wp,_2)- 
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Doch (t,,---, #,,_3) war ein ganzzahliger Modul und /, g, w sind ganz- 
zahlige Formen. Somit ist dann f= 0 mod. (w,,---, w,,_,). Dies er- 
weist die Richtigkeit der Behauptung fiir Formen f derselben Ordnung 
wie Q und genau so kann man Schritt fiir Schritt die Richtigkeit der 
Behauptung erweisen fiir um die Einheit abnehmende Ordnungen. Der 
Satz ist also unter der Voraussetzung des Induktionsschlusses richtig fiir 
m—1 beliebige Formen im Bereiche von m—1 Variablen. Hieraus 
folgt nun wieder, daB der Satz richtig ist fiir m— 1 Formen und eine 
primitive Linearform / im Bereiche von m Variablen. Seien die m— 1 
Formen w,, ---, & Entwickeln wir dieselben nach einem System von 
m linearen ganzzahligen Formen der Variablen, deren Determinante 1 ist 
und von denen / eine ist. Setzen wir 


m—1i1* 


, ” 
w,=w, +lw,, 


Wy = Wy 1 + 100, 3, 
f=f +", 
wo die w,',---, w,,_,, f von l unabhingig sind, so ist f° apolar zu 
Q(w,', - ++, W_4), 


*) m1, 
da aus der Apolaritiit von f zu Q(w,, -- 


-, W,,-1, 2) die Existenz der Kon- 
1) und f’ =0 mod. (w,’, ---, w’ 


m—1 


gruenzen f= 0 mod. (w,,---, & ) folgt. 


’m—1y 
Da f zu den primiiren Divisoren des Moduls (v,, -- 
hért, so auch zu denen von (w,',---, 


+» Wy1, 0) ge 
m1 })- 

Ein Multiplum geniigend hoher Ordnung von f mu8 also zum Ideal 
(w,', +++, W,,-4, 2) gehGren, f’ muB daher zu den primiren Divisoren von 
(w,',--+, wi_,) gehéren. Mithin sind die notwendigen Voraussetzungen 
dafiir erfiillt, daB f’ zum Ideal (w,',---, w,,_,) gehére, und dies schlieBt 
offenbar ein, daB f zum Ideal (w,,---, w,,_,, 2) gehére. 

Der Beweis durch Induktion von Satz XIX fiir den Fall h = m ist 
damit vollendet. Fiir h<m folgt Satz XIX aber leicht aus obigem. 
Seien die primiren Ideale h** Stufe von u,,---,«, mit J,,---, J; be- 
zeichnet und sei 

f=0mod.[J,--:, I. 

Seien #,,,,°-::, ¢,, Formen mit unbestimmten Koeffizienten und von 
sehr hohen Ordnungen. f gehédrt alsdann zu den primiren Divisoren 
von u,,-+--, u,,, da die primaren Ideale, welche (u,,---, u,) auBer den 
I,, +++, J; noch haben mag, die also von héherer Stufe als h sind, durch 
fortgesetzten Schnitt mit relativ primen Formen u,,,, %,,. ete. schlieBlich 
zur Gesamtheit aller Formen werden miissen. Auch ist f apolar zu 


Q(u,, +++, U,,), da f, wenn nicht zum Ideal, doch nach Satz XI zum Modul 
(u,, +--+, &) gehért. Somit gehdrt f nach dem, was bereits bewiesen, zum 
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Ideal (u,, +++, ty, Uy4ay °**> Um), Was wegen der Héhe der Ordnungen von 
Unii,°**y U, darauf hinauskommt, daB f zum Ideal (u,,---, u,) gehért. 
Satz XIX ist damit in allen seinen Teilen bewiesen. 
37. Zum SchluB erweitern wir die Definition der Dedekindschen 
Funktion auf beliebige Ideale. Ist J irgend ein Ideal, so bedeute 


DJ(R) 
die Anzahl der Formen R** Ordnung, welche simtlich dem J entspre- 


chenden Modul angehéren und fiir ganzzahlige Formen dieses Moduls ein 
volistindiges Restsystem in bezug auf J bilden. Ist 


hy wets i 


ein Fundamentalsystem aller ganzzahligen Formen R*™ Ordnung des J 
entsprechenden Moduls und setzt man 


UWA tes + Uh, = 1% +++ + P%, 


WO v,,°°+,, eine Basis von J, p,,-+-++, p, Formen mit unbestimmten 
Koeffizienten z;, die u,,---, vu, Unbestimmte sind, so sind die letzteren 
lineare Formen der zg; und jedem Wertsystem der u, entsprechen Wert- 
systeme der z;. Aus diesem Grunde verschwinden die Determinanten der 
Ordnung » der Linearformen wu; nicht siimtlich. Thr gréBter gemeinschaft- 
licher Teiler ist nach den Siitzen von Frobenius-Smith gleich der Dede- 
kindschen Funktion von J fiir die Ordnung R. Nur eine endliche Zahl 
der ¢,,---,e, des Systems der w; kénnen von 1 verschieden sein, und 
ihre Indizes sind fiir geniigend groBe Werte der Ordnung R Polynome 
von R. Denn J ist nach Satz XIII gleich (M,d,r), wo M ein ganz- 
zahliger Modul, d ein Divisor, » was man ein ,,endliches“ Ideal nennen 
kénnte und es zeigt sich auf die folgende Weise, dab 


D(M, d)- DJ = Dd 
fiir alle Werte FR ist. Es sei A,,---, A, ein vollstiindiges Restsystem 
R Ordnung von (M, d). Ist dann B ein Glied des vollstiindigen Rest- 
systems von d, das nicht in obigem enthalten, so ist 

B= A, mod. (M, d) 
fiir einen Index 7. Mithin ist folgende Zerspaltung méglich 

B— A,= B'+ B’, 


wo B’=0mod.M, B”=O0modd. B— B” =A,+B’ ist also eine 

Form, die im vollstindigen Restsystem von d B ersetzen kénnte. Fiihren 

wir die Substitution aus. Es ist dann A,+ B’ fiir jeden Wert des Index i 

ein Glied des vollstiindigen Restsystems modulo d, da die Kongruenz 

A,+ B’=A,mod.d m A,;= A, mod.(M, d) fihren wiirde. Man kann 
6* 
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danach zeigen, daB das vollstiindige Restsystem von d sich in die Gestalt 
bringen lassen muf 


A, + B,,---, A, + B, 
A, + B,, oe A, + B,, 
wo 
A, = 0 mod. M. 

Fiir einen bestimmten Index h wird nun A, + B,,---, A, + B, ein 
vollstiindiges Restsystem von J in bezug auf die Formen R“* Ordnung 
von M sein. Offenbar ist nicht fiir verschiedene Indizes i, j 

B,= B, mod. d, 
da 
A,+B, nicht =A, + B; mod.d. 

Ist F irgend eine Form R‘* Ordnung von M, so wird es Indizes h, k 
geben, so dab 

F=A,+ B,mod.d. 
Der Index h wird immer derselbe sein, denn aus obigem folgt 

A, = 0 mod. (M, d). 


A, + B,, +--+, A, + B, ist also in der Tat ein vollstindiges Restsystem 

der Formen von M in bezug auf J. Ihre Anzahl ist 6. Es war aber 
D(M,d)=a, Dd=a-b. 

Die Behauptung ist damit klar gestellt. 

Die kleinste Zahl, mit der multipliziert Formen von M dem Ideal J 
angehéren, ist fiir geniigend groBe Werte von FR jedenfalls nicht gréBer 
als die kleinste d zugehérige Zahl. Hieraus und aus Schliissen, die den 
schon friiher angestellten parallel laufen, ergibt sich die Richtigkeit des 
folgenden Satzes: 

Satz XX. ,,Die Gesamtheit der Formen R** Ordnung eines Ideals J 
ist darstellbar in der Gestalt 


A (uf, +++ +f.) + Bags shass +::-+%f,) +:-> 
+ N (ya sheg1 + T° + U,f,)- 


Hierbei bedeuten f,,---,f, Formen, die Teil eines ganzzahligen Funda- 
mentalsystems aller Formen R'* Ordnung bilden kénnen. Die u,,---, u, 
sind beliebige ganze Zahlen, A, B,---, N sind ein System sich mit R 
nicht andernder ganzer Zahlen, von denen jede durch die vorhergehende 
teilbar ist, und a, b, ---, m sind Funktionen von R, welche fiir geniigend 
groBe Werte von RF gleich Polynomen von R sind.“ 
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Kapitel III. 
Erweiterung auf Potenzrethen..: 


38. Die Grundlagen der bisherigen Untersuchung seien nun erweitert 
auf den Bereich der analytischen Funktionen. Auch dann bleiben viele 
der bisherigen Ergebnisse bestehen und andere fiigen sich an, welche fiir 
die Erkenntnis gewisser Beziehungen sowohl in der Funktionentheorie wie 
in der Algebra von Bedeutung sind. 

Der Bereich der Funktionen sei der der Potenzreihen von m— 1 
Verinderlichen 

Ly, Hey ** *y Um_yy 
welche um den gegebenen Punkt 
P=4%4,=%=::-=2,_,=0 


herum einen endlichen, wenn auch beliebig kleinen Konvergenzbereich 
haben, so da sich also positive von Null verschiedene GréBen 


C1, Og, ***y Omit 
angeben lassen, derart, daB die Werte 
x < €y) ne) < €3) wes | Hans | < Cn—1 
dem Konvergenzbereich der hier betrachteten Potenzreihen angehéren. 


Sind /;, f2,---, f, derartige Potenzreihen, welche siimtlich in P ver- 
schwinden, so heiBe die Gesamtheit aller Potenzreihen 


Af, +-:-+Ah, 
wo die A,,---,A, ganz beliebige Potenzreihen der 2,,---, 2,,_, sind, ein 
um P analytischer Modul, oder kurz ein P-Modul. Ist E irgend eine 
in P nicht verschwindende Potenzreihe 


E=1+ a2, + ba,+---+ca,2,+---in inf, 


so ist 


Hm 1 (an, + bay +--+ + cay + +++) 


+ (ax, + bay +--+ + Cat +--+? —- 
ebenfalls in derselben Weise entwickelbar. In bezug auf P-Moduln ver- 
halten sich daher Faktoren der Gattung E wie Einheiten. Ist M ein 


P-Modul und ist 
F.E=0 mod. M, 


so ist auch 


F =0 mod. MU. 
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Es sei nun angesetzt 


= a * ™ "m—1 
i= a m4) »%n—1 Mmor**sMm—1 x, "Te 
ee 
CGO +++ @& 
ee (A) eis 
i= > My ***y Mya my soos Met es BMI, 
S «af 


Hier bedeuten also die wee ae 
gegebene GréBen, nur eingeschrinkt durch Konvergenzbedingungen in 
einem endlichen, doch beliebig kleinen Bereich. Unter derselben Ein- 
schrankung sei angesetzt 


fiir jedes System der Indizes 


= “ee. @) n eee n _— 
A, tones 2" ’ aia re | ay? og OE 


wo die @y; ... nm—1 konstante, jedoch unbestimmte GréBen bedeuten. Wir 
setzen nun an 
co 


F= >'n, oot, Rois = = Doss Tm—1, 
0 0 m—1 m--1 


indem wir mit Dhas+-staeat 
die Beziehungen, welche zwischen diesen Variablen obwalten miissen, 


damit eine Beziehung der Art 

F=Ay-fypt--+Aysh 
méglich sei. Durch Vergleichung der Koeffizienten der Potenzprodukte 
am --+ gtm-1 ergibt sich aus obiger Gleichung eine beliebig weit fort- 


ein System Variabler bezeichnen, und suchen 


setzbare Reihe linearer Identitiiten 
Fo, ...0 = 0 


=" (1) (h) A) 
41,0,..,0 = 4%, ..,0f1,0,..,0 t*** + a"... 0f1,0,..,0 


Ss " At i) : 
_ 2 Ay, ..., kfy. 4 Ky 


wo die Summation auszudehnen ist iiber alle Gruppen positiver ganzer 
Zahlen, die 0 mit eingeschlossen, von g, ---, k, 9’, --+, k’, fiir welche 
G+9G =M%,-° kK + Kh —n,_;, 
und iiber alle Indizes i von 1 bis h. 
Wir nennen 
RF -+* FH, er 

die ,,Ordnung“ einer Variablen Yn,,---;mm—1, Climinieren die Unbestimmten 
a aus obigen Gleichungen, indem wir sukzessive erst alle Gleichungen 
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obiger Art der Ordnung r= 0, dann r= 1, dann r = 2,--- betrachten, 
und erhalten auf diese Weise ein System linearer Beziehungen fiir die 
Variablen y 
iu--.2™ 0 
k- 41,0,--.,0 + L- Y,1,...,0 be $2 Yoo...1= 0 
etc. ete., 


welche die ,,Noetherschen Bedingungen“ des P-Moduls (f,, - - -, f,) genannt 
werden sollen. Je nach der Maximalordnung der y, welche auf der linken 
Seite einer Noetherschen Bedingung stehen, werden wir letztere nach 
Ordnungen einteilen, so daB wir von der Gruppe der Noetherschen Be- 
dingungen des P-Moduls der Ordnung 0, 1, 2, ---, »--- sprechen kénnen. 
Die linke Seite einer Noetherschen Bedingung der Ordnung r des Moduls 
werden wir eine Noethersche Form der Ordnung r des P-Moduls nennen, 
und da es im allgemeinen verschiedene Noethersche Formen der Ordnung r 
desselben Moduls gibt, so werden wir von der (linearen) Schar solcher 
Noetherschen Formen als von der Gesamtheit der iiberhaupt mdglichen 
Noetherschen Formen der Ordnung r des gegebenen P-Moduls sprechen. 

39. Wenn eine Funktion F dem P-Modul M angehért, so ist das- 
selbe der Fall mit ¢-F, wo ¢ eine Potenzreihe um P mit beliebigen 
Koeffizienten bedeutet. Diese einfache Bemerkung klirt uns iiber das 
wesentlichste Merkmal der Struktur des unendlichen Systems der Noether- 
schen Bedingungen desselben P-Moduls auf. Denn da die Multiplikation 
von F mit ¢ in ihrer Wirkung auf die Koeffizienten y einer linearen 
Transformation derselben gleichkommt, so ergeben sich durch Hinsetzen 
dieser transformierten Werte fiir die urspriinglichen y wichtige Beziehungen 
zwischen den Scharen Noetherscher Formen. 

Es sei N, die Gesamtschar Noetherscher Formen 7 Ordnung von M. 
Ersetzen wir 


Yan -++» Mya durch . 7 


die Summation ausgedehnt tiber alle Indexsysteme g, ---, k, g',---, k’, 
fiir welche 

g+g7 =n, tae k+k' =n, 1, 
so wird durch diese Transformation F' iibergefiihrt in ¢- F und N, tiber- 
gefiihrt in einen Ausdruck derselben Ordnung 7, welcher, nach den ¢ = 
entwickelt, geschrieben werden kann 


N.- t,...,0 + A, ° th 0,---,0 + B, ° ty,1,--40 ++: + A, : t1,0,---,0 + "i e 


Dabei bedeuten die A,, B,,---, Ag,--- lineare Formen der y allein, A, 
der (r — 1) Ordnung, A, der (r — 2)*" Ordnung ete. Wenn nun N,=0 
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eine notwendige Bedingung ist fiir alle Formen F’, die M angehéren, so 
folgt, da ja die ¢ simtlich Unbestimmte sind, da8 auch 


A, = 0, B, =0,---, A, =9,--: 


Bedingungen sind, die eine Form des Moduls M notwendig erfiillen muB. 

Jede Schar S von Noetherschen Bedingungen 7*** Ordnung zieht daher 
Scharen von Noetherschen Bedingungen kleinerer Ordnung als r notwendig 
nach sich. Die letzteren sind durch den eben beschriebenen Proze8 aus 
S zu gewinnen und heifen die ,,Dependenzen von S“. 

Es besteht nun der 

Satz XXI: ,Jedes System von Noetherschen Bedingungen, welches 
derart ist, daB mit jeder Noetherschen Bedingung auch alle ihre Depen- 
denzen im System enthalten sind, bestimmt einen analytischen P- Modul.“ 

Dabei verstehen wir unter einem analytischen /?-Modul eine Menge 
von Potenzreihen um P, derart beschaffen, daB mit zwei Individuen p 
und g derselben auch ap + bq in der Menge enthalten sei, wo a und b 
beliebige Potenzreihen um P. 

Der Beweis des obigen Satzes ist sehr einfach. Seien die Scharen 
Noetherscher Bedingungen aller Ordnungen 


N, = 0, N, = 0, N,=0,---, N,=0,--- 


und sei die Gesamtheit der Potenzreihen betrachtet, die denselben ge- 
niigen. Ist p ein Individuum dieser Menge, ist a irgend eine Potenzreihe, 
so werden durch Bildung von ap die Koeffizienten von p einer Trans- 
formation unterworfen, die N, iiberfiihrt in eine Summe von Noetherschen 
Bedingungen, die simtlich in dem System N,, N,,---, N, enthalten sind. 
Folglich ist mit p auch ap in der oben bestimmten Menge von Funktionen 
enthalten. Auch sind siamtliche den Koeffizienten der Potenzreihen auf- 
erlegte Bedingungen lineare. Somit ist, wenn p und gq Individuen der 
Menge, dasselbe der Fall mit ap + bq. 

Umgekehrt geht auch aus obiger Analyse hervor, daB das System 
der Noetherschen Bedingungen, welche einem gegebenen P-Modul M an- 
gehéren, die im obigen Satze angegebene Eigenschaft haben muB. 

40. Es gilt nun fiir P-Moduln das dem Theorem I (Kap. Il, Nr. 16) 
fiir Moduln entsprechende Theorem: 

Satz XXII: Sind 

fia far thas: 
eine unendliche Reihe von Potenzreihen um P, so la&t sich immer eine 


Zahl k bestimmen, derart, daB fiir jeden Index i>k Potenzreihen um P 


Py, Poy ** *> Pe 
existieren, die eine Beziehung 
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=D: ht: +a h 


befriedigen.“ 

Das Prinzip des Beweises dieses Satzes beruht auf einem anderen 
wichtigen Satze: 

Satz XXII: ,,Ist 


OO +++ GO 


Fai “ee n o2 6 n _ 
f eae D ra ? aan a xy" io 
irgend eine gegebene Potenzreihe, so liBt sich immer eine in 


=0 

nicht verschwindende Potenzreihe G angeben, derart, daB G-f eine Potenz- 
reihe, in der die Potenzen einer der Variablen nicht iiber einen angeb- 
baren Grad steigen.“ 

Dieser Satz ist von WeierstraB gegeben und bewiesen worden (Math. 
Werke, Bd. Il, Nr. 10). Der Beweis kénnte auch durch Koeffizienten- 
vergleichung und, beziiglich der Konvergenz von G, nach dem Cauchyschen 
Verfahren fiir die Integrale analytischer Differentialgleichungen gefiihrt 
werden. 

Aus Satz XXIII ist der Beweis des Satzes XXII unschwer zu er- 
bringen. Dieser Satz ist offenbar richtig, fiir Potenzreihen nur einer 
Variablen, aus dem schon von Hilbert angefiihrten Grunde. Fiihren wir 
nun den zu erbringenden Nachweis durch Induktion, genau wie Hilbert, 
so kénnen wir durch die Darstellung jeder der Funktionen /,, f3,---, f,,, °°: 
in der durch den Satz XXIII als méglich erwiesenen Gestalt 

f= F, : (a9 +49-1A +29-?B 4+: . ‘) 
(wo F, eine in P nicht verschwindende Potenzreihe, x eine Variable, 
A,, B,, +--+ Potenzeihen der tibrigen m — 2 Variablen), auch den iibrigen 
Schliissen von Hilbert genau folgen. 

41. Auch der Irreduzibilititsbegriff hat eine Bedeutung in der Algebra 
der Potenzreihen um P, vorausgesetzt nur, daB in P nicht verschwindende 
Potenzreihen als Einheiten betrachtet werden. 

Danach heiBt eine Potenzreihe f um P irreduzibel, wenn es nicht 
méglich ist, zwei in P verschwindende Potenzreihen A, B zu finden, so 
daB identisch F= A-B. Es besteht der 

Satz XXIV: ,Jede Potenzreihe um P 1JaBt sich nur auf eine Weise 
in der Gestalt 


go: ee 0, s9%) Day 


f= A*. B’... C8 


darstellen, wo A, B,---, C irreduzible Potenzreihen um P sind.“ 
Dabei ist also eine Potenzreihe um P jeder anderen, die sich von 
ihr nur um einen in P nicht verschwindenden Potenzreihenfaktor unter- 
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scheidet, aiquivalent gesetzt. Fiir Funktionen einer Variablen ist die Be- 
hauptung augenscheinlich, da die Variable selbst die einzige irreduzible 
Form, und jede Potenzreihe einer Potenz derselben aquivalent ist. Man 
beweist Satz XXIV durch Induktion, indem man nach Satz XXIII jede 
Potenzreihe einer anderen der Gestalt 


af + 29-*f, + a9 fy tee +f 
aiquivalent setzen kann, unter /,,---,/, Potenzreihen der m— 2 anderen 
Variablen verstanden, und dann den Schliissen der Algebra folgt, die den 
Irreduzibilititssatz fiir Formen erweisen, und die im letzten Grunde auf 
dem ja auch hier anwendbaren Euklidischen Verfahren zur Feststellung 
des gréBten gemeinsamen Teilers zweier Formen beruhen. 

Ist f irgend eine irreduzible Potenzreihe, so definiert f= 0 eine P 
enthaltende Oberfliiche, und zwar als die ganze Mannigfaltigkeit von Wert- 
systemen 2,,---, %,,_,, die f=0 machen und deren absolute Werte kleiner 
sind als eine angebbare vom Konvergenzbezirk der Reihe f abhingige 
GréBe. Diese Oberfliche bei P wird ebenso wie f selbst irreduzibel ge- 
nannt werden. 

Zwei irreduzible Oberflichen bei P ,,schneiden“ sich in einem bei P 
analytischen Gebilde zweiter Stufe, auf welches der Irreduzibilititsbegriff 
ebenso anwendbar ist, wie auf die entsprechenden algebraischen Gebilde. 

Wir ersetzen die Variablen z,,---,x,,_, durch eine lineare homogene 
Transformation mit unbestimmten Koeffizienten, entwickeln die beiden 
irreduziblen Potenzreihen nach Potenzen einer der Variablen gemiif 
Satz XXIII, das Zeichen = im Sinne der Aquivalenz deutend, 


fim 29+ a-* A +--:, 
fy a+ ah A, po 
bilden die Resultante von f,, f, nach 2 
Res. (f,, f,) = F, 


wo F also eine Potenzreihe der iibrigen m — 2 Variablen, und bestimmen 
die irreduziblen Teiler von F. Jedem dieser verschiedenen irreduziblen 
Teiler entspricht, genau wie in den Betrachtungen des Satzes IV, ein 
Gebilde zweiter Stufe und der Mannigfaltigkeit m—2. Uherhaupt lassen 
sich alle Definitionen und Schliisse des Satzes IV hier wiederholen. Es 
zeigt sich, daB jede analytische Konfiguration bei P, definiert durch ein 
System von Potenzreihen bei P, auflésbar ist in eine Gruppe irreduzibler 
analytischer Gebilde bei P und zwar nur auf eine Weise. 

42. Satz XXV. ,,Ist die Anzahl der Noetherschen Bedingungen eines 
Moduls in einem Punkte P endlich, so ist die Mannigfaltigkeit der den 
Formen des P-Moduls gemeinsamen Gebilde = 1.“ 








a eroevweeF-”-™ 
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Wir erweisen diesen Satz, indem wir annehmen, daB die Formen 
eines P-Moduls Gebilde héherer Mannigfaltigkeit als 1 gemeinsam besitzen, 
und dann dartun, da8 der P-Modul infolgedessen beliebig viele Noethersche 
Bedingungen erfiillt. Sei ein Gebilde G bei P allen Formen eines P- 
Moduls M gemeinsam. Es wird méglich sein, die Punkte von G in der 
Nachbarschaft von P durch mindestens einen Parameter k analytisch 
darzustellen: 

t= kh +a, ,h?+-- 
tian i +g +: 


Tua = Fy tak t dy wal! ae 
Da jede Form F von M G enthiilt, so ist fiir obige Werte von 
Ly, °°") L__, identisch 
F(®, +++, 1) = 9 


oder nach dem —s Satz 


oe 1 FG, + 0, 
a oF (0,- 0 
“ 9) (a, k++ a9 h+-- J+ S iy N39) (a B+ ie ee 


windiiuie wir diesen Ausdruck nach Potenzen von k in der Gestalt 
Ak+ Bh?+.--., 
so folgt aus obiger Beziehung 


A=0, B=0,-:. 
Die A, B,--- sind Ausdriicke der Form 
6 F(0, «++, 0) 0F(0, -+-, 0) 
ae fo a 
wo 1, h,--- Konstanten, und die e728) etc. sind nichts anderes als 


was friiher mit y,,...,,_, bezeichnet war. Mithin erhilt man in der 
Tat aus der Tatsache heraus, daB eine beliebige Form F von M ein 
Gebilde héherer Mannigfaltigkeit als 1 bei P enthilt, unendlich viele 
Noethersche Bedingungen fiir die Formen von M und Satz XXV muB 
daher richtig sein. 

43. Es sind nun alle Folgerungen des Satzes VII méglich, und es 
zeigt sich, daB, wenn in genauester Analogie zu den Entwicklungen des 
Kap. II die Begriffe des Prim-P-Moduls und primiren P-Moduls eingefiihrt 
werden, jeder P-Modul M entwickelbar ist in der Gestalt 

M =[D,, D,,---, D,, r], 
wo D,,---, D; primire P-Moduln und r ein P-Modul, dessen Formen 
kein Gebilde auBer P gemein haben. 
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Satz XXVI. ,Die Mannigfaltigkeit der Schar von Noetherschen Be- 
dingungen r** Ordnung eines P-Moduls M nennen wir die Noether- 
Hilbertsche Funktion von M. Ist M ein P-Modul der Mannigfaltigkeit h, 
so ist fiir geniigend groBe Werte von r die Noether-Hilbertsche Funktion 
von M darstellbar als ein Polynom (h—2)*" Grades von r.“ 

Jedem P-Modul M entspricht im Bereiche des Raumes 2,,---, 7,,_, 
ein Modul M’ durch folgende Festsetzung. MM’ enthalte alle Formen in 
X45 **)L_—y, Welche den Term niedrigster Ordnung der Entwicklung eines 
Individuums von M bilden kénnen. DaB die Gesamtheit solcher Formen 
einen Modul M’ bildet, ergibt sich leicht. Denn geniigen p wie q der 
Definition der Formen von M’, so existieren Individuen p und q von M, 
derart daB 

=p+F +9 +-- 
qoq+¢t+g+---, 


wo p’,p’,--- von héherer Ordnung als p, q’,q”,--+ von héherer Ordnung 
als g. Da nun, wenn a und b homogene Formen in 2,,---, %,,_,, ap+bq 
der Anfangsterm von ap + bq, so gehdrt auch ap + bq zur Menge M’. 

Die Formen von M’ der Ordnung r lassen sich nun erhalten, indem 
in einer allgemeinen Potenzreihe F' alle Koeffizienten y der Ordnung <r 
gleich Null gesetzt werden und im iibrigen die y den Noetherschen Be- 
dingungen von M unterworfen werden. Daher ist die Anzahl der Be- 
dingungen, denen die Formen r‘** Ordnung von M”’ geniigen miissen, 
gleich der Anzahl der linear-independenten Noetherschen Bedingungen 
von M der Ordnung r d. h. 


(N, H) M(r) = HM (r): 
die Noether-Hilbertsche Funktion von M ist gleich der Hilbertschen 
Funktion von M’. 

Wir miissen nun nachweisen, daB, wenn u eine relativ prime Form 
zu M’, und wenn der dem Modul (M, «) in obiger Weise entsprechende 
Modul mit (M, u)’ bezeichnet wird, fiir geniigend groBe Werte von r 

H(M, u) (r) = H(M’, u) (r). 
Dies zeigt sich wie folgt. Alle Individuen von (M,u) haben die Gestalt 
F+G-u, 
wo /'=0 mod. M und G eine beliebige Potenzreihe von P. Entwickeln 
wir diese Potenzreihe nach Termen aufsteigender Ordnung, so kommt 
F+G-u=ptp tp’ te ++ Ut gut geut..., 


wo p+p'+p"+--- die Terme aufsteigender Ordnung der Entwicklung 
yon F, mit unbestimmten Koeffizienten versehen. 
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Ist p der Ordnung r, uw der Ordnung a, so sei g, eine Form mit un- 
bestimmten Koeffizienten der Ordnung r—a-+i. Offenbar gehért jedes 
p+ 9:4 dem Modul (M, u)’ an, auBerdem aber noch der Term niedrigster 
Ordnung der Entwicklung von /’'+ G-u, wenn p+ g,-u identisch ver- 
schwindet. 

Nun ist p=Omod. M’. Auch war uw relativ prim zu M’. Aus 
p+ 9:u=0 mod. M’, fiir irgendwelche bestimmte Werte oder Koeffi- 
zienten von p und gp, folgt daher g,-« = 0 mod. M’ und g,-v =0 mod. M’, 
wo v eine Form mit unbestimmten Koeffizienten und von geniigend hoher 
Ordnung. Es besteht daher eine M angehérige Reihe, deren erster Term 
Jo: ¥ ist, etwa 

f= vth the t::: 
Sind daher p und g, so bestimmi, dab 
P+ qu=0, 
so ist in der Entwicklung von 
oF + fu=v(ptgy-u) + (op +h,-u) + (op” +hy-u)+--- 

vp +h,-u das erste Glied der Entwicklung, d. h. 

vp +h,-u=0 mod. M’, 

vp’ = 0 mod, (M’, u). 
Andrerseits ist unter denselben Umstiinden in der Entwicklung von 

F+g-u=(pt+gW+H+H-w +--- 

p +4g9,-:u der erste Term, also 

p + 9,-u=0 mod. (M, uy’, 
und alle Terme von (M,u)’, die sich nicht sogleich in der Gestalt 
P+ 9.:u, wo p=Omod. M’, ergeben, lassen sich so darstellen, wenn 
nicht p’ und g, solche Koeffizienten haben, daB 

p+g:u=0. 
Diese Méglichkeit vorderhand beiseite lassend, ersehen wir aus 
p+g,:4=0mod.(M,u) und v(p'+g9,-uv)=0 mod. (M’, wu), 
daB jede Form, welche (M, uw)’ angehért, mit einer unbestimmten Form 
geniigend hoher Ordnung multipliziert (1/’,u) angehért. Dieser SchluB 
ist nur fiir soleche Formen nicht gerechtfertigt, die erste Terme einer 
Entwicklung von F'+G-u sind, in denen identisch p+ g)-u = 0, 
p +g,:u=0. Alsdann aber ist 
Jo'v =0 mod. M’, 
g,:0 =0 mod. UM’. 

Ks existiert daher ein Individuum von M mit der Entwicklung 


Ath t+he--, 
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und ein anderes mit der Entwicklung 


vp + op + vp" +---+u(g-voth +h t+--) +u(g-vt+h,4+---) 
d. h. da 
P+ u=90, p+g-u=—9, 
mit 
h,-u + (vp” + uly) +++; 

h,-u=0 mod. M’ 
und, da u relativ prim zu M’, 

h,-v =0 mod. M’. 
Ein Glied von M hat somit die Entwicklung 

h,:ot+kh+hkh+--- 


hieraus 


und eines 

act v[h,-u + (op” +ul,) +---]—u(h,-o +h, +---) 
(v?p” + au) +--- 

Dies zeigt, daB vp” + au =0 mod. M’ und v?p” = 0 mod. (M’, u). 

Andrerseits ist p” + 9,-u der allgemeine Ausdruck derjenigen Indi- 
viduen von (M, 1)’, welche erste Terme einer Entwicklung von F'+ G-u 
sind, fiir die identisch p+ g,-u=0, p'+9,-u=. Fiir diese zeigt sich 
also, daB sie, mit dem Quadrat einer unbestimmten Form geniigend hoher 
Ordnung multipliziert, notwendig (’, u) angehéren. So kénnen wir be- 
lisbig weit fortschreiten, indem wir noch p”+g,-« =O setzen und in 
analoger Weise wie bisher verfahren. 

Nach einer endlichen Anzahl von Operationen miissen wir aber mit 
obigem ProzeB jedes Glied von (M, u)’ jeder gegebenen Ordnung FR finden, 
da ja die Ordnungen der Anfangsterme bei obigem ProzeB immerfort 
wachsen. 

Vergegenwirtigen wir uns nun die Darstellung von (M, u)’ wie (M’, u) 
nach Satz VII, so folgt aus der Unbestimmtheit der Koeffizienten von v 
in Verbindung mit obigem Ergebnis, dab (M, wu) und (M’,u) in ihren 
primaren Teilern iibereinstimmen miissen, also die Giiltigkeit der auf- 
gestellten Behauptung. Die iibrigen Schliisse sind einfacher Natur. Es 
habe zuniichst M die Mannigfaltigkeit 2. Ist dann w eine Linearform mit 
unbestimmten Koeffizienten, welche also das den Formen von M gemein- 
same Gebilde nicht enthilt, so ist nach Satz XXV H(M,u)'(r) fiir ge- 
niigend groBe Werte von r gleich 0. Andrerseits ist fiir geniigend groBe 
Werte von r 


H(M, uy (r) = H(M’, u)(r) = 4,HM'(r), 
A, HM’ (r) = 0, 


mithin 


HM’ (r) eine Konstante. 
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Der Wert dieser, Konstanten kann nicht 0 sein, da 
(N, H) M(r) = HM’ (r) 
und da M Noethersche Bedingungen beliebig hoher Ordnung, wie wir 
bereits gesehen haben, wirklich besitzt. Hat M die Mannigfaltigkeit 3, 
so, unter denselben Umstiinden wie oben, (M,w) diejenige 2. Mithin 
folgt genau wie oben 
4, HM'(r) =a, 
wo @ eine nicht verschwindende Konstante, und 
HM'(r) =ar+b, 
wo } eine neue Konstante. Der Beweis des Satzes durch Induktion ist 
damit klargelegt. 

44. Damit sind alle Vorbedingungen erfillt, um die Schliisse des 
Satzes X auch in der Theorie der P-Moduln wiederholen zu kénnen. 

Es sei nun M ein beliebiger Modul, P irgend ein seinen Formen 
gemeinsamer Punkt. Alsdann wollen wir mit Mp die Gesamtheit der 
Formen bezeichnen, die dem Modul M als P-Modul betrachtet zugehéren, 
und ihn mit dem Namen ,,Noetherscher Modul von M bei P*“ belegen. 
Fiir solche Moduln gilt der fundamentale 

Satz XXVIII. ,Ist f=0 mod. Mp, so gibt es immer eine Form 9, 
welche P nicht enthilt, und derart, daB 

f-®=0 mod. M“ 

Zuniichst beweisen wir einen Hilfssatz: ,,.Ist Q ein primirer Modul, 
und ist P irgend ein Punkt des zu einem Primmodul P gehérigen Ge- 
bildes, so ist Qp= Q.“ Besteht das Gebilde von Q nur aus dem Punkte 
P(a,=0,--+-,%,,_,=0), so sind die definierenden Bedingungen der Potenz- 
reihen von Qp mit einer endlichen Anzahl Noetherscher Bedingungen er- 
schipft. Ist u,,---,«, eine Basis von Q, so ist Qp definiert als die Ge- 
samtheit der Formen, die in der Gestalt A,-u,-+---+ A,-u, darstellbar 
sind, A,,---,A, als Potenzreihen um P verstanden. 

Ist nun f= A,u, +---+ A,u, eine Form von @Qp und brechen wir 
die A,,---,A, bei den Termen ab, die P als R-fachen Punkt enthalten, 
so liBt sich f darstellen in der Gestalt 

f= (Qu, +-+++4,u,) + 4, 
wo «u P als mindestens (R+1)-fachen Punkt enthilt. Nach Satz X laBt 
sich R bestimmen, groB genug, daB u=0mod.Q. Also ist f= 0 mod. Q 
und in der Tat 
Qr = Q, 
wenn die Mannigfaltigkeit von Q gleich 1 ist. 
Wir fihren nun den Nachweis des aufgestellten Satzes durch In- 
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duktion, indem wir annehmen, daB er bereits bewiesen sei fiir Moduln 
der Mannigfaltigkeit h —1 und ihn auf Moduln der Mannigfaltigkeit h 
erweitern. 

Ist der Hilfssatz fiir Moduln der Mannigfaltigkeit h — 1 richtig, so 
auch Satz XXVII unter derselben Einschrinkung. Denn sei nach Satz VII 


M = [%, Ys, a Q;, R| 
und ist P in den zu Q,, Q,,-- +, Q, gehdrigen Gebilden enthalten, so ent- 
halten die Noetherschen Bedingungen von Mp sicherlich diejenigen von 
Qa, Pr, Qo, P;***, Qe,p, also auch die von [Qzp,---, Q-,p]. Andrerseits, wenn 
f eine Form von [Qz,p,--+, Gr], so ist, da Q.,---, @ héchstens die 
Mannigfaltigkeit h — 1 haben, nach Voraussetzung Qa p= Qa,-+-, Qe,p = Qe, 
und wenn ® irgend eine Form des Moduls [Q,, Q,---, Q;, RJ], wo in der 
Klammer nur die Q,, Q,,-°-+, Q, fehlen, ist daher 


f-®=0 mod. M, 
mithin 

f =0 mod. Mp, 
da ® P nicht zu enthalten braucht. 

Modul [Q,,---, Q.] enthalt also auch Mp. Mp ist somit identisch 
mit [Q,,---,Q,] und der aufgestellte Satz ist daher richtig unter der 
gemachten Annahme. 

Sei nun @ ein primiirer Modul der Mannigfaltigkeit h, wu eine be- 
liebige P enthaltende Form. Ist f eine Form von Qp, so ist sie es auch 
a fortiori von (Q,#)p. (Q,w) ist aber ein Modul der Mannigfaltigkeit h— 1, 
nach der gemachten Annahme existiert daher eine P nicht enthaltende 
Form ®, so daB 

f-®=0 mod. (Q, u), 
d. h. 

® -f=p-umod. Q. 
Es sei nun /,,---,/, eime Basis von Qp; 9,,---, ®, seien wie oben ® be- 
stimmt. Es sei ferner X = 0,0, ---®, gesetzt. Dann ist 


X- f, =p,-u mod. Q, 
X - fy =p,-u mod. Q, 


X -f, =p,-u mod. Q. 
Nun gehéren alle Formen von Q sicherlich zu Qp. Somit ist 


PLS 0 mod. Qp. 


Die Punkte des zu Q gehérigen Gebildes lassen sich nun mit Hilfe 
von kh — 1 Parametern analytisch darstellen. Sei s ein solcher Parameter 
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und fiir eine analytische Menge von Punkten P auf dem Gebilde von Q 
eine konvergente Potenzreihenentwicklung angesetzt 


U, = 8, = AS +4, 98° +--- 


nit = Sy_it = Ay 1,18 + Ags s?--- 
Alsdann ist es méglich, die Noetherschen Bedingungen von M in einem 
Punkte (s,,--++,s,,_;) bei unbestimmt bleibendem s zu berechnen. Man 
braucht ja nur, wenn u,,---,u, eine Basis von Q, u,,-+-,u, nach Po- 
tenzen von 

Uy — SX yy Ly — $y%qy°* *y Lmn_y — Sm 1% my 
zu entwickeln, dann, wie friiher beschrieben, die a als lineare 
Formen von Unbestimmten zu entwickeln, und schlieBlich diese Un- 
bestimmten nach der Reihe zu eliminieren. Durch einen rational aus- 
fiihrbaren ProzeB kann man also alle Noetherschen Bedingungen bis zu 
denen 7*** Ordnung finden, welchen die Formen von Va, 
wie groB auch r sei. Ist nun 

Dn. Flt ag 
Oxy" Dag. 

eine solche Noethersche Relation, die von jeder Form F' von Q identisch 
befriedigt wird, so kann man sie im Bereiche ihrer Giiltigkeit nach der 
Unbestimmten s beliebig oft differentiieren und erhilt immer wieder von 
allen Formen von @ befriedigte Relationen, die Noethersche Bedingungen 
von ,) Sein miissen. Dem vollstindigen Systeme der Noether- 


‘Rieeeas geniigen, 





/ 
\S19°° "25m — 


schen Bedingungen von @ in (s,,---,5,,_;) gehéren daher neben irgend 


einer N(s) = 0 auch alle 7 = 0 an. Geniigt daher fiir ein bestimmtes s 
os 


= 8 f den Noetherschen Bedingungen Q,, ), so wird fiir ein 


“9 $m—1 


unbestimmtes s in geniigender Nahe von 5), 


s=s +8’, 
da nach Taylor N(s) = N(s,) + = i) -s' +--+, f auch die dazu gehérigen 


Noetherschen Bedingungen erfiillen. 
Daraus folgt dann, daB es Punkte Q’ in der Nachbarschaft von P 


gibt, so daB 
Qe = Qe- 


pi-u = 0 mod. Qp, 


Es war aber 
somit ist auch 
pi-u =0 mod. Qe. 
u war eine beliebige Form, welche P enthilt. Nach Bestimmung eines Q’, 


Mathematische Annalen. LX. 7 
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welches die oben geforderte Eigenschaft besitzt, bestimmen wir u so, dab 
es zwar P, aber nicht Q’ enthalt. Es folgt dann 


p; = 0 mod. Qe, 
daher auch 


p, = 9 mod. Qp. 
Somit existieren Formen a, ,, so daB 


R= asf; + a; fs pose ; fy 
Es ist also 
X-f,=(rht+%4sht+--:)u mod. Q, 


X - fy = (49,1 f, + Ge,2f2 +--+) u mod. Q, 


X: f,=(G1f4+---)u mod. Q, 
und daher, wenn 
X — a, ,u, — a, 4%, 


D=| —a,,u, X—a,,u, 
| . . . os . . . 


D-f, =0 mod. Q, 
D -f, =0 mod. Q, 


D-f,=9 mod. Q. 


Die Determinante D enthalt P nicht, denn in P hat sie, da wu in P 
gleich 0 ist, den Wert (X)} und X verschwindet nicht in P. D ist also 
relativ prim zu dem Gebilde von Q. Es folgt, da ja Q primiir, /,=0 mod. Q, 
d. h. jede Form von Qp ist in Q enthalten. Auch das Umgekehrte ist 
der Fall. Folglich ist in der Tat Qp = Q. Der aufgestellte Satz XX VII 
ist also ebenfalls erwiesen. 

Es geht aus dem eben bewiesenen Satze hervor, dai die Bedingungen 
der ZugehGrigkeit einer Form zu einem gegebenen Modul in die verschie- 
denste Gestalt gebracht werden kénnen. Beispielsweise kénnte man auf 
viele Arten eine endliche Zahl von Punkten P,,---, P; bestimmen, von 
der Eigenschaft, daB jede Form geniigend hoher Ordnung, welche den 
Noetherschen Bedingungen von Mp,---, Mp, geniigt, notwendig in M/ 
enthalten sein muB. 

45. Man kann von vorstehenden Siitzen eine sehr wichtige Anwen- 
dung auf die Theorie der Beriihrungen machen. 

Um zuniichst an einem besonderen Beispiele die der Anwendung zu- 
grunde liegende Idee deutlich zu machen, betrachten wir ein System von 
m—1 Formen 


Uy, Ug, ss ty Wy, 
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deren Resultante mit einer unbestimmten Form nicht identisch verschwindet. 
Die Ordnungen der u,,---, u,,_, seien 4, - 
Sind dann 


7 Gn -1- 


P,, P,, +++, P. 


s 


die verschiedenen Punkte des Schnitts von u, = 0, ---, u 
sich nach Satz XI setzen 


(u,, et Un —1) _ [@, ‘eis Q,]; 
wo nach Satz XXVII Q; der zu P, gehérige Noethersche Modul von 


Uy, acl u 


= 0, so laBt 


m—1 


m—1* 
Nach Satz II ist die Anzahl der Bedingungen, die eine Form geniigend 
hoher Ordnung befriedigen muB, um (w,, ---, u,,_,) anzugehéren, 


=, +++ Gy 

Es ist leicht darzutun, daB die in den verschiedenen Q; zum Aus- 
druck gebrachten Noetherschen Bedingungen fiir Formen geniigend hoher 
Ordnung unabhingig voneinander sind. Somit ist als Gesamtzahl der zu 
den @; gehérigen Noetherschen Bedingungen =a,---a,,_,. Nennen 


wir die Anzahl der Noetherschen Bedingungen von Q,; n;, so ist also 

My +My +--+ +N, = Ad, -++ a). 
Da nun die Zahl der (m—1) Formen der Ordnungen 4,, ---, a,,_, ge- 
meinsamen Punkte im allgemeinen a, --- a,,_, betraigt, so liegt es nahe, 
zu vermuten, da8, wenn die Zahl derselben, wie bei den Formen 


Uy, °**y Uns» 
sich auf s reduziert, je », der Schnittpunkte im Punkte P, koinzidieren. 

Diese Vermutung bestiitigt sich in der Tat, wie wir sehen werden. 

Wir miissen zunichst priizisieren, was unter Koinzidenz zu _ ver- 
stehen ist. 

Die Idee der Beriihrung entstand wohl zuerst am Kreise. Man hatte 
bewiesen, daB im allgemeinen eine Gerade zwei Punkte oder keinen Punkt 
mit ihm gemein habe, und fand dann als eine Art Ubergang die Tangente. 
Ahnlich entstand die Idee der Koinzidenz an der quadratischen Gleichung. 
Zuerst war die Erkenntnis ihrer zwei Wurzeln, dann die einer Wurzel als 
Ausnahmefall, der durch Koinzidenz der beiden erklirt wurde. Bei jeder 
Anwendung des Begriffes der Koinzidenz oder Beriihrung muf man den 
historischen Werdeproze8 des Begriffes nachahmen, zuniichst eine endliche 
Anzahl von Individuen als Funktion gewisser Unbestimmten definieren 
und dann nach den besonderen Werten der Unbestimmten fragen, fiir die 
durch stetigen Ubergang mehrere der erwahnten Individuen ineinander 
fallen. Ohne Zuziehung von Unbestimmten haben die Begriffe Koinzidenz 
und Beriihrung keinen Sinn, und die durch dieselbe Konfiguration er- 


7* 
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zeugte Beriihrung oder Koinzidenz hat verschiedene Bedeutung, wenn ver- 
schiedene Gruppen von Unbestimmten den ,,allgemeinen“ Fall ausdriickten. 

In dem jetzt von uns zu untersuchenden Beispiel ist der ,,allgemeine“ 
Fall der von m—1 Formen f,,---,/,,_, der Ordnungen a,,---, a 
mit lauter unbestimmten Koeffizienten. Ist 


m—1 


[= YX al + Ymn%m> 
wo die y,,---, y,, Unbestimmte, so ist die Resultante von f,, fy,°--,f,~1, ! 
eine in lauter Linearfaktoren zerlegbare Form der y, der Ordnung 
r= A+++ a, 4: 


Res (f,, fay *+ +» fa-vy ) = L, L, +++ L,. 


Diese Linearformen LZ, seien die zu betrachtenden Individuen. Ist in dem 
besonderen Fall 
fy =, ° ++) faa = Unt 
die Resultante 
bis Us ly sail Ue, 
so kénnen wir sagen, daB c, Koinzidenzen der Z in J, stattfinden, ¢, in 
1, etc.; denn es ist klar, daB, wenn e eine beliebig kleine GréBe und 


f= + ety, ++) fans = Uma + CU n—1, 
wo die u, Formen mit unbestimmten Koeffizienten, die Linearfaktoren 
der Resultante von (/,,---,/f,,_,,/) fir lime=O in die Linearformen 
1,, +++, l, stetig tibergehen. 

Jedem der /,, /,,---, 4, entspricht einer der Punkte P,, P,, ---, P.. 
Sei die Zuordnung der Linearformen /; und Punkte P, durch die Gleich- 
heit des Index ausgedriickt. Unsere Behauptung ist dann iiquivalent den 
Gleichungen 
Cy = N,) Cy = Mg, >> +, C, = N,. 

Die Ordnung der Resultante in den y; ist 

Qtet +e =—nt+mt+: e+ 2,. 
Wir werden nun nachweisen, da niemals sein kann ¢, < »,;, welches auch 
der Index i sei. Die Behauptung wird damit evident sein. 


Die Resultante R der 
f;= 4, t+e-u, und l 
ist ein Polynom der y,, der Unbestimmten von w, und von e. Sind 
L,, +--+, L, die a,--+-a Linearformen, in welche F zerfallt, und ist p 


‘m—1 


L, 
irgend ein Punkt des y-Raumes, so sind die ( oT nach den Ausfiihrungen 
ip, 
des Kap. I Wurzeln einer Gleichung: 
(p" >< R) a? — C,(p’-!>< R) a7-! + C,(p’-? > R) ar-? —-.-- = 0, 


wo die C,,---,C, numerische Konstante. x als Funktion von e betrachtet 
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ist daher algebraisch und hat bei e=0 eine Verzweigung. Umgeben 
wir in einer komplexen e-Ebene den Nullpunkt mit einer beliebig kleinen 
Kontur und lassen diese sich zusammenziehen, so werden die entspre- 
chenden «-Werte nach den Theorien von Puiseux sich in Gruppen von 
je ¢,, ¢,°:++, ¢, teilen, die fiir lime=O sich simtlich beziehungsweise 


den Grenzwerten 
l, 1 


Cin)? Gye? ? Gao) 
naihern. Und zwar findet diese Anniaherung in der Weise statt, daB eine 


rationale Potenz von e 
1 


yee 
existiert, mit Hilfe deren die a, ---a 
vergente Potenzreihen schreiben lassen 


Zweige von & sich als kon- 


m—1 


L; 
as* ¥,(y). 
Betrachten wir nun folgende Menge von Formen 
F= Fy +e-F, =p, (uy +: ty’) + py > (Uy + € + ty’) 
Ht 5 ++ Duis Umia +e Una), 
WO Pi, Poy **y Pm; Formen mit unbestimmten Koeffizienten. Eliminiert 
man diese Unbestimmten, indem man in obiger Beziehung die Koeffi- 


zienten von F' als Veriinderliche fait, so kommt man auf ein System von 
Beziehungen, welche ausdriicken, daB F jeden der den ZL, entsprechenden 


Punkte enthalte. Sieht man die y,,---, y,, als zu den 2,,---+, 2, kontra- 
grediente Variable an, so ist jede dieser Beziehungen zu schreiben 
(F >< L?) = 0, 


wo r die Ordnung von F. 

Es gibt nun einen Satz, der hier von Diensten ist und der auch in 
anderen Disziplinen der Mathematik, z. B. der Theorie der Integrale 
linearer Differentialgleichungen, mit Erfolg verwendbar ist. Derselbe lautet: 

Satz XXVIII: ,Es seien A,,---, A, eine Reihe von Funktionen 
einer Anzahl Variabler und mégen die A,,---, A, auch von einem Para- 
meter y analytisch-regulir abhiingen. Es seien ferner fiir unbestimmte 
Werte von y die A,,---+, A, durch eine Reihe linear-independenter Be- 
ziehungen verkniipft, deren Anzahl i ist: 


a ,4,+---+4,,4, = 0, 
dy ,A,+---+d,,A, = 9, 
(R) ssa Niger gn es, Pla 
a,A,+---+4,A, = 9, 
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die a, , als analytisch regulire Funktionen von y, in bezug auf die Variablen 
aber als Konstante verstanden. Alsdann lift sich immer durch rein 
rationale Operationen den Relationen (R) eine Gestalt geben, da fiir 
irgend einen bestimmten Wert von y aus ihnen k linear-unabhingige Re- 
lationen folgen.“ 

Zur Erliuterung sei hinzugefiigt, daB der erwihnte bestimmte Wert 
von y dem Konvergenzbereich der A; wie a,, angehéren muB. 

Sei der Einfachheit halber der in Frage kommende Wert von y die 
Null. Von den Relationen (R) kénnen und wollen wir voraussetzen, dab 
sie ,,reduziert“ sind, d. h. daB keiner der Ausdriicke A,,---, A, durch 
eine Potenz von y teilbar sei, noch daf die a,,,---, a,, fiir irgend einen 
Index i eine Potenz von y als gemeinsamen Teiler enthalten. Wenn fiir 
y =O die Relationen (R) linear-unabhiingig bleiben, so ist es nicht erst 
nétig, dieselben zu veriindern, um das gewiinschte Resultat zu erzielen. 
Ist dies jedoch nicht der Fall, so mu8 jedenfalls jede k-gliedrige Deter- 
minante der Matrix 


a, 


| 
7 


fiir y= 0 verschwinden. In diesem Falle gibt es eine Zahl /, so daB alle 
Determinanten von A durch y’, doch nicht durch y+! teilbar sind, da 
ja die a,, nach Voraussetzung in konvergente Potenzreihen von y entwickel- 
bar sind. Auch gibt es von Null verschiedene Zahlen z,,---, 2,, so dab 
gleichzeitig 

By = Gy 12, + Og ty te +414, = 90, 


Dy = Ay,9%, + My,9% ++ +> + 2% = 9, 


b, = Gy nM + An Mgt +e = 0, 


wenn y=. Mithin ist fiir die erwihnten Zahlen z, jede der obigen 
Funktionen von y durch eine Potenz von y, sagen wir mindestens y’, 
teilbar. Es habe eine der von 0 verschiedenen Zahlen z den Index k. 
Ersetzt man dann (R) durch das ihm iquivalente System, welches aus 
(R) entsteht, indem fiir die Reihe a,,A,+---+«a,A,=90 die andere 
b, A, +---+6,A, = 0 tritt, so ist nun das System nicht mehr ,,reduziert“, 
Es sei b; = y” ¢; und sei das System von Relationen (R) jetzt geschrieben 

a, 1A, » Siladh a a, ,A, = 0, 
(R’) SP en ye 
G11 A, qnere + Ay_1,nAn ini 0, 
(A, +---+¢,A,=0. 
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(R’) ist dann (R) fiir jeden Wert von y fiquivalent, und jede der Deter- 
minanten der zu (R’) gehdrigen Matrix ist durch eine um I kleinere 
Potenz von y als die entsprechende Determinante der zu (R) gehérigen 
Matrix teilbar. Ist nun (R’) nach Einsetzung von y=0 noch immer 
kein linear-unabhiingiges System, so wiederhole man den eben beschrie- 
benen ProzeB. Da / eine positive ganze Zahl, so muB nach einer end- 
lichen Zahl von Ausfiihrungen des erwihnten Prozesses schlieBlich ein 
(R) fiir alle Werte von y iiquivalentes System von Relationen erhalten 
werden, welches auch fiir y= 0 noch k linear-unabhiingige Beziehungen 
zwischen den A,,---, A, liefert, und die Behauptung ist damit verifiziert. 
Dabei ist noch ersichtlich, daB bei Ausfiihrung des Prozesses nur 
eine endliche Zahl der Koeffizienten der Reihenentwicklung der a,, in 
Betracht kommen. 
Betrachten wir nun das System der Relationen 
(R) (F x< L7) = 0, 
welche F' befriedigt. Fiir lim e = 0 fallen die Z,; in verschiedenen Punkten 
zusammen, und das System (R) hért auf, so viel verschiedene Aussagen 
zu enthalten als fiir unbestimmte e. Wenden wir aber den Prozef an, 
welcher eben geschildert war, so erhalten wir in jedem Punkte P,; genau 
¢, linearunabhiingige Relationen der Gestalt 
(F< 4) =0, 
(F >< Bi) = 9, 


welche auch noch linearunabhingig bleiben, wenn y= 0 gesetzt wird. 
Zudem ist klar, daB bei Ausiibung des Prozesses nur eine endliche An- 
zahl der Glieder der Entwicklung von (/’>< L;’) nach Potenzen von y in 
Betracht kommen. Die Entwicklung von (F' >< 1’) geschieht nach dem 
Theorem von Taylor, die Koeffizienten dieser Entwicklung sind also 
Differentialausdriicke von /' in einem der Punkte P;, und jeder der 
(F =< A;) = 0, (F x< B) =0, --- 
ist demnach in y=O nur ein anderer Ausdruck fiir eine Noethersche 
Bedingung bei P;. Der Ausdruck F' geniigt somit in jedem der Punkte 
P,, wenn e=0 ist, zum mindesten den ¢; Bedingungen, die durch den 
Grenziibergang 
lim y= 0 
aus (F >< A,) = 0, (’>< B,) =0, --- entstehen. Daher ist n, > ¢;. 
Nach den iibrigen Voraussetzungen war aber 


= 
>%= > ei 


mithin ist notwendigerweise n,;=c¢,. Q. e. d. 
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46. Genau derselbe Gedankengang fiihrt auch dann noch zum Ziel, 
wenn die Voraussetzungen des allgemeinen Falles andere sind. 
Sei eine Anzahl von Primmoduln 


P,, +++, P, 
so gegeben, daB die Summe ihrer Stufen m— 1 betrage. Seien die zu- 
gehérigen irreduziblen Gebilde C,, ---, C;, seien dieselben von Unbestimmten 
abhangig, und mégen die C,, ---, C; eine Anzahl N von Punkten gemein 
haben, die von den Unbestimmten unabhingig sei. Es sei schlieBlich die 
Hilbertsche Funktion von (P,,---, P;) = N. Alsdann wird die Zahl der 
Beriihrungen von C,,---, C; fiir spezielle Werte der Unbestimmten in 
irgend einem Punkte P durch die Zahl der Noetherschen Bedingungen 
des entsprechenden Moduls (P,, ---, P;) in P gemessen. 

Ist tiberhaupt M ein Modul, der selbst von Unbestimmten abhiingt, 
dessen Hilbertsche Funktion aber von diesen Unbestimmten unabhingig 
ist; besteht ferner das Gebilde von M aus lauter Punkten P,, P,, ---, P; 
und hat Mp, die Hilbertsche Funktion »,, so wird durch Verschmelzung 
von zweien oder mehreren der P; die Summe $7», erstreckt tiber die 
koinzidierenden Punkte nicht geiindert. Eine Anwendung dieser Siitze liegt 
in der Berechnung der Zahl der Koinzidenzen in einem Punkte A von 
m—1 Formen ,,---,%,,_,;, welche A resp. zu einem 4@,,---, 
fachen Punkt besitzen. Wir nehmen als Entwicklung bei A an 


“= > Uy, 59 


wo u,, A als j-fachen Punkt enthalt. Ferner setzen wir voraus, daB die 
Resultante der Anfangsterme 


On—17 


Us a4? 7 3 Um—1,4m—1? 
die ja Formen in nur m—1 Variablen sind, nicht verschwindet. Alsdann ist 
die Zahl der Noetherschen Bedingungen, also die der Koinzidenzen, von 


(u;, tesy Un —1)A gleich oa ee 
Betrachtet man namlich 
(u,, ae: Um—1) 4 

als P-Modul bei A und untersucht den entsprechenden (friiher M’ ge- 
nannten) Modul, so findet man bei Anwendung der friiher benutzten 
SchluBreihe, daB hier nicht bloB die Beziehung AH(u,, ---, v,,_,)4 = HM’ 
fiir groBe Werte der Ordnung sich ergibt, sondern wegen Satz I fiir alle 
Werte der Ordnung. Danach ist die Zahl aller Noetherschen Bedingungen 


von (t,,°**; U,_3)4 gleich 
) Dy Has ***2 Hatyeq 1) B 
die Summe ausgedehnt iiber alle Ordnungen R von R=1 an. Es ist 
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nicht schwer, diese Summe nach Satz II zu berechnen, doch geniigt ja 
schon der Hinweis, daB nach Satz II die Anzahl der Noetherschen Be- 
dingungen von u,,,°°°, Um—1,a_,_,? #18 Formen von m Variablen auf- 
gefaBt, —a,---a,_, sein muB, wiahrend diese Formen doch keinen 
anderen Punkt als A gemeinsam haben. 
Fiir Werte von 
R>a,+a+-++-+a,_,—m+1 
ist H(u 4,5 °**> Um—1,a,_,) im Bereiche von m—1 Variablen gleich Null, 


»=m—1 


nach Satz Il. Somit sind die Noetherschen Bedingungen von 


(Uy, +++) Uy_a)a 
von héchstens der Ordnung a, +---+a,,_,—m+1. 


All dies gilt auch, wenn u,,---, w,,_, analytische Funktionen bei 
A sind. 


Kapitel IV. 


Erweiterung auf Formen von mehreren Reihen von 
Variablen. 


47. Der Raum 2,,---,%,, war bisher der einzige, in dem alle 
Operationen gedeutet waren. Es ist aber naturgeméB bei Aufgaben 
mancherlei Art, mehrere Riume einzufiihren. Wollten wir z. B. eine 
Theorie der Konkomitanten eines Systems von Formen bestimmter Ord- 


nungen 
h> fo, peti hi 


schreiben, so miiBten wir die Koeffizienten der Formen /f,,---, f, als 
Unbestimmte auffassen, und jene Konkomitanten als Formen dieser Un- 
bestimmten deuten. Der Komplex der Koeffizienten jeder einzelnen der 
Formen wiirde dann ein schon in sich abgerundetes Etwas, ein Raum, 
sein. Schon aus diesem Grunde ist es in der Algebra unerliBlich, den 
Betrachtungen eine Gruppe von Riumen 


Mae's V1 my? 


Ue19°**y Ve may 


Tyr °° *» Tinm, 
zugrunde zu legen. 

Die Anzahl dieser Raiume braucht keine endliche zu sein, wenn 
Grenziiberginge aus unseren algebraischen Untersuchungen nicht aus- 
geschlossen sind. Wir werden uns jedoch auf eine endliche, wenn auch 
unbestimmte Anzahl von Riumen beschrinken. 
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; ™ 
Der Raum 2%, ,,°-*, 2%; heiBe S;, die Gruppe der Riume §,,-- -, 8, 


sei kurz S, und die Summe 
(m, — 1) + (m, — 1) +---+ (m—1)=m-1 

heiBe die Dimension von S. Die Algebra der Formen in S heife die 
»Algebra in S“. 

Eine Form in S, welche in bezug auf die Variablen jeder der S; 
homogen von der Ordnung »; ist, heiBt eine Form der Ordnungen 

0,5 May %s Myo 

Enthalt eine Form die Variablen eines Raumes gar nicht, so ist natiirlich 
die Ordnungszahl der Form in bezug auf den betreffenden Raum = 0. 

Die Anzahl der Koeffizienten einer Form der Ordnungen 2,, 
wird mit 


+, % 


Y (m,, a nx) 
bezeichnet. Dieselbe ist 
P(My y= ++) Me) = Py (My) + Po (My) » + ~ Palme); 
wenn g; die g-Funktion des Raumes S, bedeutet. Dies Theorem ist 
durch eine sehr einfache Abzihlung erweisbar. 

Ein System von Punkten P,,----, Py in S,,---, S; resp. sei ein 
Element von S. m Formen in S mit unbestimmten Koeffizienten haben 
kein Element gemein, wie sich nach der im Kap. I angewandten Uber- 
legung sogleich ergibt. m—1 Formen in S mit unbestimmten Koeffi- 
zienten dagegen haben ,,im allgemeinen“, welcher Ausdruck spiter priizi- 
siert werden wird, eine endliche Anzahl von Elementen gemein, und daher 
gibt es, wenn m Formen in S mit unbestimmten Koeffizienten vorliegen, 
im allgemeinen eine Form dieser Unbestimmten, deren Verschwinden die 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines den Formen 
gemeinsamen Elementes ist. DaB, wenn diese Form existiert, dieselbe 
irreduzibel ist, zeigt sich nach den Uberlegungen des Kap. I. Auch ist 
ersichtlich, nach derselben SchluBreihe, daB, wenn /,, /,, ---, 1, Linear- 
formen in S,, ---, S,, f,,-+-+, f,, die m Formen in S, R die eben charak- 
terisierte Form der Unbestimmten, Zahlen M/,, ---, M, existieren, so daB 


R-U1--- = phy +--+ + Paha 
WO ~,,-*-*, P,, ganzzahlige Formen in S und der Unbestimmten von 


o_o 
Die soeben charakterisierte Form R sei ,,Resultante in S“ von 
fi, -**>f, genannt. Sie existiert nur dann nicht, wenn, entgegen den 
Voraussetzungen der im Kap.I gemachten Schliisse, m— 1 der Formen f, 
kein gemeinsames Element haben, was nur zutreffen kann, wenn weniger 
als m,— 1 der Formen /; eine von 0 verschiedene Ordnung », in S; haben. 
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Haben genau m,-— 1 der Formen f; eine von 0 verschiedene Ordnung », 
in S;, so treten diese Formen sowohl wie S; aus der Betrachtung, und 
die ,,Resultante in S“ von f,,---,f,, reduziert sich auf die ,,Resultante 
in S’“ von denjenigen Formen f,, ---, f,,, die von den Variablen S; un- 
abhingig sind, wobei S’ die Gruppe S,,---, S, mit AusschluB von S, 
bezeichnet. Wird die Kesultante in S von f,,---,/f,, mit R(f,, ---, f,) 
bezeichnet, so ist identisch 


R(f,, fo» oe Fuices gJ° h) = Rif, re frit 9) : Rf, “"*) Tm—1) h), 


wie sich nach den Schliissen des Kap. I ergibt. 

Die Schliisse des Satzes IV ergeben in S die Existenz ,,irreduzibler 
Bildungen“ und die eindeutige Zerlegung von ,,Konfigurationen“ in selben. 
Dabei ist nur, wegen des Vorhandenseins des Ausnahmefalles, festzuhalten, 
daB Formen, die keine Resultante besitzen, niemals gemeinsame Elemente 
haben kénnen. 

Ein ,,irreduzibles Gebilde“ in S wollen wir eine irreduzible ,,Korre- 
spondenz“ oder ,,Verwandtschaft“ nennen. Denn das entspricht genau 
dem gewdhnlichen Sprachgebrauch der Mathematiker. Die Stufe der 
Korrespondenz oder Verwandtschaft ist dann ein der Stufe eines irredu- 
ziblen Gebildes, wie es urspriinglich verstanden war, analoger Begriff. 
Ebenso werden wir von der Mannigfaltigkeit oder Dimension einer Ver- 
wandtschaft sprechen, als der Mannigfaltigkeit resp. Dimension des Systems 
von Elementen, welche den Bedingungen der Verwandtschaft entsprechen. 
Beispielsweise, wenn die Punkte zweier Kurven A, B, die resp. in den 
Raiumen A’, B’ gelegen sind, durch die Verwandtschaft V einander ein- 
deutig zugeordnet sind, wird V die Mannigfaltigkeit 2, die Dimension 1 
haben. Ist dagegen jeder Punkt von A jedem Punkt von B zugeordnet, 
so haben wir es mit einer Korrespondenz der beiden Riume 4’, B’ der 
Dimension 2 zu tun. Oder haben wir es mit einer Verwandtschaft V zu 
tun, welche in drei Riumen A’, B’, C’, Punkten eines Gebildes A der 
Mannigfaltigkeit 4 je ein bestimmtes Punktepaar zweier Gebilde B, C 
zugeordnet, so hat V die Mannigfaltigkeit 4 und Dimension 3 ete. ete. 

48. Es ist klar, daB die Gesamtheit der in S existierenden Formen, 
welche in den Elementen einer irreduziblen Verwandtschaft V verschwin- 
den, einen Primmodul bilden, wie iiberhaupt die Definitionen und Sitze 
des Kap. II ohne weiteres auch fiir die Algebra in S existenzfihig bleiben. 
Nur die Begriffe und Sitze des Kap. I und III bediirfen fiir die hier zu- 
grunde liegende Algebra in manchen Punkten einiger Modifikationen und 
Erlauterungen. 

Der Satz I (Kap. I) z. B. hért auf, in der friiher angegebenen Gestalt 
richtig zu sein. Es ist nétig, eine beschrinkende Bedingung hinzuzu- 
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fiigen. Er lautet fiir die Algebra in S: ,Sind u,, ---, u, (aA < m) Formen 
in S, deren Resultante mit m—h beliebig zu wihlenden Formen nicht 
identisch verschwindet, besteht eine identische Beziehung 

Pru, +++ + p,u, =0 
und sind die Ordnungen von jedem der p, mindestens gleich den ent- 
sprechenden Ordnungen irgend eines der u, (mit Ausschlu8 von u;), so 
gibt es Formen 4, ,, fiir welche identisch 


Git 4i=9, B= > dusts q,i = 9." 

Eine die Ordnungen der p, beschriinkende Bedingung irgend einer 
Art ist notwendig, denn, wie schon das Beispiel der Resultante zeigt, 
Beziehungen der diskutierten Gestalt bestehen wirklich, ohne daB die 
Formen q,, existieren. Da die angegebene Bedingung geniigend ist, 
ergibt sich leicht bei Betrachtung des Induktionsbeweises von Satz I. 
Die betreffende Bedingung ist sowohl notwendig wie hinreichend, wenn 
der Raum S, aus einer einzigen Variablen besteht, auf diesen Fall fiihrt 
aber der Induktionsbeweis den Satz zuriick. Nur ein SchluB der ganzen 
SchluBreihe des Beweises wird infolge der zugefiigten Bedingung ungiiltig. 
Nachdem nimlich fiir h = m erwiesen war, daB, wenn 


Prt, +--+ + p,u, = 0 
und die Resultante von u,,-+-, u, mit m—h beliebigen Formen nicht 
verschwindet, Formen q,, --., q, existieren, fiir die 


Py = Gey Fos + OM, 
erschlossen wir die Giiltigkeit des obigen fiir h< m einfach durch Ad- 
junktion von Formen %,,,,-+-+:,%,, deren Ordnung gréBer war als die 
jedes der p;. Dies Verfahren versagt hier infolge der Beschrinkung fiir 
die Ordnungen der p;. Die so entstandene Liicke im Beweis fiillen wir 
in folgender Weise aus. 

Das befolgte Beweisverfahren macht zunichst klar, daB, wenn der 
behauptete Satz richtig ist fiir einen Raum S der Mannigfaltigkeit m— 1, 
aus einer Beziehung der Gestalt 

Dy bo + Pir +P 1 = 9, 

wo / linear ist, und die iibrigen Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, 
immer folgt p, = q,¥, +--+ +4,_1%_,- Dies gilt fiir jeden Wert von h. 
Ist nun h<m, also h—1<m—1, so kann man 2 Linearformen be- 
stimmen, deren Resultante mit u,,---, u,_, und m—h—1 beliebig zu 
wahlenden Formen nicht verschwindet. Diese beiden seien der EHinfach- 
heit halber mit 2, und z, identisch. Alsdann definiere ich eine GréBe y 
durch die Beziehung x, = y- 2, und betrachte die Identitat 


Py ++ +p, %=0 
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als eine solche fiirseinen Raum der Mannigfaltigkeit m— 1, indem in 
ihr iiberall x, = y-2, gesetzt und y als Parameter angesehen wird. Es 
folgt, nach Voraussetzung, wenn (U;),_,,, noch mit U; bezeichnet wird, 
P=", O, +++++7-1U,_1, wo die ,- -,7,_, von y rational ab- 
hiingen, also p,- Y=s,U,+---+58,_,U,_1, wo s,,-+-++,8,_, Formen 
der Variablen und Polynome von y, Y nur von y abhingig ist. Ersetze 
ich in dieser Beziehung wieder y durch = und mache die resultierende 
1 
Identitét homogen, so zeigt sich 


Py Zhe +--+ + biG, 
wo Z eine Form von 2, und a, ist und die ¢; Formen in S sind. Z ist 
als binire Form darstellbar als Produkt von Linearformen der Gestalt 
ax, +ba,, wo a,b Konstante. Somit ergibt sich, da nach Voraussetzung 
die Resultante irgend einer dieser Linearformen, von w,,-+--, u,_, und 
m —h beliebig zu wiihlenden Formen nicht identisch verschwindet, durch 
sukzessive Anwendung des friiher hier fiir die Beziehung 

PiU, +-+>+p,-l=0 

erhaltenen Resultates, 

Pr= Uy oe Oa Maan- 
Damit ist Satz I auch fiir die Algebra in S vollstiindig erwiesen. 

49. Fiihren wir nun in Analogie zum ersten Kapitel ein Operations- 


symbol 
A 


ee 
ein, es durch die Beziehung 


4... vss My f(r, a r,) = f(r, on r,) nae f(r; aid aah r,— ) 
definierend, so kénnen wir auch in S den Siitzen II und [I des ersten 
Kapitels genau analoge Siitze aufstellen. Sind 

(m1) res mx)» L% (M15 i 1, x) 
die Ordnungen von u,,---,u,, so ist 
A(u,, Fo U,) (R,, ae R,) = Baia . 


wenn 


ee Bad at Ban iima ly a ")s 


Re> 1 + Mg +--+, — M5 
dagegen um 1 mehr oder minder, wenn alle 

R, = 5 + Mg +--+ +, — m,. 
Was geschieht, wenn einzelne der R; gréBer, andere kleiner sind als die 
angegebenen Werte, bleibt danach noch unentschieden. Diese Frage 
scheint tiberhaupt eine schwierige und kaum mit den bisher verwandten 
Mitteln lésbar zu sein. Da sie zudem zu all den Anwendungen, welche 
in den SchluBbemerkungen besprochen sind, in nur ganz loser Be- 
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ziehung steht, so ist ein Eingehen auf diese Frage an dieser Stelle noch 
nicht nétig. 

Die Existenz der Form Q bleibt nach obigem ungeschmiilert er- 
halten; auch der Satz, dai nur die Formen f apolar zu Q(u,,---, u,,) 
dem Modul (u,,---, #,,) angehéren, unter f Formen verstanden, deren 
Ordnungen kleiner oder héchstens gleich denen von Q sind. 

Die Betrachtungen des Satzes 1V und des Kap. II bleiben in Kraft. 
Doch bedarf Satz XI der Einschriinkung, daB, wenn C,,---, C, die irre- 
duziblen Gebilde, in die u,,---,, zerfallt, und M=(u,,---,u,), dann 
M=[M,,,---, Mc,,7], wo der Modul r alle die Formen enthialt, deren 
Ordnungen in jedem der S, diejenigen jedes der wu, mindestens erreichen. 
Es ist dies eine offenbare Folge der in der Algebra in S beim Analogon 
zu Satz I zu machenden Einschrankung. 

Die Definition der Hilbertschen Funktion des Moduls M als einer 
von den & Ordnungen der Funktion abhingigen Zahl bleibt ungeindert. 
Nur lautet Satz IX in der Algebra in S:° ,,Die Hilbertsche Funktion 
eines Moduls M HM(r,, «++, r) 


ist fiir geniigend groBe Werte von 7,, 7,,---, 7, ein Polynom von 7, ---, 7%, 
dessen Ordnung um 1 kleiner ist als die Mannigfaltigkeit von M, und 
in irgend einer ausgewihlten Gruppe der r,,---,7,, etwa r,, Tiny **y Ty,» Dur 
zu der Ordnung ansteigt, welche der Mannigfaltigkeit von Elementen ent- 
spricht, die der Modul M in den korrespondierenden Riumen Siar Si, 
besitzt.“ 

Der Beweis dieses Satzes geht im iibrigen nach demselben Prinzip 
vor sich wie derjenige des Satzes IX. 

Wir kommen nun zur Frage, was in der Algebra in S unter den 
Noetherschen Bedingungen eines Moduls zu verstehen sei und inwieweit 
in ihr die Betrachtungen des Kap. III giiltig bleiben. 

Statt des Punktes P des Kap. Ill werden wir Element, statt der 
Ordnung ry Ordnungen r,,---, 7, sagen miissen, doch bleiben alle Er- 
wagungen bestehen, bis zur Einfiihrung des dem analytischen P-Modul M 
entsprechenden Modul M’. Nur dann wird die Form p dem Modul M’ 
angehéren diirfen, wenn ein Individuum von M eine Entwicklung hat 

f-9t Ft +2+ 
welche p enthilt, und zwar so, da® die Ordnungen der iibrigen Terme 
zum mindesten in einem der Riiume S, gréBer sind als die Ordnungen 
von p, in keinem der Riume S; aber kleiner. Offenbar folgt dann fiir 
die Noether-Hilbertsche Funktion von M 


(Ny, H) M(r,, 92°" *s r;) De HM '(r,, ¥ax"*"s rs); 
genau so wie in Kap. III. 
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Alle iibrigen Felgerungen bleiben unverindert. Analoge Bemerkungen 
mu man iiber die Ideale in S machen. 

50. Zum Schlu8 méchte ich noch bemerken, daB man unschwer die 
aufgestellten Siatze nach verschiedener Richtung hin erweitern kénnte. 
Kinige Erweiterungen der Theorie der Elementarteiler sind bekannt. Genau 
dieselben Erweiterungen sind méglich bei der Definition und den Sitzen 
iiber die Ideale. Die Ausfiihrungen des Kap. I] sind iibertragbar auf 
Formen, deren Koeffizienten ganze Zahlen sein oder einem bestimmten 
Kérper angehéren sollen. Denn Satz XXIII, und damit auch alle anderen 
Sitze bleiben auch bei dieser Einschrinkung erhalten. Man kann Kap. III 
erweitern, indem man den Punkt P ersetzt durch ein Primideal J m** Stufe 
und, nach dem Vorbilde der Methoden von Hensel, Entwicklungen nicht 
bloB nach Variablen, sondern auch nach Potenzen der in J enthaltenen 
Primzahl p betrachtet. Man kann auch die Schliisse ausdehnen auf die 
Menge der analytischen Funktionen, welche in einem gegebenen Bereich B 
keine Singularitiiten haben. Neue Schwierigkeiten sind bei diesen Erwei- 
terungen kaum zu tiberwinden. 


SchluBbemerkungen iiber einige Anwendungen der aufgestellten 
; Siitze. 


51. Es war urspriinglich meine Absicht, den Ausfiihrungen der vor- 
gehenden Kapitel einige Anwendungen beizufiigen, doch ist der Stoff 
schon zu stark angewachsen. Zudem kann es nicht die Aufgabe des- 
jenigen, der neue Resultate bieten will, sein, sie sofort im ganzen Um- 
fange ihrer Bedeutung anzuwenden. Daher entschlo8 ich mich, wiewohl 
schwer, auf das Kapitel der Anwendungen zu verzichten. Doch glaube 
ich, die hauptsiichlichsten der Zielpunkte, die mir auBer dem _ rein 
theoretischen der Erweiterung des Noetherschen Theorems noch vor- 
schwebten, kurz andeuten zu sollen, sei es auch nur, um die Arbeit 
verstiindlicher zu machen. 

Zu alleroberst wiirde da ein Satz stehen, der einen Fundamental- 
satz der Lehre von den Verwandtschaften mit umfaBt. Driickt man die 
Hilbertsche Funktion eines Moduls M mit Hilfe von Differenzensymbolen, 
welche in bezug auf die g-Funktion gemeint sind, gemif der Gleichung 
HM (r,,---,7,) =H’ p(r,,--+,7,) aus, so ist das Differenzensymbol H’ 
eindeutig bestimmt. Der Operator H’ sei der ,,Hilbertsche Operator des 
Moduls M“ genannt. Nennt man nun zwei primiire Moduln A und B 
der Stufen a und 6 relativ prim, wenn (A, B) die Stufe a+b hat, und 
irgend zwei Moduln relativ prim, wenn alle ihre primiren Teiler relativ 
prim zueinander sind, so gilt der Satz, daB der Hilbertsche Operator 
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des gréBten Teilers zweier relativ primer Moduln das Produkt der 
Hilbertschen Operatoren der beiden Moduln ist. Ein Weg zum Beweis des 
Satzes ist der folgende. Zuniichst zeige man, daB, wenn A, B zwei relativ 
prime Moduln sind, und a,, ---, a, eine Basis von JA, b,,--., b, eine solche 
von B ist, dann fiir geniigend hohe Ordnungen (a, -b,,---, a,-b,) eine 
solche von [A, B] ist. Danach erweitere man diesen Satz auf das System 
der Syzygien eines der Moduln z. B. A, und zeige, daB unter der Voraus- 
setzung, daB A und B relativ prim sind, die Kongruenz 


Xa, +---+ X,a,=0 mod. B 


und die aus ihr folgenden syzygetischen Kongruenzen modulo B die Kette 
der Syzygien von A erzeugt, wenn man sich auf geniigend hohe Ord- 
nungen beschriinkt. Alsdann berechne man die Konstantenzahl von 
Formen gegebener Ordnungen von (A, B) auf dem Wege, wie Hilbert im 
Beweise seines Theorems IV die Konstantenzahl der Formen gegebener 
Ordnungen von A berechnet. 

Eine spezielle Anwendung des obigen Satzes ist folgende. Sind 
A, B,---,Z eine Reihe von irreduziblen Korrespondenzen, A,---, L die 
entsprechenden Primmoduln, und ist die Summe der Stufen a+b+---+1 
von A,---, LZ gleich m—1, so haben A, B,---,Z immer dann, und nur dann, 
eine endliche Zahl gemeinsamer Elemente, wenn A, B,--:, LZ relativ prim 
zueinander sind, und die Zahl dieser gemeinsamen Elemente ist 


aB--A 9 (R,, sida R,), 
wo «,+--,4 die Hilbertschen Operatoren von A,---, Z sind. 

Man kann aus den Anwendungen dieser Formel ersehen, daB die 
Symbole des Bedingungskalkuls von Schubert als Hilbertsche Operatoren 
interpretiert werden kénnen und in dieser Auffassung alles Hypothetische 
verlieren. 

52. Eine andere Anwendung unserer Ergebnisse betrifft diejenigen 
Probleme, welche zuerst von den englischen Mathematikern Cayley, 
Salmon u. a. behandelt und von letzterem unter dem Titel ,Order of 
restricted systems of equations“ bekannt gemacht wurden.*) Das Pro- 
blem, wie es von den genannten Mathematikern gestellt wurde, ist fol- 
gendes. Eine Zahl von m— 1 Formen haben eine Reihe von Gebilden, 
Kurven, Oberflichen etc. gemein. Wieviel Punkte haben sie noch gemein, 
welche nicht auf jenen Kurven, Oberfliichen ete. liegen? Diese Frage 
suchte Salmon zu beantworden, und fand die im wesentlicher richtige 
Lésung, obwohl ihm nur ganz unzulingliche Hilfsmittel zu Gebote standen. 
Fiir uns ist der Satz VIL mit den verwandten Sitzen ein Stiitzpunkt, der 


*) Lessons on Modern Higher Algebra. 
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uns erlaubt, nicht blo® das Problem richtig zu stellen, sondern auch einen 
Weg zur Lisung einzuschlagen. 

Wir werden die gegebenen Kurven, Oberfliichen etc. und die Art 
ihrer gegenseitigen Lage, wie auch die Art, in der die gegebenen Formen 
dieselben enthalten sollen, dadurch ausdriicken kénnen, daB wir sagen, 
die gegebenen m—1 Formen f,,---,f,,_, gehéren einem bestimmten 
Modul M an. Das Salmonsche Problem richtet sich dann auf die Hilbert- 
sche Funktion desjenigen Teilers von 


(A, ** "> Fans)s 
der sich nicht auf die Gebilde von M bezieht. Durch die Diskussion der 
Gleichung 
XA +++: +X%A=0 
fiir unbestimmte Formen f; des Moduls M, wobei 
h<m, 
zeigt sich dann, da die den f,,---, f,_, gemeinsamen Gebilde, die nicht 
auf denen von M liegen, Hilbertsche Operatoren besitzen, die von den 
Ordnungen der /; rational und ganz abhiingen, aber sonst von den un- 
bestimmten Koeffizienten der f; unabhingig sind. Auf dieser Grundlage 
ergibt sich z. B. das folgende Resultat: Es sei C eine irreduzible Ver- 
wandtschaft, A,,.--,A, seien » irreduzible Verwandtschaften der Stufen 
a,,--*, a, und mégen die A,,---, A, samtlich C enthalten. Ferner sei 
a,+---+a,=m—1. Fragt man dann nach der Anzahl der Elemente, 
welche A,, --,A, gemeinsam sind, ohne in C enthalten zu sein, so wird 
diese Anzahl wie folgt erhalten. Jeder irreduziblen Verwandtschaft V der 
Stufe s kann man zwei Polynome einer Variablen x zuordnen, etwa das 
erste Salmonsche Polynom, bez. das zweite Salmonsche Polynom von V 
genannt. Das erste ist = 2”-'+ einem Polynom vom Grade m — 1 —s, 
das zweite vom Grade s. Die Koeffizienten dieser Polynome sind aber 
nicht Zahlen, sondern Operatoren des Differenzenkalkiils nach Art der 
oben definierten Hilbertschen Operatoren. Beispielsweise ist das zweite 
Salmonsche Polynom einer Form der Ordnungen %,,---, ”, einfach 
a+ O.'ssans Die obige Anzahl ist dann erhiiltlich, indem man das 
erste Salmonsche Polynom von C multipliziert mit den zweiten Salmon- 
schen Polynomen der A,,---, A, und mit dem Koeffizient 2”-' auf 
p (r,,°**, 7) Operiert. 

53. Hine dritte wichtige Anwendung der aufgestellten Siitze ruht in 
ihrer Fiihigkeit, den bekannten Pliickerschen Formeln der Ebene analoge 
Formeln leicht auffinden, richtig aussprechen und streng begriinden zu 
lassen. So sind z. B. die Pliickerschen Formeln selbst mit Hilfe des 
Symbols des Kap. Ili viel strenger und dabei einfacher aufzustellen, als 
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dies sonst geschieht, oder iiberhaupt ohne Hilfe jener Symbole geschehen 
kénnte. Nach den Ausfiihrungen des Kap. Il] iiber die Multiplizitaét von 
Lésungen ist die Formel fiir die Klasse einer reduziblen oder irreduziblen 
ebenen Kurve f= 0 genau 
k=n(n—1) ->' H(f, a, a + a, ie + a; a), 

wobei die Summation rechts iiber alle singuliiren Punkte A; von f aus- 
gudehnen ist, » die Ordnung von /, 4,, a, a, unbestimmte Parameter 
bedeuten. Die sogenannte erste Pliickersche Formel /: = (n—1)—2d—3¢r 
ergibt sich aus obiger dann durch die Annahme, dai f= 0 als Singulari- 
titen nur Doppelpunkte und we zulasse, wobei fiir einen Doppelpunkt 


H(, 0 5 Fe ; +--+), =2, 


fiir eine allgemeine Spitze 


H(f, a 55 + -),=3 


sich leicht herleitet. Ahnlich lautet die zweite Pliickersche Formel fiir 
die Zahl der Wendetangenten w richtig 


w = 3n(n—2) -> H(f, D)a;; 


wo D die Hessesche Form von f bedeutet und die Summation wieder 
iiber alle singuliiren Punkte A; von f auszudehnen ist. Die spezielle 
Form derselben w = 3n(n— 2) — 6d — 8r ergibt sich leicht ebenso wie 
die spezielle Form der ersten Pliickerschen Formel, z. B. durch Diskussion 
eines Systems Noetherscher Bedingungen. 

Genau so wie die obigen Formeln lassen sich Analoga entwickeln 
fiir die verschiedensten Beriihrungsprobleme in der Algebra eines Raumes 
oder einer Gruppe von Riumen. Beispielsweise ist die Zahl der durch 
eine gegebene Gerade gehenden Ebenen, die eine gegebene Oberfliiche f= 0 


beriihren 
"y : 0 
n(n —1)? — > H(f, ay; ie Hy, ye a Jap 


wo die Ordnung der Oberfliiche, A; die singuliiren Punkte derselben, 
a;, b, unbestimmte Konstante sind. Dabei ist aber vorausgesetzt, daB die 
Singularitéiten nur in endlicher Zahl vorkommen. Eine Spezialisation 
zeigt, daB einem r-fachen Punkte A im allgemeinen die Zahl 


1 Oa, 
entspricht. Ist r= 2 ia zerfallt der Tangentenkegel bei A, so ist im 
allgemeinen H(/,---)4—=3; ist der Tangentenkegel das Quadrat einer 
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Ebene, so ist H(f,-+-)4 = 4 ete. ete. Enthilt f = 0 Kurven von Singu- 
laritiiten, so treten die Begriffe und Siitze des Salmonschen Problems in 
Kraft. Allemal bieten die Methoden der vorliegenden Arbeit die Mittel 
zur allgemeinen Lésung der betreffenden Probleme — seien dieselben auf 
Formen, oder auf Gebilde héherer Stufe, oder auf die Singularitiiten 
(z. B. sogenannte Fundamentalpunkte etc.) von Verwandtschaften beliebiger 
Stufen beziiglich. — 

Als das aus der vorliegenden Arbeit emporwachsende Hauptproblem 
méchte ich die Bestimmung der geometrischen Bedeutung aller Koeffi- 
zienten der Hilbertschen Funktion eines Moduls, insbesondere eines Prim- 
moduls, bezeichnen. Man weiB z. B., dab, wenn fiir groBe R die Hilbert- 
sche Funktion einer irreduziblen Raumkurve aR —b ist, und die Raum- 
kurve keine Doppelpunkte hat, dann 6+ 1 das Geschlecht der Kurve 
angibt. Die analoge Frage kénnte man aufwerfen fiir die Koeffizienten 
der Noether-Hilbertschen Funktion eines analytischen Moduls, wie fiir die 
Indizes der ,,Elementarteiler“ eines Ideals. 


Charlottenburg, Marz 1904. 
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Uber die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf der 
Kugeloberflache und in der Ebene. 


Von 


Fenix Bernster in Halle a./S. 
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Einleitung. 


DaB der Kreis unter allen ebenen Kurven von gegebenem Umfang 
den gré8ten Inhalt habe, ist eine Behauptung, welche fiir unsere Vor- 
stellung eine Art unmittelbarer Gewibheit besitzt. Es ist nicht ohne 
Interesse den hierfiir maBgebenden Griinden nachzugehen. Einen Haupt- 
anteil an der Ausbildung der Vorstellung hat jedenfalls die Erfahrung, 
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daB beim Anfiillen einer biegsamen aber nicht beliebig dehnbaren Hiille 
von zylindrisch allseitig geschlossener Form mit einem festen Material, 
Wasser, Sand, Schrotkérner ete., sich dieselbe mehr und mehr abrundet 
und daB sie schlieBlich unter Spannung der Wandung einen kreisférmigen 
Querschnitt bekommt. 

Das intuitiv-mechanische Gefiihl, das die Vorstellung begleitet, stammt 
jedenfalls aus dieser Quelle. Man hat unmittelbar das Gefiihl, da® der 
Inhalt einen allseitig gleichmiBigen Druck auf die Wandung ausiibt und 
sie dadurch in die Kreisform zwingt. Vielleicht mu8 man aber auch noch 
ein visuelles Moment beriicksichtigen. Wir machen dfter die Erfahrung, 
daB wir eine kreisférmige Flaiche schneller mit den Blicken beherrschen, 
als eine nichtkreisformige Fliche von sonst gleichem Inhalt. Der wandernde 
Blick hat im Durchschnitt geringere Entfernungen zu iiberwinden, um Cie 
Dimensionen der Flache zu erfassen. Dementsprechend erscheint uns auch 
die Kontur geringer. Das Gesichtsfeld selbst hat ja aus solchen Griinden 
eine nahezu kreisférmige Gestalt. So wirken vielleicht zwei Momente 
verschiedener Natur zusammen, um der Vorstellung die zwingende Gewalt 
zu verleihen, die ihr eigentiimlich ist. 

Die einleuchtende Einfachheit des Satzes, sowie die verhiiltnismiBige 
Schwierigkeit einer strengen Begriindung hat die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker schon friihzeitig auf sich gezogen. Indem ich die ersten 
unvolikommenen Versuche iibergehe, erwihne ich besonders J. Steiner, 
Uber Maximum und Minimum bei den Figuren etc. Werke Bd. II, 16. 17. — 
H. A. Schwarz, Math. Abhandlungen Bd. I, 8. 327ff. — Minkowski, 
Math. Ann. Bd. 57. — Hurwitz, Annales de I’Kcole normale supérieure 
t. 19, 1902. — 

Es mufB auffallen, daB die bisherigen Beweise mit der urspriinglichen 
Quelle, aus der wir die GewiBheit seiner Richtigkeit schépfen, in keiner 
Beziehung stehen. Es schien mir daher lohnend einen Versuch zu machen, 
auf der anschaulichen Grundlage einen strengen Beweis zu fiihren. Hierbei 
diente die folgende Vorstellung als Ausgangspunkt der Betrachtung. Es 
mége sich auf einer Kugeloberfliiche, etwa der iiberall als glatt gedachten 
Erdoberfliche, eine Fliissigkeitsschicht, die von einem elastischen Bande 
umschlungen und zusammengehalten ist, von einem Punkte, etwa dem 
Nordpol aus, sich ausbreiten. Dabei wird die Kontur unter der Wirkung 
der mechanischen Krifte stets ein Kreis bleiben. Im Verlauf der Aus- 
dehnung wird das Wasser einmal die ganze nérdliche Halbkugel bedecken 
und ihre Kontur wird der Aquator sein. Durch dieselben Kriifte also, 
welche vorher die Begrenzung kreisférmig gestalten, wird sie einmal ein 
groBter Kreis und also die kiirzeste Verbindung zweier ihrer Punkte. 
Hier ist also ein offenbarer Zusammenhang des vorliegenden Problems 
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mit dem einfacheren der kiirzesten Verbindung zweier Punkte. Der ge- 
suchte Beweis besteht lediglich in einer genaueren Ausarbeitung des 
analogen Verhiiltnisses bei der Ausdehnung nicht kreisférmiger Schichten. 
(Teil I.) Allerdings ist damit zunichst nur der Satz fiir die Kurven auf 
der Kugeloberflache bewiesen. 

Um daraus fiir die ebenen Kurven das gleiche folgern zu kénnen, 
muB ein Grenziibergang gemacht werden. Es muB8 hierzu nachgewiesen 
werden, daB wir von dem Prinzip der Stetigkeit Gebrauch machen diirfen. 
Es wird dementsprechend gezeigt, daB eine kleine Abinderung der Be- 
dingungen unserer Erscheinung nur eine kleine Abiinderung dieser selbst 
zur Folge hat, und damit die Berechtigung des Grenziibergangs gesichert. 
Der Nachweis geschieht in Form einer Ungleichung fiir die sphirischen 
Kurven, welche sich auf die ebenen Kurven iibertrigt (Teil II). 


Teil I. 
Das spharische Problem. 


§ 1. 
Einfach geschlossene Kurven. Konvexe Kurven. Parallelkurven. 


Das Ziel der Betrachtung in dem ersten Teil ist der Beweis des 
folgenden 

Satz 1. Unter allen einfach geschlossenen konvexen Kurven auf der 
Kugelubertitche von gegebenem Inhalt hat der Kreis den kiirzesten Umfang. 

Wir werden den Beweis zuniichst nur fiir solche konvexe Kurven fiihren, 
welche iiberall eine bestimmte geoddtische Kriimmung = besitzen und 
die darin liegende Kinschriinkung im zweiten Teile aufheben. Wir stellen, 
der gréBeren Klarheit halber, die Definitionen der verwendeten Begriffe 
hier noch einmal zusammen. 

1. Definition der einfach geschlossenen sphdrischen Kurve C. Es seien 
x=x(t), y= y(t), ¢=2(t) eindeutige und stetige Funktionen der reellen 
Variabeln ¢ von der Periode 7, so daB allgemein x(t)=2(t+ 7), y(t)=y(t+T), 
a(t) = 2(t+ 7) ist; wenn dann 2°? + y? + 2? =r? fiir alle Werte von ¢ ist, 
so durchlauft der Punkt (2, y, 2) fiir variable ¢ eine geschlossene sphirische 
Kurve C, welche einfach geschlossen heiBt, sobald zwei verschiedenen Werten 
von ¢ im Intervall 0--- 7 zwei verschiedene Punkte (x, y, 2) entsprechen. 

2. Inhalt der sphiirischen Kurve. Nach C. Jordan teilt die Kurve C 
die Kugeloberfliche in zwei getrennte Teile N und S*). Jeder derselben 


*) C. Jordan, Cours d’analyse 2. éd. Bd. 1, p. 90. Die Betrachtung ist dort nur 
fiir ebene Kurven gefiihrt, liBt sich aber ohne weiteres auf sphirische tibertragen. 
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kann als Inneres resp. AuBeres der Kurve C angesehen werden und be- 
sitzt zugleich einen bestimmten Inhalt, der entsprechend als Inhalt J der 
Kurve C bezeichnet werde. (Im allgemeinen werden wir den kleineren 
als Inneres, den gréBeren als AuBeres auffassen.) Der Umfang der Kurve 
wird in der iiblichen Weise definiert und mit L bezeichnet. 

3. Konvexe Kurven. Eine Kurve C heiBt konvex, wenn sie von einer 
sphirischen Geraden (gréBtem Kreise) in nicht mehr als zwei Punkten 
« und 6 so geschnitten wird, daB die Strecke «8 ganz im Innern von 
C liegt. 

Wir nehmen an, die konvexe Kurve C habe an jeder Stelle eine be- 


‘ _— — 1 d 
stimmte Tangente ¢ und geodiitische Krimmung — =“, 
m1 ds 


Element des Kontingenzwinkels bedeutet. Die Tangente ¢ im Punkte « 
hat mit der Kurve C keinen zweiten Punkt 8 gemein, da sonst eine der 
die Tangente approximierenden Sehnen drei Punkte ca’, «’’ und p mit 
der Kurve C gemein haben wiirde. 

Es liegt also die Kurve C ganz innerhalb einer der beiden Halbkugeln, 
welche die Tangente t begrenzt. 

4. Parallelkurven. Die in der Einleitung besprochene Ausdehnung 
eines sphiarischen Flachenstiickes fiihrt die Kontur desselben in eine 
parallele Kontur iiber. Wir betrachten demgemi8, und zwar der Ver- 
einfachung halber fiir r = 1, die auBeren Parallelkurven C, einer konvexen 
Kurve C mit angegebenen Eigenschaften, die den allseitigen Abstand « 


(0 Sa< =) besitzen. Es besteht der 


wo dtr das 


Satz 2a. Die dupfere Parallelkurve C, im Abstande « (0<e< = 


zur Kurve C ist eine einfach geschlossene Kurve (die jedoch im allgemeinen 
nicht konvex ist). 


Beweis. Es sei 6 ein Punkt auf der iuBeren Normalen m im Punkte « 
der Kurve, so dab ca =« (0< E< a) sei. Es ist dann die Entfernung 
6B des Punktes 6 von einem beliebigen andern Punkte B der Kurve C 
gréBer als «. 

Denn der um 6 mit dem Radius ¢« geschlagene Kreis beriihrt in a 
den gréBten Kreis ¢, der in @ tangiert, und wird durch diesen von der 
Kurve C getrennt. Also schneidet of den gréBten Kreis ¢ und zugleich 
den Kreis mit dem Radius ¢, so daB 68 >< ist. Hieraus geht hervor, 
daB die fuBere Parallelkurve C, sich nicht selbst in einem Punkte 6 
schneiden kann. Denn ein solcher Punkt 6 wiirde von zwei Punkten « 
und # der Kurve C gleichen Abstand « haben, was unméglich ist. 

Wir beweisen ferner den 


—— 


ee 
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Satz 2b. Das Linienelement ds bewahrt bei der Dilatation der 
Kurve C sein Vorzeichen, so lange 0<«<— ist und es ist unter der 
gleichen Bedingung an jeder Stelle 


é ds, ; 
ae ds, = c 1 und L, =f ds,. 


Beweis. Wenden wir dieselbe Betrachtung wie beim Beweis von 
Satz 2a auf zwei unendlich benachbarte Normalen an, so erkennen wir, 
daB sich dieselben fiir den angegebenen Bereich der GréBe ¢ auBerhalb 
der Kurve nicht schneiden. Es wird daher ds, im gleichen Sinne durch- 
laufen wie ds und es wird L, = J ds, die Liinge im gewohnlichen Sinne be- 


deuten. Bezeichnet ferner P die auf der inneren Normalen gemessene Ent- 
fernung des Mittelpunkts des oskulierenden Kreises von dem Punkte a, so ist 
offenbar P + ¢ der Radius des oskulierenden Kreises an dem entsprechen- 
den Punkte von C,. Die Linienelemente ds und ds, verhalten sich, wie die 
Peripherien der oskulierenden Kreise, also wie 2” sin P zu 2a sin (P+). 
Es ist also 
; ? 

ds, = ds =r), 

woraus an der Stelle « = 0 


4D 


l 
- ds, = ds-ctg P=“ 


i) 


infolge der bekannten Beziehung ctg P = : folgt. 
Die gleiche Betrachtung gilt an jeder Stelle ¢ im betrachteten Bereich, 
woraus also fiir 0<ée < > allgemein 
a ds 


de ds, = ; 


é 


folgt. 
§ 2. 
Das Zustandsdiagramm. 
Um uns iiber den Sinn unserer Behauptung volle Klarheit zu ver- 


schaffen, tragen wir in einer X Y-Ebene 22 — 5 als X-Koordinate, = als 


Y-Koordinate auf, wobei wir = und 5 statt DZ und J einfiihren, um die 


Betrachtung auf die Einheitskugel zu verlegen. 
Lassen wir nun eine beliebige einfach geschlossene Kurve C auf der 


Kugeloberfliche alle méglichen Formen annehmen, so entspricht eimem 


: : ad ‘ ‘ L 
jeden ihrer ,,Zustiénde“ ein bestimmtes Wertepaar 22—5, = welches 


in der X Y-Ebene durch einen Punkt P reprasentiert wird. 
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Die X Y-Ebene hei®e dementsprechend die ,,Zustandsebene“ der 
Kurve C. Die Gesamtheit aller Punkte, welche auf diese Weise in der 
X Y-Ebene erreicht werden kinnen, bezeichnen wir als das ,,reelle Gebiet G“, 
welches also in bestimmtem Sinne zu den Kurven C gehért. Alle die- 
jenigen Punkte der Zustandsebene, welchen keine wirklichen Kurven ent- 
sprechen, heiBen das imagindre oder unmigliche Gebiet U. 

Aus dieser Auffassung, welche sich bei allen Aufgaben der Variations- 
rechnung, wo Nebenbedingungen gestellt sind, in gleicher Weise ent- 
wickeln lat, ergeben sich ohne weiteres diejenigen Fragen, deren 
Lésung als die natiirliche Aufgabe dieses Teils der Variationsrechnung 
erscheint. 

Das Gebiet G ist als Punktmenge definiert. Es ist die Natur dieser 
Punktmenge zu studieren. Man mu z. B. zeigen, ob sie abgeschlossen, 
ob sie in sich dicht, zusammenhdngend etc. ist. 

In den meisten Fallen wird man, wie im vorliegenden, zeigen, daB 
das Gebiet G ein Kontinuum bildet, d. h. daB jeder Punkt eine Um- 
gebung besitzt und mit jedem andern stetig verbunden werden kann. 

Als zentrale Frage muB aber die folgende angesehen werden: 

Welches ist die Natur der Begrenzung der Punktmenge G? 

d. h. 
1) Gehdrt die Begrenzung von G zu G selbst oder zu U? 
2) Welches sind diejenigen Gebilde, deren Zustand die Punkte 
der Begrenzung darstellen? 

Die Begrenzung ist dabei als die Menge der Punkte gedacht, welche 
zugleich Grenzpunkte der Punkte von G und der Punkte von U sind. 
Wir wollen die Punkte der Begrenzung als kritische Punkte bezeichnen. 

Die Aufgabe, bei gegebenem X das kleinste zugehdrige Y zu _ be- 
stimmen, ist offenbar ein spezieller Fall der allgemeinen Fragestellung. 
Es wird dabei das Gebilde der kritischen Punkte durch eine Schar von 
Parallelen zur Y-Achse geschnitten und es werden die Schnittpunkte oder 
ein Teil derselben aufgesucht. Wenn die kritische Kurve aber aus mehreren 
Zweigen besteht oder stiickweise der Y-Achse parallel ist, so erweist sich 
diese spezielle Fragestellung als unzweckmiBig und mu8 durch die all- 
gemeine ersetzt werden. 

Wenn die kritische Kurve eine monotone Funktion von X ist, so ist 
auch X eine eindeutige Funktion von Y, und die Aufgabe das gréBte X, 
das zu einem gegebenen Y gehért, zu suchen, hat dieselbe Lésung. 
A. Mayer hat in einer wichtigen Arbeit*) die analytischen Bedingungen 
fiir eine solche Umkehrbarkeit der Fragestellung aufgestellt. 


*) A. Mayer, Math. Ann. Bd. 26, p. 74. 


z=. 





7; =. 
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Bei Aufgaben, in, denen drei GréBen X, Y, Z oder mehr vorkommen, 
ist es meist noch wesentlicher, die spezielle Fragestellung durch die all- 
gemeine zu ersetzen, da das kritische Gebilde in den vielen Fillen aus 
ganz verschiedenartigen Flichen zusammengesetzt ist. 


Wir wollen nun die Verhiltnisse bei unserm speziellen Problem ins 
Auge fassen. Wenn die sphirischen Kreise in der Tat die behauptete 
Minimaleigenschaft haben, so ist das kritische Gebilde hier ein Dreieck, 
welches von zwei Parallelen zur Y-Achse im Abstande + 2a und — 2z2, 
sowie von dem oberhalb der X-Achse gelegenen Halbkreise K begrenzt 
wird, der 0 zum Zentrum und 
2x zum Radius hat. (Fig. 1.) 

Der Halbkreis K repriisentiert L 
die auf der Kugeloberfliche liegen- KY \ 
den Kreise. . In der Tat sind In- 
halt und Umfang des sphiirischen 
Kreises vom Radius g, durch die 


WY YOY ROY 
QS QO \ 
YY . 
SY a 
\ 

















\\ » 4) 
bekannte Formel VK 
L — \ 

=—= in " 
(1) r 228 r? 8 2ard,=X 

ay ry 

J 9 0 aad oF 

X = 21 — | = 22 cos z Fig. 1. 


gegeben, so daB also = das Argument des darstellenden Punktes ist 


Unsere Behauptung gewinnt hier also die folgende Form: 
1) Das kritische Gebilde ist in unserm Falle der Halbkreis K 
und zwei Halbgeraden. 
2) Die Punkte des Halbkreises K stellen allein die sphirischen 
Kreise dar. 

Die Beziehung zwischen einem beliebigen Punkte des Gebietes G 
und den entsprechenden sphiirischen Kurven ist keine eindeutige. Eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung tritt nur fiir die Punkte des Halbkreises 
K ein. Allgemeine Bedingungen fiir diese Verhiiltnisse sind nicht bekannt. 

Da es evident ist, da& die beiden Halbgeraden zur Begrenzung von G@ 
gehiren, so handelt es sich allein um die Untersuchung des Kreises K. 
Wir kénnen daher unsern zu beweisenden Satz auch folgendermaBen 
formulieren. Da 


Ce | ne 
(2) (22-3) + (+) — @2) 
die Gleichung des Kreises K ist, so ist das AuBere durch die Ungleichung 


(3) (22 — 4) + (=) > (2) 
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charakterisiert. Wir miissen daher fiir alle sphirischen Kurven, die nicht 
Kreise sind, die Ungleichung (3) behaupten, wihrend fiir die sphirischen 
Kreise und nur fiir diese die Gleichung 


(ox 2)'+ (Beh 
gelten soll. 


§ 3. 
Die Transformation auf das absolute Problem. 


Wir nehmen also im folgenden an, daB die konvexe Kurve C an 
jeder Stelle eine bestimmte Tangente t und eine geodiitische Kriimmung 
= = ; besitze. Wenn wir jetzt entsprechend der in der Einleitung ent- 
wickelten Vorstellung die Kurve C durch einen auf das Innere ausgeiibten 
Druck gleichmiBig ausdehnen, so wird sie in eine fiuBere Parallelkurve C, 
vom allseitigen Abstande <-r iibergehen. Wir wollen die Wirkung dieser 
Transformation, die wir mit JZ, bezeichnen wollen, in dem Zustands- 
diagramm studieren. 

Ist die Kurve C zunichst ein Kreis, so geht sie wieder in einen 
Kreis tiber. Der darstellende Punkt P wandert also auf dem Halbkreise K 
und zwar durchliuft er alle Punkte desselben. Wenn die Kurve C ein 
gréBter Kreis geworden ist, so befindet sich der darstellende Punkt P 
auf der Y-Achse in Q. 

Wie aber gestaltet sich das Bild in der Zustandsebene fiir eine der 
Kurven C, welche kein Kreis ist? Die iiberraschend einfache Antwort 
liefert der 

Satz 3. Wird die Transformation T, auf alle konvexen Kurven C, 
welche den angegebenen Bedingungen geniigen, gleichzeitig ausgeiibt, so erfihrt 
die Zustandsebene der darstellenden Punkte P eine Drehung um den Null- 
punkt und zwar eine Drehung im positiven Sinne um den Winkel «. 

Es sollen also die folgenden Formeln gelten: 


J, 


2a —— — (22— ) cos e — / sin &, 
(1) rT Tr r 
L, , L % 
“= (2% —<5) sin ¢ + ; C08 &, (0<e<4) 


wo J, und L, Inhalt und Umfang der Parallelkurve C, bedeuten. 


ad, 
Beweis. Es werde zuniichst r= 1 gesetzt. Bekanntlich ist 7 L, 
und also 
2a — J, 


(4) F lem i % 


08 * 
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Fiir die Dilatation des Linienelements benutzen wir die Formel von 


§ 1 Satz 2b 
d 
2 as a = inn ie, , (0<e<4)- 


ge * Q, 


Infolgedessen ist, in Hinblick auf Satz 2a, 

(5) 5 L,=2a—-J,, (0<e<4), 

wo L,= J ‘ds, die Linge von C,, J, den Inhalt von C, nach der Formel 

2a —J,= | ‘d t, bedeutet. Aus (4) und (5) folgt mit Hilfe der Gleichung 
5,(2a—J,+iL,) = i(2a—J,+iL,) 


durch Integration von «= 0 bis ¢=« 
(6) 2n—J,+il,—e*(2a—J+iL)  (0<e<%). 
Die Formel (6) stimmt aber véllig mit (1) iiberein, wenn wir, noch mit 
J L 
Riicksicht auf ein beliebiges r, J, durch —- und L, durch — fiir jedes « 
ersetzen. 
Zusatz. Es ist also insbesondere 


() (22-2) +($) 


eine Invariante unserer Transformation T,. 

Die Transformation 7’, ist tibrigens in der Ausdrucksweise der Lie- 
schen Theorie eine Beriihrungstransformation*). 

Newerdings hat Engel in einer Note: Zur Flachentheorie**) diese 
Transformation auf einer beliebigen Fliche untersucht. 

Der eben bewiesene Satz 3 gestattet den folgenden Schlub. Gesetzt 
der Halbkreis K wiire nicht die kritische Linie, d. h. es giibe innerhalb 
desselben einen Punkt P, welcher eine konvexe Kurve C mit den vor- 
ausgesetzten Higenschaften darstellt, so wiirden wir auf diese Kurve die 
Transformation 7, so anwenden, daB der darstellende Punkt P auf die 
Y-Achse riickt. Hierzu ist iibrigens erforderlich, dab der Winkel <¢ POQ = E 





zwischen Null und 5 liegt, eine Bedingung, die infolge der Gleichungen 
22% — 


tg E=*7—", J>0, L>O, sicher erfiillt ist. Indem wir also «= E 
setzen, wird 2a —J,=0 und 


(8) L2 =(2a—JP4+1. 


*) Siehe Lie-Scheffers, Geometrie d. Beriihrungstransformationen. Lpzg. 1896. 
**) Berichte d. Kgl. Siichs. Akad. d. Wiss. Leipzig 1901. 
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Der Punkt P wiirde also in einen Punkt der Y-Achse Q’ riicken, so dab 
OP = OY < 2a sein wiirde. Wenn wir aber beweisen, daB die Strecke 
OQ = 2a keinen darstellenden Punkt Q in ihrem Innern enthiilt, so folgt 
also, daB auch der Kreis K keinen darstellenden Punkt in seinem Innern 
enthiilt. 

Der Punkt Q stellt die gréBten Kreise der Kugeloberfliiche dar. Die 
Behauptung, da die Strecke OQ in ihrem Innern keinen darstellenden 
Punkt enthilt, heiBt daher nichts anderes als: 

Unter allen Kurven der angegebenen FEigenschaft, welche die Kugel- 
oberfliche hiilften, hat der grépte Kreis den kleinsten Umfang. 

Auf dieses Problem, welches mit dem Problem der geodéitischen Linie, 
wie wir im nichsten Paragraphen zeigen werden, identisch ist, haben wir 
also das isoperimetrische Problem zuriickgefiihrt. 


§ 4. 
Das absolute Problem. 


Es bleibt also noch iibrig zu beweisen, daB der folgende Satz gilt: 

Satz 4. Unter allen einfach geschlossenen Kurven D, welche die Kugel- 
oberfliiche hilfien, hat der groipte Kreis den kleinsten Umfang. 

Hierbei ist es nicht einmal nétig, iiber die zum Vergleich heran- 
gezogenen Kurven die einschrankenden Voraussetzungen zu machen, welche 
sich bei der Aufstellung der Transformationsformeln als nétig erwiesen. 

Man erkennt zuniichst, daB die Kurve D wenigstens ein Paar Gegen- 
punkte R und R’ der Sphére enthilt. In der Tat teilt auch die Kurve D’, 
welche die simtlichen Gegenpunkte der Punkte von D enthiilt, die Kugel- 
oberfliche in zwei gleiche Teile. Wiirden sich nun D und D’ nicht 
schneiden, so wiirden die beiden einfach geschlossenen Kurven die Kugel- 
oberfliche in drei getrennte Teile 7,, 7,,, 7,, zwei auBere 7, und 7,, 
und einen mittleren 7,,, der von D und D’ gleichzeitig begrenzt wird, 
zerfillen. Es wiirde dann 7, einen von Null verschiedenen Inhalt haben, 
und da andrerseits 7, und 7, jeder den Inhalt 22 haben wiirden, so 
wiirde die Summe 7, + 7,, + 7, gréBer als 4a, d. h. gréBer als die 
Kugeloberfliche ausfallen, was einen Widerspruch ergibt. Es ist also 7}, 
nicht vorhanden und die beiden Kurven D und D’ schneiden sich in 
wenigstens einem Punkte R. Dann aber ist R’, der Gegenpunkt von R, 
gleichfalls Schnittpunkt von D und D’, und & und RF bilden ein Paar 
von Gegenpunkten auf der Kurve C. 

Durch R und RF’ wird D in zwei Teile D, und D, zerlegt, welche 
die Lingen LZ, und L, haben mégen. Ist D, oder D, kein gréBter Halb- 
kreis, so ist L, oder L, gréBer als x und daher L>2z. Sind aber D, 
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und D, gréBte Halbkreise, so bilden sie, da D die Kugeloberfliiche hiilften 
soll, einen gréBten Kreis. Es ist also 1 = 2a dann und nur dann, wenn 
die Kurve D ein gréBter Kreis ist. 

Halt man also jetzt den eben bewiesenen Satz 4 zusammen mit den 
Ausfiihrungen am Schlu8 des vorigen Paragraphen, so erkennt man, dab 
jetzt der folgende Satz bewiesen ist: 

Satz 5. Unter allen sphdrischen Kurven, welche konvex sind und denen 
an jeder Stelle eine bestimmte Tangente und geodiitische Kriimmung zukommt, 
hat der sphiirische Kreis bei gegebenem Inhalt den kleinsten Umfang. 

Ziehen wir jetzt die Formel (8) heran und bedenken wir, daB L, die 
Liinge der Kurve D hedeutet, so folgt, wenn wir noch beriicksichtigen, 


daB die Relationen fiir eine Kugel vom Radius r gelten, sobald Z durch = : 

J durch 5 ersetzt wird, aus der Ungleichung L, >2z die Beziehung 
J\2 L\? . 

( (ox —2)"+ (4)'> eay, 


in welcher das Gleichheitszeichen nur fiir den Fall des Kreises gilt. In 
dieser Formel ist der Inhalt des Satzes 5 ausgedriickt. 


Teil I. 


Die approximativen Satze und der Grenzibergang 
zur Ebene. 


§ 5. 
Das Verhalten der Minimaleigenschaft beim Grenziibergang. 
Definition der natirlichen Breite. 


Aus der bewiesenen Minimaleigenschaft der sphirischen Kreise folgt 
leicht, daB die ebenen Kreise gleichfalls bei gegebenem Inhalt Kurven 
kleinsten Umfangs sind, und zwar im Vergleich mit allen ebenen kon- 
vexen Kurven, welche Tangente und Kriimmung an jeder Stelle besitzen. 
Was jedoch schwieriger zu zeigen ist, ist die Behauptung, daB die Kreise 
die einzigen ebenen Kurven dieser Minimaleigenschaft sind. Hierzu war 
es ndtig, fiir die sphiirischen Kurven einen tieferen Satz abzuleiten. Es 
ist das Charakteristische des hier behandelten Variationsproblems, da8 sich 
neben den exakten Minimumsatz ein approximativer Minimumsatz stellen 
laBt. Eine Kurve, welche anniihernd Inhalt und Umfang eines Kreises 
hat, ist anniihernd ein Kreis. Indem nun solche approximativen Sitze 
der Reihe nach fiir die geodiitische Linie und die zwischen dieser und 
dem Kreise stehenden Kurven bewiesen werden, wird die fundamentale 
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Formel (28) hergeleitet, welche nicht nur den Grenziibergang zur Ebene 
in leichter Form gestattet, sondern auch zugleich die Mittel an die Hand 
gibt, den Geltungsbereich des zu beweisenden Satzes so weit als méglich 
auszudehnen. 

Wir beweisen zunichst den 

Satz 1. Hat eine ebene konvexe Kurve C, welche an jeder Stelle eine 
bestimmte Tangente und Kriimmung besitet, den Inhalt J = x R*, so ist der 
Umfang L gréfer oder gleich 2x R. 

Beweis. An einen beliebigen Punkt der Ebene, welche die Kurve C 
enthalt, legen wir die unendliche Schar der auf einer Seite beriihrenden 
Kugeln mit den beliebig wachsenden Radien r und projizieren die Kurve C 
von den Mittelpunkten der Kugeln auf die Oberfliichen derselben. Die so 
entstandenen sphirischen Kurven C, besitzen als Tangenten und oskulie- 
rende Kreise die Projektionen der zur Kurve C gehérigen Tangenten und 
oskulierenden Kreise auf die Kugeloberflichen. Sie haben daher ins- 
besondere keine Doppeltangenten und sind konvex. 

Aus der Formel (9) des § 4, welche wir jetzt anwenden, folgt, indem 
wir den Inhalt und Umfang von C, mit J, und L, bezeichnen 


J 2 
(10) L? —42J,+— 20. 
LaBt man jetzt r unendlich werden, so folgt aus 
(11) J=limJ,, L=lim L,, 
(12) [?—4aJ>0. 
Ist also J = xR, so ist 
(13) L=>22R, 


was zu beweisen war. 

Das Gleichheitszeichen gilt fiir den Fall des Kreises; es muB nun 
noch gezeigt werden, dab es nur fiir den Kreis gilt, und daB also jede 
ebene Kurve, welche Inhalt und Umfang des Kreises hat, auch selbst ein 
Kreis ist. 

Wir beginnen die Reihe der darauf abzielenden Siitze mit der Er- 
klirung der Variation des Kreises. 

Erklirung 1. Unter allen Kreisen, welche eine ebene einfach ge- 
schlossene Kurve ( einschlieBen, gibt es einen oder mehrere, deren Radien 
die untere Grenze 0, der fiir die Radien derselben méglichen Werte wirk- 
lich annehmen. (Es folgt dies aus dem Umstande, daB die Kurve C eine 
ganz im Endlichen gelegene abgeschlossene Punktmenge darstellt und gilt 
fiir solehe ganz allgemein.) Wir bezeichnen einen derselben mit K,. Des- 
gleichen gibt es unter allen Kreisen, welche im Innern der Kurve C liegen, 
einen oder mehrere, deren Radien die obere Grenze 0, der fiir die Radien 
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derselben méglichen Werte wirklich annehmen. Wir bezeichnen einen 
derselben mit K,. Die Kreise K, und K, sollen innere und iiuBere Spann- 
kreise heiBen. Denkt man sich die Punkte der Kurve C als fest, so kann 
man die Spannkreise sich durch zwei Kreisfedern realisiert denken, von 
denen die innere durch das Bestreben sich auszudehnen, die iuSere durch 
das Bestreben sich zusammenzuziehen gegen die Kurve C gepreBt wird. 

Erklirung 2. Die Differenz d= 9,—@, der Radien g, und g, des 
iuBeren und inneren Spannkreises heiBe die natiirliche Breite der Kurve C. 
Die Entfernung f der Mittelpunkte M, und M, der Kreise K, und K, 
heiBe die Exzentrizitét der Kurve C. Es ist offenbar der Kreis die einzige 
Kurve von der natiirlichen Breite d=0 und fiir jede andere Kurve ist d 
groper als Null. Analoge Definitionen lassen sich auch fiir die sphirischen 
Kurven treffen. Hs gilt fiir die definierten Begriffe der 

Satz 2. Die Gripen d und f bleiben bei der Transformation T, invariant. 

Beweis. Die Gesamtheit der von der Kurve C eingeschlossenen und 
die Gesamtheit der die Kurve C einschlieBenden Kreise wird wieder in 
die Gesamtheit der von der Kurve C, eingeschlossenen resp. sie ein- 
schlieBenden Kreise iibergefiihrt. 

Die Mittelpunkte bleiben dabei ungeiindert und die Radien werden 
alle um die GréBe « vermehrt, infolgedessen sind jetzt 9, + « und 9, +6 
die obere und untere Grenze der Radien. Es ist also sowohl die Exzen- 
trizitiit, wie die Dicke der Kurve dieselbe. 


§ 6. 

Uber die angenihert kiirzeste Verbindung zweier Punkte 

auf der Sphiire. 

Die bekannten Minimaleigenschaften der sphiirischen Geraden, welche 
die Grundlagen der Schliisse bilden, sollen hier unter Verwendung der 
definierten Invarianten abgeleitet werden. 

Satz 3. Es sei ABC ein sphiirisches A 
Dreieck (Fig.2), dessen Seiten kleiner als x-r 
seien. Die Seiten BC, AC und AB seien mit 
a-r, b-r und e-r, die sphiirische Hohe AD, 
welche gleich oder kleiner als =r sei, mit h-r B 
bezeichnet. Es gilt die Beziehung LUD 
(14) b+¢—a>2-cos*” (1 —cosh). ian 


Beweis. Es werde BD=a,-r=($+l)-r und CD=a,-r=($— er 





"ig 


gesetzt. Hs sei zunichst 1 << — Aus 
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1 > sin =F 


und 





—F> sin © =—F>0 


unter der Annahme a > * oh 0 folgt 





a — p> 9 ein TE cin "=P — con p— cone 


Setzen wir jetzt einmal «—b, B=a,, und ein ander Mal a=c, B =a,, 
so folgt, da die Bedingung a > =f > 0 beide Male erfiillt ist, unter 


Beriicksichtigung von 
cos € = cos a, - cosh, 


cos b= cosa, cosh, 


b — a, > cos a, — cos b = cos a, (1 — cosh) 
und 
¢ — a, > cos a, — cos ¢ = cos a, (1— cosh); 


durch Addition dieser letzten Ungleichungen ergibt sich infolge von 
cos a, + cos a, = 2 cos + cos | 
b+e—a> 2 cos — cos 1(1—cosh). 
Da zunichst / < 5 4 < sein soll, so wird cos! > cos s. und also 
b+ce—ar>2 cos* = (1 — cosh). 


Ist andrerseits 1 >“ 
Es folgt also aus 


zy 80 ist a, >a und cos ¢ = cos a, cos h < cos a cos h. 


c¢—a> cos a — cose 


¢ —a> cos a(1—cosh); 
ferner ist 
b>h>1—cosh. 
Also wird szhlieBlich 


b+c—a>(1+cosa)(1—cosh), 
d. h. wieder 


b +¢—a> 2 cos* + (1—cosh), q. e. d. } 


Anmerkung. Will man den Satz benutzen, daB das gleichschenklige 
sphirische Dreieck bei gegebener Héhe das Minimum des Umfangs dar- 
stellt, so schlieBt man leicht, daB stets 


b+¢—a> 2 cos —(1—cosh) 


ist. Wir machen jedoch von dieser schirferen Ungleichung keinen Gebrauch. 
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Die Ungleichung (14) enthalt nicht nur den Beweis des Satzes, daB 
die sphirische Gerade die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist, sondern 
auch die genauere ' 

Folgerung 1. Weicht die Linge L einer sphiirischen Kurve, welche 
B und C verbindet, nur wenig von a-r ab, so laéBt sich ein von Parallelen 
zu BC gebildeter Streifen von der Breite 2h-r abgrenzen, in dessen Innern 
die Kurve liegt, d. h. sie weicht selbst nur wenig von einer sphéirischen 
Geraden ab. 

Denn es sei A derjenige Punkt der Kurve, welcher die absolut gréBte 
Entfernung h-r von BC hat. Die Kurve liegt dann offenbar ganz inner- 
halb eines Parallelstreifens, dessen Grenzen zu beiden Seiten von BC um 
das Stiick h-r entfernt ist. Durch Vergleich der Linge L mit der Seiten- 
summe AB + AC ergibt sich 


(15) = —a>b+e—a> 2 cos? © (1—cosh) = 4 cos? * sin? . 
Sobald also rd —a klein ist, sinkt auch h unter eine entsprechende Grenze. 
§ 7. 


Uber die angenihert kiirzeste einfach geschlossene Linie, welche 
' gwei Gegenpunkte der Sphiire enthilt. 


Wir beweisen jetzt der Reihe nach die folgenden Sitze: 

Satz 4. Es sei C, eine sphiirische Kurve von der Linge L,, welche 
zwei Pole der Kugel P und P’ verbindet. Ferner sei A einer der Punkte, 
in denen C, den Aquator passiert. Es sei e-r die gripte seitliche Abweichung 
der Kurve C, von dem Meridian PAP’ aus gerechnet, so ist 


(16) 7s > 1 — cos; 


_ oder: weicht die Linge einer Kurve, welche zwei Pole der Kugel verbindet, 
nur wenig von x-r ab, so ist die Kurve an- 
nihernd ein grépter Halbkreis. (Fig. 3.) 
Beweis. Es seien e¢,-7 und ¢-r zu beiden 
Seiten des Aquators die gréBten Breitenabwei- 
chungen der Kurve C, vom Meridian PAP’. Es 
ist dann gemiB der bewiesenen Ungleichung 


L, 
<! — > 2 cos? = (1 — cos ¢) < 
+ 2 cos? = (1 — cos ¢); " 
d. h. Fig. 3. 


g* 
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4 _ D1 - cose, 
wo e den gréBeren der beiden Werte ¢, und e, bedeutet. 

Ebenso beweist man den 

Satz 5. Es sei C eine sphdrische Kurve der Linge L, welche ein- 
fach geschlossen ist und die Pole P und P’ enthalt. Die Kurve zerfiillt in 
zwei Teile C,= PAP und C,= PBP’, von denen jeder wenigstens in 
einem Punkte A resp. B den Aquator passiert. Fiir C, und C, seien, wie 
vorher die gréften Breitenabweichungen bestimmt. Ist e das absolute Maai- 
mum derselben, so ist 


(17) 


oder: Besitzt eine geschlossene Kurve auf der Kugeloberfliche, welche zwei 
Gegenpunkte enthilt, annidhernd die Linge 2x, so ist sie annihernd ein 
sphdrisches Zweieck. 

Wir haben die Kurven C, und C, in zwei Streifen von der Breite 2e 
eingeschlossen und es bilden diese ein Kreuzband K, das fiir die folgenden 
Betrachtungen die Kurve C ersetzen soll. Um diese Beziehung noch enger 
zu gestalten, fassen wir das Zweieck Z ins Auge, welches von den Halb- 
meridianen PAP’ und PBP’ gebildet wird. Wir schreiben aber jetzt vor, 
daB die Punkte A und B, was stets méglich ist, so gewihlt seien, daB weder 
die geschlossene Kurve PA P’ C, noch 
auch PB P’ C, die auBerhalb der Strei- 
fen gelegenen Kalottenpaare trennt. 
Das Zweieck Z teilt dann auferhalb 
des Kreuzbandes K die Kugelober- 
fléiche genau so, wie C. Wenn K nicht 
die ganze Kugel bedeckt, seien V, = V4, 
V, = V, (Fig. 4) die iibrigen Teile der 
Oberfliche. Es liege dann etwa V, 
von V,, V;, V, durch Z getrennt. 
Wir bezeichnen den konkaven Winkel 
von Z, innerhalb dessen V, liegt, mit 
(1 — 24). Wenn die Bedingung des Satzes 5 erfiillt ist und wenn aufer- 
dem / eine kleine GréBe ist, so ist die Kurve C offenbar angenihert ein 
gréBter Kreis. 

Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir die natiirliche Breite 
von C einfiihren und in Beziehung zu 4 und e bringen. Wird nimlich 
die natiirliche Breite D-r des Kreuzbandes K so gemessen, daB die 
Spannkreise in V, und V, angenommen werden, so ist offenbar 


D=2ia-+ 2e; 


= 1b 


— 2x >1— cose; 





Fig. 4. 


oe 





a ee 





Die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises. 133 


dasselbe gelte, wenn, V,; = V,=0 ist. In jedem Falle ist aber 


Dj=d, 
wo d-r die natiirliche Breite von C bedeutet. Also’ ist 
(18) 2in+2e>d; 


in Worten: Weicht eine einfach geschlossene sphiirische Kurve C, welche 
zwei Gegenpunkte enthilt, nur wenig von einem Zweieck Z ab, dessen Winkel 
(1 — 2A) nahezu gleich 2x ist, so ist die Breite der Kurve C gering. 


§ 8. 
Uber die angeniihert kiirzeste einfach geschlossene Linie, welche 
die Kugeloberfliche hilftet. 


Es sei jetzt C eine Kurve, welche die Kugeloberfliche hilftet. Wir 
wissen, da dieselbe zwei Gegenpole P und P’ enthalten muB. Falls die 
Kurve ein sphiirisches Zweieck ist, muB sie notwendig ein gréBter Kreis 
sein. Ist also unter Anwendung der bisherigen Bezeichnungen e = 0, so 
ist auch 4 = 0. 

Genauer gilt der folgende 

Satz 6. Es ist 


(19) 2(1 — cose) >4, 
oder da 

L v1 
(20) — ~~ 28 oe 


Beweis. Nach der Konstruktion des vorigen Paragraphen teilt das 
Zweieck Z (Fig. 4) auBerhalb des Kreuzbandes K die Kugeloberfliche 
genau so, wie C. Sind 7, und JZ, die beiden Teile, in die C die Kugel- 
oberfliche teilt, und gehért V, zu 7,, so gehéren also V,, V;, V, zu T,. 
Es ist 7, ginzlich enthalten in V, und K und wir haben also, da 
T, =2ar* ist, 

(21) V,+ K>2ar'. 
Andrerseits liegt aber V, ganz im konkaven Teil des Zweiecks Z, welcher 
letztere den Inhalt (1 — 24)2ar° besitzt. Es ist also 


(22) (1 — 24)2ar’> J,. 

Ferner ist der Inhalt des Kreuzbandes 

(23) K<2.-42ar*(1— cose). 
Also ist 

(24) 1—24+44(1 —cose)>1, 

d. h. 


2(1— cose) >A q. ed. 
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Wir fassen die bisherigen Resultate zusammen, indem wir den 
folgenden Satz beweisen: 


Satz 7. Besitzt eine Kurve C, welche die Kugeloberfliache 
halftet, anndhernd den Umfang 2ar eines gréften Kreises, so ist 
sie selbst anndhernd ein gréiBter Kreis. 


Beweis. Aus (18) und (19) folgt durch Elimination von 4 
4a(1— cose) + 2e>d. 
Nun ist allgemein, fiir e >0; e > 1— cos e; infolgedessen ist 
(25) 2(1+ 2a)eSd. 


Andrerseits ist allgemein, wenn «>f>0 ist, auch 1 —cosa>1— cos. 
Infolgedessen ist 
d 
1 — cos e > 1 — cos af 2a) 
Der Vergleich mit (17) lehrt dann, dab 


(26) 4 _%">1-—c 


. d 

2 sin’ Tap ae) 

ist. Aus der Formel (26) folgt unmittelbar, daB d eine kleine GréBe ist, 
sobald ~ — 2a klein ist. 


d _— 
8 sa 22) 


§ 9. 

Uber die einfach geschlossene sphiirische oder ebene Kurve, welche 
angeniihert den Inhalt und den Umfang eines Kreises besitzt, und 
die Minimaleigenschaft des sphirischen oder ebenen Kreises. 

Wir beweisen jetzt den 

Satz 8. Wenn eine konvexe einfach geschlossene sphiirische oder ebene 
Kurve C, welche an jeder Stelle eine bestimmte geodiitische Kriimmung be- 
sitet, annihernd den Umfang und den Inhalt eines sphiirischen resp. ebenen 
Kreises hat, so ist sie selbst annihernd ein Kreis. 

Beweis. Wir transformieren die Kurve C durch die Transformation 


T, in die Kurve C = C,, welche die Kugeloberfliche hilftet. Es ist dann 
nach Formel (8) (I, § 3): 


(y'—(e=- 3) 


In Verbindung mit (26) folgt hieraus 


on (te A+ (Ha (eet 2a ae taa)h 
oder 
(28) (2% —4)'+(2)'— @2) > 8a sin’ exo 
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Wenn nun die Kurve C annihernd den Umfang und Inhalt eines 
sphirischen Kreises hat, so ist die linke Seite von ea klein und also 
ist auch d eine kleine GraBe. 

Wir kénnen diesen SchluB leicht auf ebene Kurven iibertragen. 

Es sei C eine ebene Kurve, die konvex ist und eine bestimmte 
Kriimmung an jeder Stelle besitzt. An einen Punkt 0 der Ebene derselben 
legen wir eine tangierende Kugel mit dem beliebigen Radius r und pro- 
jizieren die Kurve C vom Mittelpunkt M, der Kugel auf die Kugelober- 
fliche, wodurch sie in die Kurve C, iibergehe. Da C keine Doppel- 
tangente hat, so besitzt auch die Kurve C, keine sphiirische Doppel- 
tangente, d. h. C, ist konvex. Ebenso besitzt C, auch iiberall eine 
bestimmte Kriimmung. Es gilt also fiir C, die Ungleichung (28) in der 
Form 


(29) aa = ad, 


d 
—F +2 *>8a sin’ Fae)? 
wenn J, und L, Inhalt und dale der sphirischen Kurve C, darstellen. 
Nun ist offenbar 
(30) Lim J, = J, Lim L, = L, 
und da die einbeschriebenen Kreise bei der Projektion in einbeschriebene, 
die umbeschriebenen in umbeschriebene iibergehen 
(31) Lim d,-r = d. 

Also ist, wenn die beiden Seiten von (29) mit r*? multipliziert werden 
und zur Grenze r = oo iibergegangen wird, 

ad? 
2-(1+ 2m)? 
Die Formeln (28) und (32), deren Geltungsbereich wir sogleich auf be- 
liebige Kurven iibertragen werden, stellen das Ergebnis der bisherigen 
Entwicklung dar. 

Wenn wir die Herleitung derselben noch einmal iiberblicken, so sehen 
wir, daB dieselben nur durch Transformation aus der fundamentalen Un- 
gleichung hergeleitet sind, welche besagt, dab im sphirischen Dreieck die 
Summe zweier Seiten gréBer ist als die dritte. Was den Zahlfaktor auf 
der rechten Seite von (28) und (32) angeht, so ist derselbe keineswegs 
das erreichbare Maximum. Es ist an sich interessant, aber fiir die jetzige 
Betrachtung iiberfliissig, die Ungleichung noch weiter zu verschirfen. 


(32) L’—4anJ>5 


Erweiterung des Geltungsbereiches des Satzes 8. 


1. Wenn C eine beliebige konvexe Kurve ist, so gibt es stets eine 
unendliche Schar konvexer Kurven C, (v=1, 2,---), welche tiberall 
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geoditische Kriimmung besitzen, mit den Liingen ZL, und den Inhalten 
J,, welche die Kurve C beliebig approximieren, so daB J = Lim J, und 


v= @ 
L = Lim JL, ist. Insbesondere wird ein im Innern von C gelegener Kreis 


fiir hinreichend groBes v im Innern simtlicher C, liegen und ebenso wird 
es sich mit den im AuBern gelegenen Kreisen verhalten. Hieraus geht 
hervor, da® auch d = Lim d, ist, wo d, durch die natiirliche Breite von 
C, gegeben ist. “9:4 

Die Ungleichung (28) fiir C, wird daher fiir v = oo 
(33) (2x —4) + (7) — Ga) > 8a sin’ 


r 


ero 

2. Es sei ferner C, eine beliebige ebene einfach geschlossene Kurve, 
welche einen Inhalt J, und einen Umfang ZL, besitzt. Es lift sich dann, 
wie bekannt, C, zu einer konvexen Kurve C abrunden, welche gréferen 
Inhalt J und kleineren Umfang L besitzt. Bei entsprechender Bezeichnung 
ist dann 
(34) L?—4aJ,>L?—4xJ> erat 
wo das erste Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn C, bereits konvex 
ist. Durch die letzten Relationen ist nun der von uns behauptete Satz 
fiir alle ebenen Kurven bewiesen, fiir welche er iiberhaupt ausgesprochen 
werden kann. 

3. Fiir beliebige sphirische Kurven laBt sich die analoge Betrachtung 
durchfiihren, wenn dieselben ganz in einer Halbkugel enthalten sind. Es 
gilt dann 


. J,\?,, (L,\? J\? 
QF 9 = — 9 \2 Da — 
(35) (24 — 1) +(*) (22) > (22 3) +( ‘y (22)?>82 sin? ive a)? 
wo das erste Gleichheitszeichen wieder nur gilt, wenn C, bereits konvex 


ist, woraus dann in gleicher Weise der behauptete Satz hervorgeht. 
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A new system of simple groups. 
By 


Leonarp Evcene Dickson of Chicago. 


Introduction. 


One of the five isolated simple continuous groups not occurring in 
Lie’s four. systems is the group of 14 parameters studied by Killing, 
Cartan, and Engel. This group is a special case of a linear group on 
7 variables with coefficients in an arbitrary field or domain of rationality. 
The structure of the latter has been determined*) by the writer for fields 
not having modulus 2. The problem for modulus 2, which requires a 
different analysis, is solved in the present paper. For g> 1, we obtain 
a simple group of order 2° (2— 1) (297—1). For g=1, the group 
has a simple subgroup of index 2 and order 6048. The latter is shown 
to be holoedrically isomorphic with the simple group**) of all ternary 
hyperorthogonal substitutions of determinant unity in the Galois Field of 
order 3°. The generational relations of the isomorphic abstract group are 
determined and a transitive representation on 36 letters exhibited. 

For qg= 1, the group of order 12096 is shown to be simply isomor- 
phic with a subgroup of index 120 of the senary Abelian group modu- 
lus 2, of order 2°. 3-5-7. The latter is known***) to be simply iso- 
morphic with the group of the equation for the 28 bitangents to a 
quartic curve without double points. It therefore has resolvents of de- 
grees 63 = 26— 1 and 120, the latter not hitherto noticed. 


Definition of the group G.,. 
Consider the linear homogeneous transformations S on 7 variables 
with coefficients in the Galois Field of order 2? which leave invariant 


(1) = + 4 + £.%. + &5N3- 





*) Transactions Amer. Math. Soc., vol. 2 (1901), pp. 383—391. 
**) Annalen, Bd. 52, pp. 561—581. 
*™) Jordan, Traité, pp. 229—242; a simpler proof by the writer, Transactions, 
vol, 3, pp. 377—382. 
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We study the group G, of those of the transformations S which, when 
operating cogrediently upon the two sets of variables 


Eo, 15 Ma» Sar Me» bs Mi bo, b1, thy be» Te» és, 3s 
leave invariant the system of 6 equations 





(2) X, + Yaa= 9, Y, + Xa.=9, 
where J, m, n form any cyclic permutation of 1, 2, 3, and 
i | Eo mi; | | & §; | | m0; | §: 0; 
X; = ~ ? y,-|""!, x,-|° ris Kate, tls ag | 
& &; | Eo 7; | | &, & | | % 7; | | & 0; | 


A very simple discussion*) shows that, for modulus 2, a transfor- 
mation S which leaves (1) absolutely invariant must have the form 


3 3 
j= > (a; E+ 45%) = > (8:58; + 4:50;) (@=1,2, 3), 
(3) “a sis 
3 
& = & + > (costs + YosNj)s 
j=1 
where 
(4) ws = a, By ; + Oy ; Bg + as ; Bs 5, % _ Ys 591; + Yo 5 93 ; + Ys 5935 


3 3 
(5) 2 («,;Bix + %xB;;) = 9, > (isdn + 4449;;) = 0 
i=1 i= ; ; 
< ™ (j,k=1,2,3; j-++R). 
(6) > (6is8:z + Bis Hx) = 0 PS (0; 59;; + Bi5¥%;;) = 1 
i=1 t=1 


For modulus 2, (5) and (6) are precicely the conditions that the 
partial transformation (3) on &;, 7; (¢ = 1, 2,3) shall leave absolutely in- 
variant**) Z,, + Z. + Z,3, so that it belongs to the senary special Abe- 
lian group. Hence G, is simply isomorphic with a subgroup of the senary 
special Abelian group in the G F{[2*]. 

The conditions obtained in Transactions, p. 385, for the invariance 
of equations (2) now simplify considerably, since we have «,. = B;, = 0 
(¢= 1, 2,3), a »=—1. We obtain 


” Yo; You| , \ Sms Oma! Oy; ox! , |Bms Be 

(7) Oy | |] > w= ? 
Nr; Yx\ |9ng One Oy; Oe! |Baj Brel 
| | | 

g | Yosj You! , | Ymi Ym — | % 5 Mon! | | %mi me 

( ) By; — } 3 F) | b ui | ? 
9;; On| |Ynj Yak! B,; Bry | [Ong nz 


*) Dickson, Linear Groups (Leipzig, 1901), p. 200; American Journal, vol. 21, 
p. 244. 
**) The equation Z,,-+ Z,,-+Z,,=0 is a consequence of (2), Transactions, p.384. 








A new system of simple groups. 9 


(9) Cy, = Ong = Cys, C,, = 03 dry = yy = yg, d,, = 0 
(r,s = 1, 2,3; r+s), 
where /, m, » and i, j, k from any cyclic permutation of 1, 2, 3, and 
__|%or Yos Pes Ons d= | Gor Yos + | Omr Yms 
| Ot, Ns | Bus «., j eam | 9, | Oy Yns 
We may readily express all the coefficients in terms of the 18 
4:5, 95, (j= 1, 2,3), using (7),, (8),, and (4). The expressions for 
the a>, are initially very long, but simplify*) greatly. Thus 


oh 


re 














Yos Yor | | ss 951 ; | Yss Ys: | O15 911 | | Mis Yat | 
Yes Yor! | On| | the Yu | os 33, Yas Ys: |’ 
the expressions for «?,, «2, following by cyclic permutation. To avoid 
loss of symmetry, we will, however, retain all the «,,;, B;;, y;;, 9;;- 


|doo Oe, | 
(10) ay =| On|. 
| Os3 9s; | 





Generators and order of G,. 
Theorem: The group G, is generated by 


M = (&1 71) (Go) (E5%s); 
T T;. 1:&'=7&, 0 =~", §; =~ *&,, n; =TYj) 
Qi 5228 = 8 + 48, uf = 0; — An, 
Xi, :& = & — An, & = § — 4?m,, nj =; + AE, % = ™ — A€;; 
for i, j, & any permutation of 1, 2, 3. 
These transformations are seen to leave invariant (1) and the system 
(2), modulo 2. From them we obtain 


(11) Qi61 Q: 5,1 Q5,4,1 = P;; - (E85) (nin), 
(12) MX, ,M= Y, 38) =§)—A&,, n =9;—4°%,, §/=E,+4n, &, =§,—A4;. 
Let S be any given transformation (3) of G,. We show that there 
exists a transformation K derived from the preceding, such that KS is 
the identity. We may assume that a,,+0. For, if «,,+0, P;,S has 
a, +0; if y,,+0, MS has a,,;+0. Then S,= Q)5 4. Yo, 71,0¢:122,0,,5 
replaces &, by a function of the form §& + 9. + G98 + Yi2%- Then 
S. = Q:9,a,,5; replaces &, by a function of the form & + %1%1 + Yi2%- 
If y,, + 9, Xy,y' 2,1,253, where ¥,. — ©Y,;, =, leaves & unaltered. If 


%1 = 9, YS, leaves & unaltered. 





*) To ag,, given by (4),, we apply (7), and (8),. Expanding, we obtain 48 
terms, including the 12 terms of (10). The coefficients of y,, and y,, are = 0 (mod. 2), 
while that of y,, 4% is zero by (5), for j—1, k=—3. The remaining terms are 


Y81 (Yrs P13 + Yes Oss + Ys 93s) + YBs (Yar Oa + Yor Ser + Ys1 951) = ¥81 ¥8s + Y8s¥b1 = 9. 
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Consider therefore a transformation S’ which leaves § unaltered. 
Then 0,, = 1 by (6),. Applying to S’ in succession the left-hand multipliers 
Qs,1,d,2 %2,2,,7 G2,1,8,.» We Obtain a transformation S” which replaces §, by 
&,, and 9, by By& ++ Bib. Then 

z= X;,,, Qs,1,5° ira Y,,s28 : 
leaves &, and y, unaltered. 

Giving 2 the notation (3) and applying (5) and (6), we have 
@,=0,=1, Bu = 9 = 9, Og 5 15 = 51 = B; = By = 9,,;= 9,5, =0 

(j = 2, 3). 
Then &, = Y%, =0 by (4). By (9), for (Ul, r, s) = (2, 2, 1), (2, 3, 1), 
(3, 2, 1), (3, 3, 1), we get Bs. = 0, Bs, = 0, Bop = 0, Bs = 0, respectively. 
Then ey = a3 = 0 by (4),. Hence y,, = 0 (J, i= 1, 2,3) by (7),. Then 
Yoo = Yos = 9 by (4). By (8). we get 
Oso = Mog, Dog = Wye, Ogg = Gag, Dog = Ugg. 
Finally, by (7), for 1 =i—1, we get 
(13) O92 933 — 955939 = 1. 
Hence & is the following transformation of determinant unity: 
Na’ = 929% + 9233, Ns = 932%2 + 935 %3; 
bo = Os5 b> + Oyo8s, Es = Ia5 b> + Jy265. 
If b,,= 03, =0, 2 = T, 5-1 Ts 5, Pos. If dy2 and 03, are not both zero, we 
may take 0,,-+ 0, transforming by P,, if necessary. Then 
a= Q2,5,dends1 s,2,dzs a3 T;, 33 Ts,4,,1° 
Corollary. The order of G, is 2°9(267— 1)(2°2— 1). 


(14) 


Simplicity of the group G,, for qg > 1. 


Suppose that G, has a self-conjugate subgroup J which contains a 
transformation S, not the identity, of the form (3). 

Lemma I: Jf g > 1, the group J contains a transformation which mul- 
tiplies & by a constant and differs from the identity. 

a) Let first y,,-+- 0. From what precedes, G, contains a transfor- 
mation R which leaves & fixed and replaces », by 


By E, + 1 + Bibs + 12% + Bis Es + 915% (B,;, 9,; arbitrary). 
By suitable choice of the f,;, 0,;, the product P= 7, 17, , R will re- 
place & by y;,"&, and », by the same function as that by which S re- 
places §,. Hence J contains S, = P-*SP, which replaces & by yj,'n,. 


The demonstration is completed as in Transactions, p. 389. 
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b) For y,,=0, but a, and «,, not both zero, we readily make «,, = 1. 
The transform of S by Y,,Q:5.4, vreplaces & by o,& + & + %o%- 
We make «,,=0 by transforming by Q, , Transforming by X, ,', 
we obtain in J a transformation 8, which replaces & by &,. Then J 
contains 


1%, ° 


S;'- T,.7's,,-18; T3,,-1 75, (a + 0, 1), 
which replaces §, by A&,. 

c) For 44, = ey, = 3 =0, either S replaces & by «,,& or is con- 
jugate with S’ which replaces &, by «,,& + 2 + %3%- Then Qs, X30, 
transforms S’ into S, which replaces §, by y,. Hence J contains 

S;? Q5 1153 Qs,1,1 
which leaves &, unaltered and is not the identity. 

Lemma II: If g>1, the group J contains a transformation which 
leaves —, and », unaltered and differs from the identity. 

By Lemma I, J contains a transformation S-=+ 1 which replaces &, 
by @&,, and y, by f= 2(6,,&; + 4,,;,;), where 0,,=a-* by (6),. We 
may assume that f has one of the three forms 

Bibi t+ e-*m, Bus tammy +m, Bub + a7? + & + Dio. 

For if B,., and B,, are not both zero, we may take 6,,+ 0, transforming 
by Ps if necessary. To make £,, = 1, we transform by 7, ,7;,-1. Then 
transforming by Q, 55 Yig,,, we obtain 


»Pis 
E, = Es, mm = By 8, + oom + & + Oem: 
Next, if B,. = B,, = 0, while 0, and 0,, are not both zero, we may set 
0,, = 1, 0,5 = 0. 
a) Let first f= 6,,& + a-'y,. If @+1, the transform S’ of S by 


Yi By + A?(ce —e *) = 0, 


replaces §, by w&, 4, by a~*y,. Hence S’= 7, ,T, ,-1S,, where S, 
leaves £, and y, unaltered, and hence is of the form (14). If S’ is not 
commutative with FE, where E is one of the two transformations P,,, 
Qs31, J contains S’-'E-*S’E, which leaves & and y, fixed, without 
reducing to the identity. If S’ is commutative with both P,, and Q,5,, 
then 6,, = a0, 9: = ad; = 0. Then «623,=1 by (13). Hence 

‘= Ty 5-27, 5735, 01. If 0°+1, S’-*PE'S'P,, leaves & and x, 
unaltered and replaces §, by 0°§,+§. If d°=1, S’-'Y7i}S’Y,,=—Y,,, 
where t= A(1-+ 6*) may be made unity. Hence J contains every Y,, 
and every X,, and therefore (X,, Y;,)" = Qs1, Which leaves § and 1 
unaltered. If « = 1, the lemma is proved if 6,,=—0. For a =1, B,,+0, 
we transform by 7, ,7, -1 and make B,,=1. Then S= Y,,S,, where 
S, is of the form (14). Now Y,, is commutative with P,, and Q,,,. 
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If S, is not commutative with both, the lemma follows. In the contrary 
case, Os. = J,, = 0, dy, = O33, whence 0,.0,, = 1 by (13). Then 


S= Yi Ts,5-1Ts,0- 
Its transform by 7, -1T7,, is S” = Y,,,73,5-173,5. Hence J contains 
S”"S-*= Y, .41- It is transformed into Yi quar) bY T;,,-17:,,- Hence 
J contains Y,,, so that the lemma follows as above. 

b) Let next f= 6,,&, + a-'y, +. If «+1, we make f,, = 0 as 
in a). Then S= 7, 7; .-1Q:1,K, where K is of the form (14). Then 
S-*Q7},5Qs.s,1 leaves &, and y, unaltered. If it is the identity, 0,,;—0, 
0.. = «0,,. Let d,,— 0. Then « = d-* by (13). Hence 

S= T 3-2 Ts, 52 Ge,1,1 Ts, 3 Ts, 5-1 —s T, 5-2 Ts, 57s, 5 Qs1,0° 

Then J contains S-'(7, -17; )-*ST, 173, = Qe1,o@41- Its trans- 
form by P,, leaves &, and y, unaltered. If «=—1, we transform by 
Ty. 7%s,.-1 and make 6,,=1 or 0. Then S= Y,,Q,,,K, K of the 
form ( (14) and 6=0 or 1. Then S~*Qr3,SQ25, leaves & and 4, un- 
altered. If it is the identity, 6,,=—0, 0,,—0,, im K, whence 0, = 1 
by (13). Then K = Q 35, d=ds.. Then P,,M transforms S into 
X,2@1,3,1 G2,3,6- Hence J contains X, ,Q,31%211¥i,,. According as 
B=0 or 1, its square or cube is ay . 

c) The third case may be treated by the same method. 

For q> 1 the group J therefore contains a transformation K which 
alters neither & nor », and differs from the identity. Hence K is of 
the form (14). But the transformations (14) evidently form a group hol- 
oedrically isomorphic with the simple binary group in the GF[2*], g>1. 
Hence J contains every transformation (14) and therefore every Q 


P,,, T,,T,,-1, and 


i,j? i,e~ 5¢ 
XPT; eL',2-1)7 1X, (TZ, i,t P;- -1) = X,,, 6 = A(t — 1). 


i, 


i,j,t? 


Since q >1, we may take r+ 0,1 and choose 4 to make 6 assume any 
value in the field. Hence J=G,, which is therefore simple. 


Factors of composition of G,. 


For q = 1, an analysis analogous to the preceding leads to the re- 
sult that a self conjugate subgroup J of G, must contain the P,,, Q,,, 
and the products two at a time of the transformations X,,, (ae M, 
each of period 2; also that the order of J is either equal to or one-half 
of the order 12096 of G,. Such a troublesome alternative has presented 
itself elsewhere in the theory of linear groups.*) The question is here de- 
cided by means of a rectangular table of the transformations of J. 








*) Compare the discriminanting invariant, Linear Groups, § 205, p. 206. 


Midis 
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Independent of what precedes, we make a direct study of the group 

generated by P,, and MX,,. It contains 
Pys = (MX,;)", Pris = Pas Pig Pos, Py, MXP, = MX, = Y,,M, 
Xj, Xi, = (MX;,)- (MX), Yu Xj, Qs.2,1 = (Xs Y3,)*. 

Hence it is identical with the group J just mentioned. Since the group 
- of order 168 of all ternary linear transformations modulo 2 is generated 
by binary transformations, and since J contains every P,, and Q,,,, it 
follows that J contains a senary group simply isomorphic with [, the 
correspondence of operators being obtained by taking the ternary partial 
transformation on &,, &, &;. 

In view of a later application, we study the abstract groups H and G 
simply isomorphic with J and [, respectively. By Linear Groups, p. 303, 
G is generated by two operators S and 7 such that 


(15) : Tow l, Sel, (STP=—1, (ST) —1, 
while the linear group [ is obtained by setting 
(16) T= Qs,2,19 S= Pr» Qs,2,1 Pes Q,2,1° 


The abstract group H is generated by P,, and X subject to the genera- 
tional relations (19), (20), (21), in which occur our old symbols with a 
new meaning defined as follows: 
(17) Pras die x’, Ps 5 1 Pry Pz Pr, Qs.1,1 igs (XP, 

Qs 5,1 sa P, ; Po¢Qo,1,1 Pei Pr j- 
Eliminating 7 and S from (15) and (16) we obtain four relations (15’). 
From these must follow every true relation holding for the linear trans- 
formations P;;, Q;;,, in particular (11) and 


(18) { Pij= 1, Qi,1 = 1, Q: 5,1 et Qi 1,1 Qi ia jyist Qi.i,1 5 Qii,1 Qi a1) 
1Q, 4,1 4,41 45,1 = Qe,5,1%e,41 (J, & @ permutation of 1, 2, 3). 


Between the linear transformations P;,, Q;,, and X = X,, hold the re- 
lations (17) and the following: 


(19) (XP, X-*P,,)? = Qs,0,1 Qs.1,1) XQ251 = Qs,2,2X, 
(20) XQs 11 Pig X Pip X Pig X-* = Py Qo1,1 Os,1,1 
(21) X-*P,, X- *PigX-*Q, 91 X = Pros Pr3 Qs,1,1 Q1,2,1 . 


From (17) and (19), follow readily 
X Qs 9,1 a Qe 1,1 Xx, XQ 31 ein Qs,1,1%5 XQs 9.1, _— Qe, 3,1%, 
Q2,1 = (Pre Xx). 
We proceed to show that the order m of H is 6048. We exhibit 
36 >< 168 operators (not initially known to be distinct) in a rectangular 
table R,,---, Ry, with the operators of G,,, in the first row. By showing 


(22) 
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that these rows are merely permuted upon applying P,, and X as right- 
hand multipliers, and hence by applying an arbitrary operator of H as 
multiplier, it follows, since R, contains the identity, that every operator 
of H lies in the table, whence = 6048. From the isomorphism of H 
with J, it follows that  S 6048. 

We proceed to the computations. The rectangular table is 


R,=G, R, = GX, R; = GXP,,, Ry = GXP,3, Rs = GXQ 13; 
R, = GXQ,11, Ry = GX-*, Ry = GX-'P,,, Ry = GX-'P,;, 
Ry = FX-*Q 21) Ri = FX-*O 31, Re = €XO51 1 Pic, 
Ryy = GX~"Q 31 Pix, Ry = GXP YX, Ry = GXP,g X~', 
Ry = GXPiX, Ry = GXP,,X-', Ry = GX-'P,, X, 
Ry = GX-'P,,X, Ry = GX-'P,, X-', R, = GX-1P, X—',7 
Ryy = GX Pig X~* Py, Rag = GX~*Q.9,1X, Roy = GX" 5,1 X, 
Ryg = GX~*Q1 5,1 Pig X, Rog = G@X-1Q 01 Pig X-'; 
Ry = GXPiyX-* Pip X, Ry = GX-*Q, 5 Pig X Pie, 
Ryy = GX~*Q1 9,1 Pig X Pig, Ryo = GX~ "Qi 5,1 Pig XP X, 
Ry = GX~*Q 01 PisX Pig X, gg = GX-*Q, 9 Pigs X Pig X-', 
Ry = GX-1Q131PisX Pg X-?, hy, = GX-*Q, 3, Pig X Pp XP ys, 
Rh; = GX-*Q) 9191.31) Ry, = GXQs 41 Qs 1,1- 
Applied as a right-hand multiplier, P,, gives rise to the permutation 
(R, Rs) (Re Rye) (FB, Rs) (Rus Ris) (Ria Rox) (Ris Roe) (Ris Ros) 
(Ryo Bag) (Boo Bog) (Bos Bog) (Bo Bess) (Hor Bye), 
R,, Ry, Bs, By, Ry, Ryz, Rig, Reg, Rg, Rgg, Rsg5, Rg, being unaltered. 
The cases not following by inspection are treated thus: 

RP» = GXP Py = GXPyPis = GPs XPiy = GXP,y = RK. 

R, Py3 = GX Qe 11 Piz - GXO 91 Qo.1,1 =G Qo1,1X Qe 1,1 = R;. 
Ry Pi: = GX-*Q 24 Py, = GX-*Qs 14 01,21 = GQ 94 X-*0Os 94 = Ry. 
Ry Pry = GX Pyg X Pyy = G Qs (XP yg)? = GX-'P,. X-1 = Ry. 

Rye Pig = GXPiy X Pig = G Pyy Qo 1,1 X~ "Ph Q5,1,1 Qe,1,1X by Pog (20) Pas. 
= Gx-? Qs, 2,1 Pry Qs1,1 X = GQs3.1 X05 1.3 Qs,2,1 
= G Qs 31 Q12,1%7* Qos X= R,, by (22),. 
Ry Pip = GXP,, X-* Py = FQs.9 Qs,1,1 Piz X Pip X-" = R,,, by (19),. 
Ry Pyp = G4 X-* PX Py = G Pip X-* Qs 9.1 Qs 1,1Pi2X, by (19),, 
= GPx Qs5,1X~*Os.1,1 Pig X = GQ,  X-* Pig X = Ky. 
The condition for R,,P,, = Ry, is that G shall contain 


a oe 








A new system ‘of simple gro.ps. 145 


X-* Pi, X+ Pry X P13 Qi 9 X= Py, X—* Pys Pyp X Pig X Pig Q) 9,1 X 
= Py, X—* Pig + Q19,1X~* Pig X~* Pig: Pig Q12,1 X, by (22),. 
= Py Qs3,1° X-*P,,X—* Pi, X-*+ Pry Pog Qs 9,1 X 
Sic Pry Qs, 8,1 : Ps Py; Qs,1,1 Qi 2,1 x- *Q13,1 . Py; Q,3,1 X Ps, by (21), 
- Qs, 2,1 Pis Qs, 1,1, Q1,2,1 & > s,1,1 X Pos, by (11), 
= Qs,2,1 Fis Qs,1,1 Q1,2,1 Qi3,1 Pes, by (22),, 
= Qs, 2,1 Qs,1,1 2,1 Ps. 
From (21), Ry Pi» = Ry. Next, R,, Pi. = Ry if G contains 
XP,,X-*P,yX + Pig: X Piy X-*Py3 Qi 9.1 X 
= XP, X-*. X~* Py X—* Pies 9.1 Pig X— 105.01 PigX, by (22),, 
_ X Py Pog X Pug X—* Qo 1,1 Pas Pas Qs 5,1 X—* Pig X 
= XP,,XP,;- X-*Qs 31 Ps Qe 5,1 X~* Pig X 
= Qs,1,1Pis X~* Pyg X-? »X-*Q5 Qi,3,1 Pig X-* Pig X 
- Qs,1,1PisX~* Pig X Prog . Qi3,1 Fis Pig X~* Pig X 
- Qs 1,1 Pis X-* : P43 XQ, 9.1 » Pi, X-* P13 X 
= Qs.11PisX—*+ Qo 5.1 -Pis X- Pig X-* Pg X 
- Qs.1,1 Pry Qs,9,1° X-'*P,, XP, X-'P,,-X 
- Qs 1,1 Ps Qs, 2,1 : Ps X-* Qs 5.1 Qs.1,1 -X, by Py, (19) Pos. 
= Qs.4,1 Q:,2,1 Qs,2,1 @1,2,19 by (22), and (22),. 
Ry Pip = GX-*Q; 91 Pig X Pog Pig _ GX~-*Q) 01 Pis PigX Pry 
= Ry Pry Pig XPyg = Ry Pig X Pig = Rgy- 
The condition for R,, P,, = R,, is that G shall contain 
X-1Q4 01 Pig X Pig X- P,,: X-* Pig X-* Pyg Q,,2,1 Xx 
= X-*Qy 9, 1°Qo,1,1% Pas Os 3,1 Qs 1,1°Pis X*P4391,2,1.X, by Ps (20) Py, 
= X-! Qs1,1 Py X—* Pos Pry V1,3,1 Qs, 3,1 X~*Qs 9.1 PisX 
= Qs 2,1 X7* Pap X~* Pos Pap Q1,3,1 X~* Pig X 
= Qi 91 -Po3-X-* Pig X~* Pp X-*- Qs Pig X 
= Q:,2,1 Pos ‘ Pog Pig Qs,1,1 Q:,2,1 Pe Y1,3,1 ; Q31,1 Ps X, by (21), 
= Q9,1 Pas Qs,1,1 G1,2,1X~ *Q5,1,1 = %1,2,1 Os,3,1 V1,2,1» bY (22),. 
The condition for R,,P,, = R,, is that G shall contain 
X~*Q1 3,1 Pig XPyy X—* + Py» X Pip X-* Pie Qs X 
= X- *Q.3,1 Pi; Qs, 2,1 ; Qs,1,1 13,1, by (19), 
i X-*Qi 33 Qs,1,1 Piz . Pi; @3,1,1% ngs X~*Q5 11 Ps ¢ Pip Pig XQ1.5,1 
= QM 31 X-* Pog XQ 5.1 = Qi3,1 Pes Q),3,1- 
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The condition for R,;P,, = R,, is that G shall contain 


X~*Qs,5,1 Q1,2,1° Pia > Or,2,1 Os,3,1 ¥ = X-7Qi 5,1 Oo,1,1 @1,3,1.% 
= X~1Qs 51 Go11X = Os.01%1,219 by (18),, (22),, (22),. 


The condition for R,, P,. = Ry, is that G shall contain 


X Qs 3,1 Go,1,1 Pas Go,1,1 Vs,1,1 X~ t= X Qs, 1,1 U1,9,1 Os,1,1%-* 
- X Qi 2.1 %s,2,1 X-'= 02,141 Qs, 3,1° 


Theorem: Applied as a right-hand multiplier, X gives rise to the 
permutation 
(R, Ry Ry) (Rig Roy Raz) (Rys Ros Rgg) (Mg yg Rys) (Rs Ry Ris Ry Ry Ry) 
(R; Ry Ros Ry Ry, Reg) (Ry Ryy Ry, Ry Ry Rog) (Rog Ryo gy Rog Rg, Pgs). 
That R,, X = R,, follows from (20), R,,X = R,, from (22), and (22),. 
Ry, X = G@X-*Q 5,1 PigX) = @X-7O 5 Xo" Pie Qi 0,1 
= GX-*X Os 11, Pie Or9,1 = FXO5 1,1 00,11 Piz = Re Pie = Ree- 
R,,X = GXP,, X* = GXP,, Py, X-! = GP, XP, X-' = R,. 
Re, X = GX Qo 1,1 X = FE X7Q 21 = GF Pog X-* O91 = Ryo- 
R,, X = GX-1Q,9,X? = GX-1Q,5,X-' = G@X-*X-*Q, 
. G Pos XQs.3,1 = R,. 
The remaining cases follow by inspection. We may now state the 
Theorem: Zhe group G, of order 12096 contains a subgroup J of 
index 2, generated by P,, and MX,,, simply isomorphic with the abstract 
group H generated by P,, and X subject to (19), (20), (21), with the am- 
plification (17), together with (15'), namely (15) for the values (16). More- 
over, J may be represented as a transitive substitution-group on 36 letters. 
The simplicity of J may be established by a direct but long ana- 
lysis, as stated above. However, an indirect proof follows from the iso- 
morphism next established. 


Holoedric iscmorphism of H and the simple ternary 
hyperorthogonal group O in the G F{3’|. 


Knowing that the two groups are simple, of the same order 6048, 
representable as transitive substitution-groups on 28 letters*), and that 
the periods of the operators of each are 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, those of 


*) For O this is shown in Amnalen, Bd. 55, p. 532. For H it follows since G, 
is simply isomorphic with a subgroup of the senary Abelian group A (as shown 
above), which is simply isomorphic with the group of the equation for the 28 bi- 
tangents to a quartic. 
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period 7 falling into ,2 sets each of 2°-3* conjugates*) the presumption 
was in favor of their isomorphism. 

We proceed to determine a set of substitutions of O which satisfy 
all the generational relations for the group H. 

Since all the substitutions of period 6 in O are conjugate (Annalen, 
Bd. 55, p. 572), we assume that 


ye = ss 
x-(0 ee | ~i41)aty—i-4 -14) 
e -i-1, i=t 


1 0 0 
Py x= (0 —1 0), 
0 0 -L 
where 7? =— 1 (mod. 3). Since Qs, = P3'Qs.51Pos, we set 
By Bis Bis io Bis — Bis 
Qs3,1 ‘ini [ Bos bs ’ Qs, 2,1 — (—# Bos ba 7 
Bs: Bye Bs — Bs, Bss Bss 
Then (19)9: XQss1 = Qs91X holds if and only if 
Bis = (6 + 1)Bi2, By: = (1 — *) Bor» Bax = — *B 25, Bss = Bos + (¢ — 1),s. 
Now a hyperorthogonal substitution (6,;) is of period 2 if and only if 
B;, B;; (i, = 1,2, 3). 
From Bs, = 63,, Bsp = — ¢ 23, follows B,, = 0 or +(1+ 7%). Hence 
By: By (1+ 4)Bi2) Bis Bis (1+7) Bye 
5,31 = ( Boy Bos 0 or | Boy Bes +(1+%) }- 
(1—1)A, 0 Bog (1—1)By +(—t) Bet! 


In the first case a hyperorthogonal condition gives 6,,=0, whence B,, = 0. 
Also Bi, =1, By, = B3,, whence 63, = 1. The determinant being 1, f,, = 1. 
Then Q,;, of period 2 must coincide with P,,. Hence the first case is 
excluded. For the second, the hyperorthogonal conditions reduce to 


6, = 1, By Bor + Bor Bog F By = 9, 83, F Bas + 1=0, B3, + Bis =—1, 
B3, oi Bes + Poe = — 1, B, a Bis, Bes = Bag. 


Hence 63, = + B... For B..=—0, the determinant equals + 1; for B,.=+ 1, 
the determinant equals + 1. Hence the substitution Q,, is 


(23) 


*) Shown for O in Annalen, Bd. 55, p. 572; and for H by means of theorems 
on A recently presented to the American Journal. 
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s 0 ié+1 
(1—)p, 1-i 1 


1 By (1+) Bis 
| B, 1 “=i, yas 
(1—)p, i-1 0 

Now the hyperorthogonal substitution &° = &, &’ =— & transforms the 

second into W, where W (obtained from W by replacing i by — i‘) is ‘ 
of the first form, and transforms X into X. Hence we may assume that 


Q23,1 is of the second form, say S,.. Now the hyperorthogonal sub- 
stitution 


ae, 
_ 1; 


| 1 Bis (i + ") 


ry 3k ae a ae 
& =u 7h, & =—u&, g, = us, w=1 


is commutative with X and transforms S, into S,,. Hence we may take 
‘ ve 
B=1. Hence we have 


1 1 1+7% 


1 —1 -1-i 
20) dae =| 1 1 -1-1), a= ( 1 1 -1-+), 
1-7 i-1 0 i—1 i-1 0 
The conditions that Q, ,,=(0,;) shall be commutative with Q,, , reduce to . 


{ 935 =9;2 +(1—7)d,,—(1+2)d5,, 052 = 95, +70;3 —7095, 
| bgp = 04, + (F—1) dy3—(1 +4) by, O53 = 91, — 9p + (1-1) 0,5 +(1—7) by. 
Since Q',,= 1, 6,= 0,,. Expressing the d,, in the form a+ bi, we get*) 


(25) 


dy, —t Diy dg dys + Dy, 
dig —t Ds day — i Dys dss 


The conditions (25) reduce to 


di, dig ttDyy dys +i Dy, 
Q131= | : 


Dy = dg — Dy, ds, = dy, — dy, + dys + dyg + Ds; + D,;, 


d,3 = dy; — Dy + Dy, dy = dy, — ds — dy, — Ds — Days. 
Then 


dy, dy, + t(d,3 — D,s) dis + i Dy; j 
(26) Q,,3,1 -| d,, — i(d,3 — D,s) di, + dys + Deg ds — Dyg + Dog — ips ’ 
ds —tDys diz —D,3+ Dy3—tDyy dy — yy — dy — Dag 
The six hyperorthogonal conditions are 
(27) di, + di, + (dys — Ds)? + di, + Di, = 1, 
(28) dy + (dy — Dig)? + (ds + Gs + Dis)? + (d,s — D,y + Dys)? + D;,=1, 


*) Concerning determinants of such matrices, see Amer. Math. Monthly, Dec. 1903. 
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29) di, + Dis + Dig.t+ (dis — Dis + Days)? + (dis — dg — dhs — Days)? = 1, 
together with three conditions involving i which give 

(30) (4,3 — Dis) (4s + Ds — 4;) = 9, 

(31) a, + d,s Dos — dys Dy + Dy Dog — ayy ayy + dig dyy + diy D.3 = 0, 
(32) — di, + dys Dys + Djs Das + ay: Dos — ye Dig — yy dhs = 0, 

(33) di, + Di, + diy Dos — dy, Dig + d13 D3 + D3 Des — dy, D,3 = 9, 

(34) = dy (Dis — Dag — d,s) + dp Dis — dy Dog + ,3D,, — D?, = 0, 


(35) — ds + dg Dig + dye Dyg — dy Dog — ayy Dag = 9. 
For d,; = D,,, (81), (382) or (33), (34) or (35) give respectively 
(36) dy Dos — ds Dos — a, dy. + digd,s = 0, 


(37) dis + dys Dog— Aye Dos + ods +4143=9, dehy — dy, Dos — dy Dys = 0. 
Combining the third with the preceding two we get 
(dy, + ys) (dig + Das) = 9, (dia + dhs) (is + Das) = 9. 


If d,, +d,,;+0, then d,,=d,; = — D,,, and (37), gives D,,(d,, + D,s) = 0. 
If also D,, =0, (26), of determinant 1, reduces to the identity since 
@,=1 by (27). But if D,, +0, (26) reduces to (24),, when each ele- 
ment is multiplied by d,,. Then d?,=1 by (27), dj, =1 in view of the 
determinant. Hence (26) reduces to Q,3,, 80 that also this case is ex- 
cluded. Hence d,,+d,,=0. Then d?,=1 by (27). Set d,=+1. 
Then (37), gives 
(4, +1)(Dy+1)=1, d,+1=D,,+1 (mod. 3). 

Hence d,, = Dy, d,, = 0 or +1. In either case, the determinant of (26) 
equals +1, so that the upper signs hold. Hence 


7: @ 1 1 -—1-7 
(38) aa (1 0 0} or ( 1 1 1+i ), 
00 —-1, i—1 1-% 0 
the second being Q,,,V where V denotes the first. 
For d,, + D,;, (30) gives d,, =d,,; + D,,. Hence 
Dyy=ad3+1, dy =—ds3 +1. 
Then (27) or (28) gives d?, = 1, while (29), (31)-—(35) each reduces to 
d,g Dyas — dys Dog — dy d,3 F dys + Dag F dys = 9. 
Set D,, =—d,, +4. Completing the square in d,,, we get 
{dys — (dy + 1 —#)}? =f —1 (mod. 3). 
Hence ¢+ 0, P=1, dg—d,+1—t. 
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Defining Q,,3,, by (38),, we get 


‘0-1 0 
Q121 = P3'Q1,3,1 Pes ia (-: 0 0) , 
00-1 


fO -—-i-1 1-7 
Qs.1,1 = XO 51X-' = (‘2 1 ey ) 
oe a 


1 a—1 a 
P= Q1,3,1 2s,1,1 G1,3,1 ={—is-1 0 :-1] , 
—i —i-l B 
1 1—i —i> 
Py Pa PsP (145 0 i-1), 


_t —-i-1 #1 
Then S and T defined by (16) are seen to satisfy (15) since 


1 =~t | had 1-i 1 i 
s— (1-1 =ja5 9 ), s-(—145 1 i ), 
i |. . Reed 


—i 0 1—i —1-—i 


— a a 2 oe 
s-( — ae -), s-(—1 aeae <4 ), 
“ee wR 


1 1—i 0 1 +4, 
0 —1 0 —1 —1 14% 
rs—(0 0 ); ST=|-—1-i 14+: 0 ) 
i 0 0 —t —t 1-i 


Further, (17), or its equivalent Q, .,—=(P,.X)* is seen to hold. Likewise, 
(19),, (20) and (21). The isomorphism is therefore proved. 


Chicago, November 1903. 
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Uber den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung. 
Von 


G. KowAtewskI in Bonn. 


WeierstraB hat den sogenannten zweiten Mittelwertsatz durch partielle 
Integration bewiesen, wobei er die darin auftretende monotone Funktion 
als differenzierbar voraussetzt. Dadurch verliert der Satz erheblich an 
Allgemeinheit, und man fiihrt deshalb den Beweis gewéhnlich auf einem 
andern Wege, mit Hilfe einer von Abel herriihrenden Umformung ge- 
wisser Summenausdriicke. *) 

Im folgenden soll gezeigt werden, wie man durch eine Verall- 
gemeinerung der Formel fiir die partielle Integration den WeierstraB- 
schen Beweis von der erwihnten Einschriinkung befreien kann, so daB er 
den andern Beweisen durchaus ebenbiirtig wird. 

Der Einfachheit halber beschriinke ich mich auf den Fall endlicher 
Funktionen in emem endlichen Intervalle. 


§ 1. 
Rekapitulation einiger Definitionen und Siitze. 
In dem Intervall (a,b) sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Ver- 
finderlichen xz. Man zerlege (a, b) durch Einschaltung von 
By Uy Shy 
zwischen % =a und xz, = b in die Teilintervalle 
(8) (aq, %y)y (Wy) %y), + **y (Wp, Ty) 
und bilde den Ausdruck 


S -> (a,—%,_1)f(&), 


*) Einen vollkommen strengen Beweis dieser Art gab O. Hilder (Gott. gel. Anz. 
1894, S. 519ff.) und neuerdings (unter miéglichst allgemeinen Voraussetzungen) 
A. Pringsheim (Minch. Ber. 1900, 8. 209—233), in dessen Arbeit man eine historische 
Uhersicht iiber die verschiedenen Beweise unseres Satzes findet (S. 227—238). 
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wobei £ dem Intervall (x;_,,2;) entnommen ist*). S,, S,, S,,--- sei eine 
Folge solcher Ausdriicke S, und 3,, 3, 33,--:- seien die ihnen zugrunde 
liegenden Zerlegungen von (a, b); ferner bedeute 6, die Maximalliinge der 
Teilintervalle in 3,. 

Nach Riemann**) nennen wir f(z) in (a, b) integrierbar, wenn jede 
Folge S,, 8,,S;,---, welche die Eigenschaft lim 0, = 0 hat, konvergent 


ist. Alle diese Folgen streben alsdann einem gemeinsamen Grenzwert zu, 
b 


der mit {7@ dx bezeichnet wird. 


Folgende Bedingungen sind notwendig und hinreichend fiir die Inte- 
grierbarkeit in dem soeben definierten Sinne: 

1. Die Funktion muB8 in (a,b) endlich sein, d. h. es muB zwei 
Zahlen A und B geben derart, daB in dem ganzen Intervall A </(x%) < B ist. 

2. Ist eine beliebige positive GréBe « vorgelegt, so muB sich die 
Zerlegung § immer so wihlen lassen, dab 


P 
D= > (@%— %-1) 6,<é 
1 
wird, wenn 6, die Schwankung von f(x) in (x;_,, 2;) bedeutet.***) 
Diese Bedingungen sind z. B. erfiillt, wenn f(x) in (a,b) stetig ist. 
Sie sind ferner erfiillt, wenn f(#) in (a, b) von beschriinkter Variation 
ist, d.h. wenn es eine Zahl+) « gibt derart, dab 


> Ife) —f@_)| <a 


ist, wie man auch die Zerlegung § wiahlen mag. 
Sind f(x) und g(x) in (a,b) integrierbar, so gilt dasselbe von ge- 
wissen Funktionen von f(«) und g(x), zB. von f(x)+ (x), f(x) -g(x).++) 


Eine Funktion f(x), die in (a, b) integrierbar ist, ist es auch in 


jedem Teilintervall von (a,b), und F(x) = f f(x) dx, F(a) = 0, ist in (a, b) 


stetig und von beschrankter Variation. 





*) Wenn wir von Intervallen reden, sind die Grenzen stets eingeschlossen. 
**) Ges. math. Werke, 2. Aufl. (1892), S. 239f. 
***) Es gilt dann tiberhaupt folgendes: Ist 8,,8,,--- eine Folge von Zerlegungen 
und sind D,, D,,--- die zugehérigen D, so ist lim D, = 0, sobald lim d,, = 0 ist. 
+) Die kleinste derartige Zahl kénnte man die Variationsschranke von /(«) in 
(a, 6) nennen. 
+t) Einen allgemeinen Satz hieriiber hat P. du Bois-Reymond aufgestellt. 
(Math. Ann. Bd. 20, 8. 122 ff.) 
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§ 2. 
Verallgemeinerung des Integralbegriffs. 


Es seien in (a, 6) zwei Funktionen g(a) und %(x) gegeben. Man mache 
die Zerlegung 8 und bilde den Ausdruck 


Ss -> (h(a) — v(%,_1)} 9 (&), 


wo &; dem Intervall (x;_,, v,) entnommen ist. S,,S,, S,,--- sei eine Folge 


solcher Ausdriicke; 8,, 8.,8.,-°- seien die zugehérigen Zerlegungen von 
(a,b), und 6, bedeute wieder die Maximallinge der Teilintervalle bei der 
Zerlegung 3,,. 

Sind alle Folgen S,,S,,S,,---, welche die EHigenschaft lim 0, = 0 
haben, konvergent, so wollen wir den gemeinsamen Grenzwert, dem sie 


6 
zustreben, mit J gy dw bezeichnen.*) 


Wir begniigen uns mit der Angabe zweier Fille, in denen das hier 
definierte Integral existiert. 


b 
Satz 1. [ody existiert, wenn g(a) in (a, b) stetig und w(x) von 


beschrinkter Variation ist. 
Satz 2. Sind f(x) und g(x) in (a,b) integrierbar und ist 


v(a) =f f(@)da, 


b 6 
so existiert [ gdy und ist gleich J p(x) f(a) dx. 


Der Beweis des ersten Satzes beruht auf folgender Bemerkung. Ist & 
irgend ein Wert aus (a, 6), so hat man 


(¥0)—¥(@)} 98) —S= > (¥@) —¥@_s)}(9@-9&)!, 
mithin, wenn 6 die Schwankung von g(x) in (a, b) bedeutet, 


(1) (¥(b) — ¥(a)} 9(&) — S| So >" |v@,) — ¥(@_.)|. 


Ks seien nun 8’, 3” zwei Zerlegungen von (a,b), und durch Superposition 








*) Dieses Integral li8t sich als ein Kurvenintegral ansehen, erstreckt lings eines 
Bogens der Kurve y = y(@). 
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beider entstehe §’’; ferner seien S’, S”, S’” Ausdriicke S, denen die 
Zerlegungen 3’, 3”, 3” zugrunde liegen. Dann laBt sich auf jedes Teil- 
intervall von §’ und 8” die Ungleichung (1) anwenden. Ist die Schwankung 
von g(x) in den genannten Teilintervallen kleiner als ¢, so findet man, 
wenn mit £ die Variationsschranke*) von w(x) in (a, b) bezeichnet wird, 
\s’—S"|<ep,  |8"—8"| <p, 
mithin 
|S’ — 8” | < eB. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar der Beweis des Satzes 1. 

Wir wollen noch den Spezialfall betrachten, wo (x) stetig und w() 
in (a,b) monoton ist. Alsdann haben in S die Differenzen ~(x,;) — (2;,_,), 
soweit sie nicht Null sind, alle dasselbe Zeichen, so dab S, folglich auch 
das Integral, zwischen {~(b)—w(a)}m und {y(b)—w(a)} M liegt (m und 
M das Minimum bezw. Maximum von g(x) in (a, b)). Wegen der Stetig- 
keit von g(x) gibt es in (a,b) eine Zahl & derart, dab 


b 
2) J pay =(¥0)—¥(@)) 9). 
Um den Satz 2 zu beweisen, mache man die Zerlegung § und nenne 

6; die Schwankung von f(x) in (#,_,, 2;). Dann ist 

v(x) — ¥(%,_1) —(@—%_1)F(&) | S (@%—MH_1) 4, 
folglich 

P P 
(3) o~ > aa p(E)FE)| <M D> (2-1) %» 
1 1 


wobei M die obere Grenze von |g(x)| in (a, 6) darstellt. Betrachtet man 
nun eine Folge S,, S,,--- mit der Higenschaft lim 6, = 0 und wendet 
auf S, die Ungleichung (3) an, so konvergiert die rechte Seite, MD,, 
nach Null**). Daraus ergibt sich aber, wenn man die Integrierbarkeit 


6 
von (2) f(«) bedenkt, lim S, = f p(x) f(a) de. 


§ 3. 
Die partielle Integration. 


Sind die Funktionen g(x) und ~(#) so beschaffen, daB die beiden 
Integrale 


b b 
(4) Soa, fvdp 


*) Vgl. die vierte " Anmerkung auf Seite 152. 
**) Vgl. die dritte Anmerkung auf Seite 152. 
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existieren, so gilt die Formel 


b b 
(I) (py), =f pdy +. f ydg. 


In der Tat hat man, wenn auf (a, b) die Zerlegung 3 angewandt wird, 
Pp 
(Pv), = >) (P(e) ¥@) — 9-1) Hm) 
1 
Pp 
= > (¥(@) — ¥@_1)!9(@) 
1 


+> { p(x) — p(%_1)} ¥(%_1)- 


Durchliuft man irgend eine Folge von Zerlegungen 3,, 8,,-:- mit der 
Kigenschaft lim d,=0, so konvergieren die beiden letzten Summenaus- 
driicke nach den Integralen (4), und man erhilt die Gleichung (1). 


§ 4. 
Der zweite Mittelwertsatz. 


Nach den Sitzen 1 und 2 existieren die Integrale (4) sicher, wenn 
wir folgende Voraussetzungen machen: 
f(a) ist in (a, b) integrierbar und w(x) von beschrinkter Variation, ferner 


(a) =f fle) ae. 
Die Formel (I) wird jetzt 
b b b x 
(If) J vufdx= w(b) f fdx —f ( [fac) dy. 
In (Il) steckt als Spezialfall der zweite Mittelwertsatz. Man braucht 


nur anzunehmen, ~(z) sei in (a, b) monoton, und zu beachten, daB (nach 
Formel (2) in § 2) 


S'S ta2) av =(¥® — 0@) f fae 


ist (@< <b). Dann verwandelt sich (II) in 


b é b 
a) Sotdx=v@f fax + vf faa. 
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Andert man die Funktionswerte ¥(a) und (b) ab, jedoch derart, 
daB (2) monoton bleibt, so gilt die Formel (II’) nach wie vor. Es 
wird héchstens € durch eine andere Zahl aus (a,b) zu ersetzen sein. Die 
linke Seite von (II’) behilt ihren Wert. Wenn also A und B so be- 
schaffen sind, daB w(x) bei Ersetzung von yw(a) und w(b) durch A 
bezw. B monoton bleibt, so hat man*) 


Serdc=Affax+Bffax. — (a<b<d) 


Greifswald, den 4. August 1904. 


*) Diese Fassung des zweiten Mittelwertsatzes riihrt von Pringsheim her. 
Vgl. seine oben zitierte Arbeit. 
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Uber eine charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung. 


Von 


Joser KirscnAk in Budapest. 


1. Soll y eine solche Funktion von 2,, 7,,---, x, sein, daB die erste 
Variation von 


Sf (1s 5° "Das V3 Yrs Yorn 9 Yngeedge dx, dx, oo" dx, 
(m) 


verschwindet, wo 
“ a’y 
Yi, igs + *ty ny’ dx, dx, - da, ? 
so muB y die folgende Differentialgleichung erfiillen 
i ae —_— 
F =F (f) = dy + pa (— 1) dx, dx, ss dx, OY; 4.1, = (). 

Von der linken Seite F’ dieser Gleichung hat fiir »=1 bereits 
Jacobi*) und dann allgemein Herr A. Hirsch**) die merkwiirdige 
Kigenschaft bewiesen, daB der homogene lineare Differentialausdruck 


oF oF 
éF= 7 ut+ > OV, Mae? 


wo wu eine unbestimmte Funktion bedeutet, sich selbst adjungiert ist. 

Fir »=1 hat Herr Hirsch sogar gezeigt, daB diese Higenschaft 
fiir V(f) charakteristisch ist. Auch fiir »>1 bezeichnete er es als 
wahrscheinlich, daB der RiickschluB von der genannten Eigenschaft des 
Ausdruckes 07 auf die Struktur der Funktion F' stets gestattet ist, be- 
gniigte sich aber mit der Untersuchung der partiellen Differentialausdriicke 


*) C.G.J. Jacobi, Zur Theorie der Variationsrechnung und der Differential- 
gleichungen. Journal fiir Mathematik, Bd. 17, 1837, 8. 68—82; wieder abgedruckt 
Ges. Werke, Bd. 4, 8. 39—55 und Ostwalds Klassiker Nr. 47, 8. 87—98. 

**) A. Hirsch, Uber eine charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung. Math. Annalen Bd. 49. 1897, S. 49—72. 
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zweiter Ordnung mit héchstens drei unabhiingigen Verinderlichen. Er hat 
so fiir nm <3 den folgenden Satz gewonnen: 
Wenn 


F(a,, %q5°* +) %q3 Y5 Yrs Yor? *r Yad Yass Yao °° *> Yan) 
so beschaffen ist, dap 


oF = Fu +h Me ee 


t=1 k=i 





sich selbst adjungiert ist, so laBt sich stets durch Quadraturen ein solcher 
Differentialausdruck zweiter Ordnung 


F (Gy Lg» Hay ** +> Lys Y3 Yr» Yor *s Yai Y11> Yio» °* "> Yan) 
ermitteln , vermige dessen F in der Gestalt 
n 


i= é¢=1 k=i 


darstellbar ist. 
Seither hat Herr W. Hertz*) versucht den Satz auch fiir einige 
gréBere Werte von » zu beweisen. Durch seine — leider nicht ganz 


einwandfreien — Untersuchungen angeregt, habe ich fiir eine beliebige 
Anzahl der unabhiingigen Veriinderlichen den hier folgenden Beweis 
gefunden. 


2. Ist f ein Differentialausdruck zweiter Ordnung, so ist im all- 
gemeinen V(f) von der vierten Ordnung. Wir werden also f in einer 
besonderen Klasse zu suchen haben. Die Bedingungen, unter welchen V(/) 
von den dritten und vierten Ableitungen frei wird, hat Herr W. Hertz 
in seiner Inaugural-Dissertation durch die folgenden Uberlegungen ab- 
geleitet: 

Nach dem bereits erwiihnten Satze von Jacobi und Hirsch mu 
dV (f) sich selbst adjungiert sein. Dann ist aber zufolge einer Bemerkung 
des Herrn Frobenius**) V(f) von gerader Ordnung. Demnach brauchen 
wir nur zu untersuchen, wann in V(/f) die vierten Ableitungen fehlen. 
Diese finden wir in V(f) stets nur in linearer Weise und auch so nur 
im Summanden 


n n 
of ; | a? of 
+ "tT da, da, by, 1+ Su)» 


i=l k&=1 i=1 k=1 








> emcee 


*) W. Hertz, Uber partielle Differentialgleichungen, die in der Variationsrechnung 
vorkommen. Inaugural-Dissertation, der Universitit zu Kiel vorgelegt. Gittingen 1903. 

**) G. Frobenius, Uber adjungierte lineare Differentialausdrticke. Journal fiir 
Mathematik, Bd. 85 (1878), S. 206. 
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wo 0;, Null oder Eins bedeutet, je nachdem i und i: verschiedene oder 
aber gleiche Zahlen sind. ‘Setzen wir hier die Koeffizienten der y, 





Hhtdoti@tjinvibptintiniiitite: 
ge (1+6,)(1+4,,) + 

(Sa) + aye hg UFO A+8n) + — ESKSHSY=1,2-51) 
+ Fy, 2 “Fag (Lt Fin) (1+8y,) = 0 


als notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, daB V(f) nur von 
der zweiten Ordnung ist. 

Ist nun f eine Lésung des Systems (S,), so kénnen wir in V(/f) 
statt der dritten und vierten Ableitungen von y die Null einsetzen. Es 
wird dann 


(1) Vif)= sini x (5 at) + i> pxes Ge Ma ‘)) (1 +44), 


tal 


wo 


a 


d 0 7 é 0 
(iz) ~ da, + May thay to + May 


Wenn hier f die Ableitung y,,, nicht enthalt, so werden fiir ;<k<n 


auch 
d sf) d of) (‘dad Of 
(aa, ey)’ (a, Oyir/’ (as, (7 Up sy.) 


von y,, frei sein. Diese GréBe wird also nur im Summanden 


_(@ cf) +S (3 ef) 
(ain, iy.) (aa ( Ax, ay.) n 


vorkommen. Folglich ist dann 


n—-1 
Dees aoa @éf ‘d aya °r)) 
dyna VA) = — ayca (ang By.) +2) (ae; Syee (dex By)” 
i=1 
oder einfacher 
é 


(2) BUnn Vif)= — 5 + Sh ip ton) 


: wees of 
In dem besonderen Falle, wenn f frei ist von y,,, und auberdem iy 
n 


keine der GroBen 
Yn> Yin> Yond ***» Yn-in 


enthilt, wird y,,, auch in V(f) nicht vorkommen. 
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3. Wir gehen nun iiber zur Diskussion der Gleichung 
OF = adj. OF. 
Der Koeffizient von u, ist in OF 


a ae 
— OY,? 
in 
a. “y d (@F oF 
adj. dF = 5° me Ge u) + S : inde, — 
i=1 izl kai 
aber ist er 
oF dad OF,., 
ae Ovi + ae by, t+ Fa)- 
k=l 


Es kann also dF nur dann sich selbst adjungiert sein, wenn 


,@F wod @F 
8) A a Pe ee 
k= 


Entwickeln wir hier nach den dritten Ableitungen von y und setzen 
dann jeden Koeffizienten fiir sich gleich Null, so ersehen wir, daB F’ einem 
Systeme von der Gestalt (S,) und auBerdem dem folgenden geniigen muB: 


(8) 2 oa Pe i) (1+6,,) =0 


(k=1,2,--+,m). 


In dem besonderen Falle, wenn F' die Ableitung y,,, nicht enthiilt, 


nn 


gewinnen wir aus (S,) fiir jeden Wert von ¢ und k 
oF OF _ 
OYFn : OYin OVen 
Diese Gleichungen besagen, daB F' linear ist in 
5 ? 
Yin? Yenr °°" Yn—in* 


Differentiieren wir noch die Gleichung 


n—1 
ae 
(4) ; OUn dx, OVen 
nach y;,, so erhalten wir 
oF 





OYnOVin 





) 








Di fferentialgleichungen der Variationsrechnung. 161 


Demnach ist der Koeffizient ¥ - , mit dem y;, in F' multipliziert ist, frei 


( ‘ *) 
AX, OYxn 


Yn Yin> Yonr’**> Yano 
oF 


dasselbe gilt also zufolge der Gleichung (4) auch von oy, 


von y,- Dann ist aber 


ebenfalls frei von 


Diese Uberlegungen kinnen statt » fiir jedes w wiederholt werden 
und fiihren zu dem folgenden Satze: 
Wenn F die Gripe y,,,, nicht enthiilt, so ist F linear in 
Yur Yiu Yous ele Yn 
4. Um den Ausdruck F’ auf die Gestalt V(f) zu bringen, werden 
wir ihn — nach dem Vorgange des Herrn Hirsch — durch Subtraktion 
geeigneter V(q) allmiihlich zerstéren. Gelingt es uns durch Subtraktion von 


Vii), V(ms),°°° 


F gleich Null zu machen, so ist 


F=V(9,+9,+:::). 

Als g benutzen wir solche Differentialausdriicke zweiter Ordnung, 
die Lésungen des Systems (S,) sind. Es ist dann V(g) von der zweiten 
Ordnung, auBerdem befriedigt /’ — V(q) wieder die Systeme (S,) und (S’). 

Vor allem befreien wir F' von y,,, in der folgenden Weise. Zufolge 
(S,) ist fiir jeden Wert & 

A 
OYnn OYkn : 
a. h. 2 enthiilt keine der GréBen 


O24 nn 
Yin» Yonr ***» Ynn° 
Wihlen wir fiir g eine solche Lésung von (S,), die gleichfalls keine dieser 
GréBen enthilt, so ist zufolge der Gleichung (2) 


av * 
dyn, 9) = — oy 
Die Forderung, dab 
F—Vq) 
von y,,, frei sei, wird also durch die Gleichung 
OF a i 
Cun = 8Ynn 


ausgedriickt, die wir mit 
Yn 
- OF 
= -—{( oy. dy,) dy, 
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befriedigen. 
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Ebenso kénnen wir F' von y,,, befreien, indem wir 


7 ° OF ] 1 
= (f oy, . ¢ %) ¢ Yu 


a 
& 


wihlen. War dabei F frei von y,,, so ist cf und folglich auch 


vv? 
Yy 
Yu Mu 
eg oF 
ct = — say 1Yu) AY, 
CY, CY, Yu Me 
ay ay 


frei Von ¥,, Y%,> Your °° *» Yay» ES wird also in V(m) und F’'— V(q) die 
GréBe y,, nicht wieder auftreten. 

Wir kénnen demnach F allmiablich von allen GréBen y,,, y.,- ++; Yn» 
befreien. 

5. Nachdem wir aus F' die GréBen ¥,,, Yo2,+*-, Y,, entfernt haben, 
mu F' fiir jeden Wert von w linear sein in 


Yur Yiwu Yeu? ot Yau 
F ist also eine solche rationale ganze Funktion der Ableitungen von y, 
daB in keinem Gliede 


Ap, Yon" °° Vag Yurrs Inara” * Ye 


oa 


zwei der Zahlen 


ky hig, +>, ko, My, My> Ua, Vor °° *y Mor Vo 
einander gleich sind. 
Wir werden diejenigen Glieder Yon F’, welche in den y;, von der 
héchsten Dimension sind, allein betrachten. Sogar von diesen wollen 
wir vorerst nur diejenigen zerstéren, die in den y, von der héchsten 


t 
Dimension sind. Ihre Summe sei 


G=F 


oa) 
wo @ und 6 die Dimensionen in den y; bezw. y,, bedeuten. 
G befriedigt natiirlich das System (S,), also ist 
arg ag 7e 

OVs% OVn ¥ OY in O’Ve, Ov, Ok n 


(5) 0. 


AuBerdem folgt aus (S;) die Gleichung 


n 


i. rs oG oG _ 
(6) - Oy; ‘ Ps D, OVix i °, 


k=1 
wo 


7 é 
D,= th: oy, wr ie oy, 
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Kine Differentiation nach y,, ergibt noch 


- a2 0*G 2 “s a2 
(7) ee ee A —>'D, or 
OY2Y.y OY OY, FY, OY; at * Yin Op y 
Setzen wir nun 


ie -> > ys. 28 — > Ds 2, 


eal v=e+l e=l v=1 


so ist bei jedem Werte von i 


4. a6 
7 > > re OY,OUn PE OY in 


e=1 v=1 





frei VON Y;, Yj) Yoir***s Ypy» Folglich kann mo V(g) keine der GréBen 
Yir> Yooy***> Yan Cnthalten. AuBerdem ist unmittelbar ersichtlich, daB V(q) 
nur solche Glieder enthiilt, die in den y,, héchstens von der Dimension 6 
sind. Die Summe der Glieder von der Dimension ¢ ist: 


(8) v= - SD, ts PPL 


i=1 k=1 


>F saga + MMs Byncty,,) 
D, 52. = & YY, D. * OY;, OU ys Yue 7 OY; , OY, 


a=il v=1 


Wenn wir 


nach / summieren, so ist zufolge der Gleichung (7) 


ag ° 
> Liem - > Se Gate ot ae > PP at 


a=l v= . lysl v=1 


Nun aber haben wir die Gleichung 


Fin t-- -2> 
Wud 5 CY; Y; OY yy eis," 


eal r=l 





Zufolge der Homogenitiit von G ist 


PAT oy, + -° Shan Ou;, 


ae=1 v=1 
und 
n n n 
SF Pant --i PEP a. 2 
— Yudev OY, 0%, Ye» (Gy cdi ik OU» Ovi, oy...) 
k=luw=ilv=1 , k=1 w=1 v=1 


k=l u=lv=1 


--i >>> Yudev 79, ae ~~ DS inn 
11° 


1 
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Wir kénnen demnach auch schreiben 


n 


og a a 0G 
> riy.= 2; ?—(ete+t) Dy, A, 


k=l a=l 
woraus dann 


v—-3 never ED. os oy, =) 


ét=1lae=l 


#=1u=1 
folgt. Hier ist 
n n 
i an nas 26G 
a" OV 
i=lu=l1 ' 


und zufolge der Gleichung (6) 


>> up By, a6 2 Sy, 2 0G 20G, 


i=1 w=1 im re | 
also schlieBlich = 
Vi,.=—(0+6)(0+6+1)G. 


Wenn wir von F 


—1 
y 
FH e@terH ') 
subtrahieren, so befreien wir dadurch F' von F 4: In thnlicher Weise 
kénnen wir anes F202 Fea: ***» Fee zerstéren, dann alle Glieder, die 


in den y;, von der Dimension (6—1) sind, usw. Endlich wird F' keine 
Ableitungen zweiter Ordnung, also auch keine Ableitungen von der ersten 
Ordnung enthalten. Wenn wir dann noch von 

F(x, Ug,***y Xp, y) 
die Funktion V(g) subtrahieren, wo 


y 
P -f Fdy, 


so ist damit F’ ginzlich zerstért. 

6. Mit Hilfe der Integration des Systems (S,)*), kénnen wir das 
gefundene Resultat auch so aussprechen: 

Wenn der Differentialausdruck zweiter Ordnung F die Eigenschaft hat, 
dap sein OF sich selbst adjungiert ist, so ist F eine solche lineare Funktion 
der Determinante 


*) J. Kiirschak, Uber symmetrische Matrices. Mathematische Annalen Bd. 58, 
1904, S. 380—384. 
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Yu Ye *** Yin 

D=| Yu Ya *** Yan 

Pe = ee ewe 

| Yn1 idl Yan 

und ihrer Subdeterminanten, deren Koeffizienten Differentialausdriicke erster 

Ordnung sind. Auperdem kann F auf die Form V(f) gebracht werden, 

wo f wieder eine solche lineare Funktion der Determinante D und ihrer 

Subdeterminanten ist, deren Koeffizienten Differentialausdriicke erster Ord- 
nung sind. 


Budapest, den 15. Marz 1904. 





Berichtigung 
zu dem Aufsatze von E. Meyer im 59. Bande dieser Annalen. 
Seite 404, Z. 13 und 16 v. u, ist zu lesen ,,co!-fach" statt ,co*-fach. 
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Uber den Inhalt spharischer Dreiecke. 
Von 


M. Dexn in Miinster i./W. 


Nimmt man in der (Euklidischen) Ebene neben den Axiomen der 
Verkniipfung und der Anordnung auch noch die Kongruenzaxiome als 
giiltig an, so kann man die projektive Geometrie vollstindig entwickeln. 
Dagegen ist es noch eine offene Frage, ob‘das Analoge auch fiir die 
Kugeloberfliche statt hat, ob also, wenn die ,,graphischen“ Axiome und die 
Kongruenzaxiome fiir die Kugelpunkte, gréBten Kreise und Dreiecke voraus- 
gesetzt werden, die projektive Geometrie und damit iiberhaupt die voll- 
stiindige Kugelgeometrie (trigonometrische Formeln) entwickelt werden 
kann, ohne von irgend einem Stetigkeitspostulat Gebrauch zu machen. Im 
folgenden méchte ich nun nachweisen, daf jedenfalls die Inhaltslehre, die 
in der Euklidischen Ebene doch in der Regel erst nach jener Begriindung 
ihre Erledigung findet, auf der Kugel ohne Stetigkeit vollstiindig begriindet 
werden kann. Speziell werden wir auf diese Weise auch ableiten, dab 
die Winkelsumme im sphirischen Dreieck stets gréBer als 2R ist. 


1. Der sphiirische ExzeB als Zerlegungsinvariante. 

In diesem Abschnitt sind die Betrachtungen wesentlich solche, die der 
Analysis situs angehéren, und zwar sind sie dem Studium der Zerlegung 
eines Dreiecks in Dreiecke gewidmet. 

Ein spharisches Dreieck sei irgendwie in D Dreiecke zerlegt. Die 
Winkel dieser Teildreiecke ergiinzen sich an Punkten, die wir Sternpunkte 
nennen kénnen und deren Anzahl S sein mag, zu 4R, an Punkten in der 
Anzahl H, die wir Halbsternpunkte nennen, zu 2R und an den drei 
Ecken des groBen Dreiecks zu den Winkeln desselben. Ist dann die 
Winkelsumme der einzelnen Teildreiecke gleich w,, w,, ---, wp, die Winkel- 
summe des groBen Dreiecks w, so wird 

D 
> % =w+(2S+H)2R 


1 
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sein. Bezeichne ferner ¢ den sphirischen ExzeB, d. i. die um 2R ver- 
minderte Winkelsumme des grofen Dreiecks, ¢, ---, & die sphiirischen 
Exzesse der Teildreiecke, so ist 


D D 
> 1 -— D-2R= "4, w—2R=8é, 
also ' , 
D 
1 2 —D)2 
(1) 2D ot CES +1 D)2R. 


1 
Unsere Aufgabe ist, zu zeigen, daB die Summe der sphirischen Exzesse 
der Teildreiecke gleich dem sphirischen ExzeB des grofen Dreiecks ist. 
Zu dem Zwecke miissen wir jetzt nur nachweisen, da die Zahl 2S+ H+1—D 
stets gleich Null ist. 

Der systematische Weg zu diesem Nachweis erfordert die Einfiihrung 
eines Umlaufssinns fiir sphirische Dreiecke. Da eine solche Darstellung 
aber etwas ausfiihrlichere, wenn auch keineswegs schwierige Erérterungen 
erfordert, wollen wir uns zu unserem Zwecke des Eulerschen Polyeder- 
satzes bedienen, angewandt auf die Zerlegung eines Polygons in Polygone, 
bei der nur Sternpunkte auftreten. Sein Beweis kann in der Tat ohne 
erhebliche Schwierigkeiten erbracht werden, wie ja von vorne herein evident 
ist.*) Die Seiten der Teildreiecke und des groBen Dreiecks ordnen sich 
zu einer Reihe doppelt von ihnen iiberdeckter Strecken zusammen, deren 


Endpunkte Sternpunkte sind. Die Anzahl dieser Strecken — Kantenziige 
habe ich sie in einer friiheren Arbeit genannt — sei K. Dann ist nach 
dem Eulerschen Satz: 

(2) S+3+D4+1=K+2. 


In der Tat: Sehen wir von Halbsternpunkten ab, so ist S+3 die Anzahl 
der ,,Ecken“, D+ 1 die Anzahl der ,,Fliichen“, K die Anzahl der ,,Kanten“. 
Durch die Halbsternpunkte werden wir gezwungen, die Teildreiecke mit 
Teilpunkten zu versehen. Dadurch wird die Anzahl der ,,Kanten“ um die 
Anzahl H der Halbsternpunkte vermehrt, da sich die Anzahl] der ,,Ecken“ 
aber um dieselbe Zahl vermehrt, so bleibt die obige Gleichung bestehen. 
Undlich: Alle Seiten sind in den Kantenziigen untergebracht. Liegen auf 
einer solchen Kantenzugstrecke , Halbsternpunkte, so liegen auf ihr 
2+h, Strecken. Es ist demgeméB im Ganzen: 

~ (3) $3D+3=2K+4. 


*) Der Beweis wird vielleicht am praktischsten gefiihrt mit der Methode der 
successiven Entfernung von Polygonen, die man auf Grund des Satzes regeln wird: 
Man kann stets ein solches Teilpolygon finden, daB durch dessen Hinwegnahme das 
Polygongefiige nicht zerstiickelt wird und eine einfache geschlossene Randkurve behiilt. 
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Aus (3) und (2) folgt durch Elimination von K, was wir herleiten 
wollten, namlich: 


28+H+1=D. 


Setzen wir analog fiir ein n-Eck den sphiirischen ExzeB8 als die um 
2(n—2)R verminderte Winkelsumme fest, so wird der Koeffizient von 2R 
in Gleichung (1) 2S + H+ n— 2— D, die linken Seiten von (2) und (3) 
werden um »— 3 vermehrt, und es ergibt sich wieder, da jener Koef- 
fizient gleich Null ist. Wir haben also mit einleuchtender Verall- 
gemeinerung ‘ 

Satz 1. Zerlegt man ein Polygon irgendwie in Polygone, so ist der 
sphiirische ExzeB des groBen Polygons gleich der Summe der sphiirischen 
Exzesse der Teilpolygone. 

Daraus folgt, falls man zwei Polygone als endlichgleich bezeichnet, 
wenn sie, eventuell nach Hinzufiigen kongruenter Polygone, in resp. kon- 
gruente Polygone zerlegt werden kénnen: 

Satz 2. Sind zwei Polygone endlichgleich, so miissen ihre sphirischen 
Exzesse einander gleich sein. 


2. Hilfssiitze. 


Dieser Abschnitt stiitzt sich wesentlich auf die Kongruenzsiitze. — 
Folgende Siitze sind auf Grund der iiblichen graphischen Axiome und der 
Kongruenzaxiome fiir die Kugeloberfliche leicht nachzuweisen: Zwei gribte 
Kreise (Gerade wollen wir sie kiinftig hier nennen) schneiden sich in zwei 
diametralen Punkten, die jede Gerade in zwei gleiche Strecken teilen. 
Die Senkrechten auf einer Geraden gehen alle durch zwei Punkte, ihre 
Pole. Alle Gerade durch zwei diametrale Punkte stehen auf einer Geraden 
senkrecht, der Polaren dieser Punkte. Der Abstand eines Poles von der 
Polaren, auf irgend einer Senkrechten zu dieser gemessen, ist gleich dem 
vierten Teil (Quadranten) der ganzen Geradenliinge. — Jedes (geschlossene) 
Polygon teilt die Kugeloberfliche in zwei Teile. Jedes Polygon kann 
(mit Hilfe von gréBten Kreisen) so in Dreiecke zerlegt werden, da deren 
Seiten alle kleiner sind als zwei Quadranten. Ein solches Dreieck hat 
folgende Eigenschaften: der eine von den beiden Teilen, in die die Kugel 
durch das Dreieck geteilt wird, liegt stets ganz innerhalb einer der beiden 
Halbkugeln, die zu irgend einer der Seiten gehdren; wir wollen diesen 
ausgezeichneten Teil das Innere des Dreiecks nennen. Ein solches Dreieck 
ist ferner eine konvexe Figur, d.i. die Verlingerung einer Seite schneidet 
nicht eine der anderen Seiten, sondern deren Verlingerungen. Die Dreiecks- 
winkel sind kleiner als 2R. Wegen dieser die Beweisfiihrung verein- 
fachenden Eigenschaften wollen wir nur noch solche Dreiecke betrachten, 
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und es soll in Zukunft also, wenn es auch nicht ausdriicklich hinzugefiigt 
wird, unter der Bezeichnung ,,Dreieck“, ein solches Dreieck verstanden 
werden, dessen Seiten kleiner sind als zwei Quadranten. 

Hilfssatz 1. In einem rechtwinkligen Dreieck liegt einer Kathete, 
die kleiner ist als ein Quadrant, ein Winkel, der kleiner ist als ein R, 
gegeniiber. 

Denn sei ABC bei A rechtwinklig und AB kleiner als ein Quadrant. 
Trage ich an AC in C nach der Seite B einen rechten Winkel an, so 
kann der freie Schenkel desselben nicht zwischen AC und BC liegen, 
denn sonst miiBte er eine Dreiecksseite schneiden. Schneidet er aber AB 
in D so wire AD gleich einem Quadranten, schneidet er BC oder AC 
in FE, so wiire EC gleich zwei Quadranten, was beides den Voraus- 
setzungen widerspricht. Da <c ACB schlieBlich auch nicht gleich einem R 
sein kann, weil sonst AB gleich einem Quadranten wiire, so ist unsere 
Behauptung erwiesen. 

Hilfssatz 2. In jedem Dreieck gibt es mindestens eine im Inneren 
verlaufende Hohe. 

Ist eine der Ecken speziell der Pol der gegeniiberliegenden Seite, so 
ist, weil jede Gerade durch den Pol auf der Polaren senkrecht steht, 
unserer Behauptung ohne weiteres Geniige getan. Wir schlieBen diesen 
Fall fiir das. Folgende aus. Verbinden wir nun etwa A mit demjenigen 
Pol P von BC, der mit A auf derselben zu BC gehérigen Halbkugel 
liegt und verlingern PA nach beiden Seiten bis zum Schnitt mit der 
Geraden durch B und C in D, und P,: alsdann sei etwa AD, kleiner als 
ein Quadrant. Angenommen nun, J), und D, ligen beide auBerhalb von 
BC, dann liegen B und C zusammen auf einer der beiden durch D, 
und PD, bestimmten Halbgeraden. Es ist also auf dieser Halbgeraden 
gewiB sowohl D,B wie D,C kleiner als zwei Quadranten. Liegt nun 
(auf dieser Halbgeraden) etwa B zwischen D, und C, so folgt aus dem 
eben bewiesenen Hilfssatz, daB <c ABC stumpf, <( ACB spitz ist. 
Wenn es also von keiner Dreiecksecke aus eine im Dreiecksinneren 
verlaufende Héhe gibe, so miiBte jeder Ecke ein stumpfer und ein spitzer 
Winkel gegeniiber liegen, was unméglich ist. 

Ferner: Sei die Strecke AB kleiner als zwei Quadranten, / eine Ge- 
rade durch die Mitte L derselben, g die Gerade senkrecht zu AB in A; 
dann schneiden die Verbindungslinien von A und B mit dem mit B in 
derselben zu g gehérigen Halbkugel liegenden Pol von 1, diese Gerade / 
in Punkten D und F’, die eben dieser Halbkugel angehéren. Beweis 
(Fig. 1 (s. 8. 170)): Wir teilen die Halbkugel iiber g durch AB und die 
Senkrechte zu AB durch O (Pol von g) in vier Teile, die Kugelachtel 

(XOA, AOY, YOZ, ZOX). 
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Dann liegt der Pol P einer Geraden 7 durch L, der sich in unserer 
Halbkugel befindet, in einem der Kugelachtel YOZ oder ZOX. (Denn 
die Mitte w des auf der Halbkugel liegenden Teiles von / liegt in einem 
der Quadranten XOAund AOY.) P mége 
etwa in ZOX liegen, dann schneidet PA 
die Gerade 7 in einem Punkte D des 
Quadranten XOA, die Mitte von / liegt 
aber im Quadranten AO Y; folglich kann 
man, ohne aus der Halbkugel herauszu- 
kommen, DL iiber LZ hinaus um sich 
selbst bis  verlingern. Dann ist <¢ BEL 
gleich R, wegen der Kongruenz der 
Dreiecke LBE und LAD, und es geht 
ye BE iiber B hinaus verlingert durch P. 
4 Weiter: Sei / eine Gerade durch 
einen Punkt N der Strecke BC (< zwei 
Quadranten), g eine Gerade durch C, P ein Punkt, der mit B in der- 
selben zu g gehérigen Halbkugel liegt. Schneiden dann PB und PC 
l in Punkten FE und F dieser Halbkugel, so liegt N zwischen FE und F. — 
Die Behauptung wird dadurch erwiesen, daf im entgegengesetzten Falle 
PB wnd PC einen weiteren Punkt auf der Halbkugel gemeinsam haben 
miiBten, was unmdglich ist. 
Hilfssatz 3. Sei das Dreieck ABC bei A rechtwinklig, L die Mitte 
von AB, N die Mitte von CB, dann schneidet die Gerade LN, iiber N 
hinaus verlingert, die Gerade AC in einem Punkte K so, dab die Strecke 
ACK gleich einem Quadranten vermehrt um 4AC ist. 
Zum Beweise (s. Fig. 2) verbinde man A, B und C mit demjenigen 
Pol von LN, der mit B in derselben zu AC gehérigen Halbkugel liegt. 
Dann sind die Verbindungslinien Lote auf LN, deren FuBpunkte D, E 
und F' nach dem vorher bewiesenen in 
derselben Halbkugel liegen und zwar 
derart, daB ZL zwischen D und FE, N 
zwischen E und F' gelegen ist. Dann 








Fig. 1. 


ergibt sich aus der Kongruenz der Drei- 
ecke ADL und BEL, sowie BEN und 
CFN, dab AD= BE=CF ist. Ver- 
binde ich dann die Mitten G und H 
von AC und DF, so ergibt sich leicht 
aus der Kongruenz der Dreiecke ADH 
und CFH, HAG und CAG, DFC und 
FDA, AF Cund CDA, DAG wid FCG, 
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DGH wid FGH, daB GH sowohl auf AC wie auf LN senkrecht steht, 
woraus unmittelbar folgt, daB GK gleich einem Quadranten und, wie 
behauptet, ACK gleich einem Quadranten vermehrt um 4.4 C ist. Ubrigens 
folgt jetzt nach dem friiher bewiesenen, daB das Lot AD auBerhalb fallen 
muf, was aber fiir unsern Beweisgang irrelevant ist. 

Hilfssatz 4: Seien ABC und A’ B’C’ zwei bei A resp. bei A’ recht- 
winklige Dreiecke. Sei ferner AB = A’ B, <x ACB=<x A’'C’B’. Es wird 
behauptet: Entweder sind die Dreiecke kongruent, oder die Hypotenusen 
BC wid B’C’, sowie die Katheten AC und A’C’ ergeben zusammen zwei 


Quadranten. 


Zum Beweise (Fig. 3) tragen wir auf CA nach der Seite A hin C’ A’ 


bis A” ab, errichten in A” nach 
der Seite B ein Lot auf CA bis 
B” so daB .A” BY” = A’B’ ist, 
dann sind die Dreiecke CA” B” 
und OC’ A’ B’ kongruent, folglich 

BA=B" A", xBCA=<x B"CA 
und B” hegt auf CB. Verbindet 
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man die Mitten M und N von AA” und BB”, so ist MN gleichzeitig 
auf CM und CN senkrecht, also ist CM = CN gleich einem Quadranten, 


womit unser Satz bewiesen ist. 


3. Der Satz von der Winkelsumme. Endlichgleichheit von Polygonen 
mit gleichem sphirischem ExzeB. 


a) Jedes rechtwinklige Dreieck, dessen Katheten kleiner sind als em 


Quadrant, ist einem doppelt-recht- 
winkligen Dreieck endlich gleich, hat 
also nach Satz 1 denselben (posi- 
tiven) sphiirischen Exze8 wie dieses. 

Beweis: (s. Fig. 4) Sei ABC 
bei A rechtwinklig und AB sowie 
AC kleiner als ein Quadrant. Dann 
verlingere ich AC iiber C hinaus 
bis M und weiter bis O so, dab 
AO gleich einem Quadranten und 
MC = MoO ist. Dann verbinde 
man M mit der Mitte N von BC 
und verliingere bis zum Schnitt L 
mit AB, verlingere ferner BL 
itiber ZL hinaus um sich selbst 
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bis B’. Dann wird, weil ACM kleiner als ein Quadrant vermehrt um 
4AC ist, nach Hilfssatz 3 B’ zwischen B und A liegen. Ich verbinde 
B’ mit O, so daB B’O gleich einem Quadranten ist und <OB'A 
gleich R. Dann, wird behauptet, ist B’AO endlichgleich dem gegebenen 
Dreieck BAC. 

Zum Beweise verbinde man B, B’, O und C mit dem Pol P von 
LNM, der mit A in derselben zu BO gehérigen Halbkugel liegt. Die 
Verbindungslinien schneiden die Gerade LN M in D, EF, I',G, die simtlich 
Punkte derselben Halbkugel sind, was sich so ergibt: Man bemerke, daB 
OB gleich einem Quadranten, < BOA gleich R ist. Der Pol P liegt in 
dem Kugelachtel 0’ X Y (O’: Pol von OB), das durch die Verlingerung 
von 00’ und BO’ entsteht. (Denn die Gerade MZ mub O'O und O'B 
schneiden.) Daraus folgt, dab PO die Gerade MZ in einem Punkte F 
des Kugelachtels YO’ O schneidet. Ferner folgt aus den Hilfsbetrachtungen 
des vorigen Paragraphen, da8 PB und PB’ die Gerade LM in Punkten 
D und E respektive des Kugelachtels X O’B und BO’O schneiden. L liegt 
zwischen FE und D und LE=LD. Es liegt aber auch FE zwischen L 
und M. Denn sonst miiBte PB’ AO schneiden, was unméglich ist, da 
PB’ die Verliingerung von A O, niimlich AX, schneidet. Ebenso schneidet 
die Verbindungslinie CP die Gerade LM in einem Punkte G zwischen 
E und M, weil sie sonst die Strecke AB’ schneiden miiBte, was unméglich 
ist, da sie dann auch die Verliingerung AX von AC schneiden wiirde. 
Es liegt also auch M zwischen G und F. 

Dann folgt durch Dreieckskongruenz sofort B’E= DB=CG= OF. 
Dann sind auch die Dreiecke KOF und KB’ E kongruent. Denn andern- 
falls miiBte nach Hilfssatz 4 B’K + KO = zwei Quadranten sein. (XK, der 
Schnittpunkt von B’O und L NM, liegt zwischen E und I’, wie leicht 
zu ersehen), was nicht der Fall ist. Wir haben jetzt folgende Relationen 
(bei denen das Zeichen ,,~“ bedeutet: ,,kann zerlegt werden in“): 


OAB'+ OMF + NDB~ KOF+ AB’KM+ NLB+ DLB, 
CAB + CMG+ NGC~KBE+ABKM+ NIB ELB. 


Dabei sind die untereinander stehenden Dreiecke mit Ausnahme von 
OAB' und CAB’ respektive kongruent. Also folgt: OAB’ und CAB 
sind endlich gleich, wie im Anfang behauptet wurde. Jedes rechtwinklige 
Dreieck also, dessen Katheten kleiner als ein Quadrant sind, ist mit einem 
doppeltrechtwinkligen Dreieck endlichgleich, hat also dieselbe Winkel- 
summe wie dieses, und demgemif eine Winkelsumme gréfer als 2 R. 
Aber daB auch jedes andere Dreieck einen positiven sphirischen Exzef hat, 
kann nun leicht eingesehen werden: 
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b) Sei etwa (s. Fig. 5) AB gréBer als ein Quadrant, AC aber kleiner. 
Sei AE = AF gleich einem Quadranten (¥ ein Punkt von AB, F ein Punkt 
der Verliingerung von AC iiber C hinaus). Verbindet man C mit FE, so 


ist ~< ACE=R, also ACB ein stumpfer Winkel. 
Also hat das Dreieck einen positiven sphirischen ExzeB. 
Wir kénnen ebenfalls ein doppeltrechtwinkliges mit 
ACB endlichgleiches Dreieck finden. Sei das doppelt- 
rechtwinklige Dreieck FEH endlichgleich mit dem 
rechtwinkligen Dreieck EGB (dessen beide Katheten 
kleiner als ein Quadrant sind). Dem Dreieck CGF ist 
ebenfalls ein doppeltrechtwinkliges Dreieck endlichgleich, 
dessen Winkel an der Spitze kleiner als R ist (denn 
die Winkelsumme im Dreieck CGF ist <3R, weil die Winkel bei C 
und G nach Hilfssatz 1 spitz sind). Wir kénnen dieses Dreieck deswegen 
und weil << AFH griBer als FR ist, von dem 
Dreieck AF'H so abziehen, da wieder ein 
doppeltrechtwinkliges Dreieck iibrig bleibt, 
das nun mit dem Dreieck ACB endlich- \ 
sleich ist. — Ist auch AC gréBer als ein jf \ 
Siestoaia (s. Fig. 6), dann an sich ACund 4“ : ) 
AB zum zweiten Male in A’ schneiden; wir a bi 
verwandeln CBA’ in ein doppeltrechtwinkliges Dreieck und erhalten durch 
Anlegen an die Seite A’CA ein doppeltrechtwinkliges Dreieck AF'D, das 
dem vorgegebenen Dreieck endlichgleich ‘ist. 

Wir haben so den 

Satz 3. Jedes rechtwinklige Dreieck ist einem doppeltrechtwinkligen 
Dreieck endlichgleich. 

Aus Hilfssatz 2 folgt, daB jedes Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt werden kann. Es ergibt sich also, wenn wir noch Satz 1 zu 
Hilfe nehmen: 

Satz 4. Jedes Dreieck hat einen positiven sphirischen Eaxzep. 

Jedes Dreieck ist ferner mit der Gesamtheit von zwei doppeltrecht- 
winkligen Dreiecken endlichgleich. Addiert man zur Hiilfte jedes solchen 
Dreiecks die Hilfte des anderen, so folgt: 

Satz 5. Jedes Dreieck ist endlichgleich mit der Gesamtheit von zwei 
gleichen doppeltrechtwinkligen Dreiecken. 

Ist der sphirische ExzeB des Dreiecks gleich ¢, so wird der sphiirische 





Fig. 5. 
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ExzeB jedes der doppeltrechtwinkligen Dreiecke gleich ; und auch der 


Winkel an ihrer Spitze gleich > sein. 


Haben wir also zwei Dreiecke mit demselben sphirischen ExzeB, so 
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sind sie mit demselben Paare von doppeltrechtwinkligen Dreiecken endlich- 
gleich und, wie sich daraus ergibt, miteinander endlichgleich. (Denn zwei 
einem dritten Polygone endlichgleiche Polygone sind miteinander endlich- 
gleich, wie sich in der iiblichen, einfachen Weise zeigen laBt.) Wir 
haben also 

Satz 6. Zwei Dreiecke mit gleichem sphidrischem ExzeB sind endlich- 
gleich. 

Zu einem n-Eck la8t sich immer ein solches doppeltrechtwinkliges 
Dreieck finden, daB 2”-? solcher Dreiecke gerade mit dem n-Eck endlich- 
gleich sind. Wir haben deswegen ebenso wie vorher schlieBend den 

Hauptsatz: Zwei Polygone mit gleichem sphirischem ExzeB sind 
endlichgleich. 

Dieses Resultat zusammen mit Satz 2 und Satz 4 erledigt die Lehre 
vom Inhalte sphiirischer Polygone: Satz 2, angewandt auf doppeltrecht- 
winklige Dreiecke, garantiert bereits die Existenz nicht endlichgleicher 
Polygone, aus Satz 4 geht hervor, daB der Grundsatz: ,,Das Ganze kann 
nicht einem seiner Teile gleich sein“ fiir die Endlichgleichheit gilt. Satz 2 
lehrt uns eine ,,Zerlegungsinvariante“ kennen, Satz 6 zeigt, daB es nur 
eine solche Invariante gibt. — Gewéhnlich begniigt man sich mit dem sehr 
einfach ohne Stetigkeitsaxiom zu beweisenden Satz: 24.4 BC+ Halbkugel 
= (A)+(B)+(C), wo (A), (B), (C) Kugelzweiecke mit den Winkeln 
A, B, C bedeuten. Mit Hinzunahme des wohl nicht ohne Schwierig- 
keiten zu beweisenden ,,Grundsatzes“: ,,Wenn die Ganzen (endlich-) gleich 
sind, so sind es auch die Hilften“, folgt hieraus Satz 6 und die Méglich- 
keit, zwei sphirische Dreiecke mit gleichem Exze8 nach Hinzufiigung 
von je einer Viertelkugel in respektive kongruente Teile zu zerlegen. Aber 
auch, wenn man Satz 2 zu Hilfe nimmt, kann man noch immer nicht 
den Satz 4 iiber die Winkelsumme und den daraus folgenden Grundsatz 
beweisen. 

In der Lobatschefskischen Ebene kann man ganz analoge Betrachtungen 
anstellen, indem man jedes Dreieck in ein Dreieck mit zwei verschwinden- 
den Winkeln verwandelt. Jedoch hat hier die Beweisfiihrung die Voraus- 
setzung, daB es iiberhaupt Geraden gibt, die einen verschwindenden Winkel 
miteinander bilden. 
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Guccia-Medaille. 


Der Circolo Matematico di Palermo wird bei dem IV. Internationalen 
Mathematiker-Kongref, der im Jahre 1908 in Rom stattfinden soll, 
einen internationalen Preis fiir Geometrie erteilen. Dieser Preis, der nach 
seinem Stifter ,Guccia-Medaille“ heift, wird aus einer kleinen tragbaren 
Goldmedaille und einer Summe von 3000 Francs bestehen. 

Die Theorie der algebraischen Raumkurven ist bekanntlich seit den 
Arbeiten, die durch den Steinerschen Preis von 1882 hervorgerufen 
wurden, vernachlissigt worden. Die groBen Fortschritte der Geometrie, 
welche durch die synthetischen, algebraischen oder funktionentheoretischen 
Methoden erreicht wurden, haben diese Theorie nicht beriihrt, so daf 
weder die fundamentalen Betrachtungen, die in den zitierten Arbeiten be- 
gonnen wurden, noch andere Fragen, die man stellen kénnte, Gegenstand 
spiiterer Arbeiten gewesen sind. Geht man ferner vom dreidimensionalen 
Raume zu héheren Riumen iiber, so begegnet man fiir die algebraischen 
Kurven (insbesondere was ihre Klassifikation, das Studium der kanonischen 
Kurven gegebenen Geschlechts usw. angeht) einer Menge von wichtigen 
Problemen, mit denen sich bis jetzt noch Niemand beschiftigt hat. Auch 
kennt man iiber die algebraischen Raumkurven nur wenige Theoreme, 
die die Realititsverhiltnisse oder einen gegebenen Rationalititsbereich 
betreffen. 

Betrachtungen dieser Art haben den Circolo Matematico di Palermo 
bewogen, in Ubereinstimmung mit den Absichten des Stifters, die ,Guecia- 
Medaille“ 

einer Abhandlung zu erteilen, welche die Theorie der 
algebraischen Raumkurven wesentlich fordert. 

Hierbei sollen jedoch in keiner Weise die Probleme und Methoden 
der Untersuchung im voraus beschrinkt werden. 


Wenn keine der zur Bewerbung eingesandten auf die genannte Theorie 
beziiglichen Arbeiten des Preises wiirdig befunden wird, so kann er 


einer Abhandlung zugesprochen werden, die einen 
wesentlichen Fortschritt in der Theorie der algebraischen 
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Fliichen oder anderer algebraischer Mannigfaltigkeiten 
bezeichnet. 

Die eingereichten Abhandlungen diirfen noch nicht veréffentlicht sein. 
In einer der vier Sprachen: italienisch, franzésisch, deutsch oder englisch 
abgefaBt und, abgesehen von den Formeln, mit der Schreibmaschine ge- 
schrieben, sind sie dem Prisidenten des Circolo Matematico di Palermo 
vor dem 1°" Juli 1907 im drei Exemplaren einzureichen. Sie miissen 
mit einem Motto versehen und von einem verschlossenen Umschlag be- 
gleitet sein, der auSen das Motto und innen Namen und Wohnort des 
Verfassers zeigt. Die gekrénte Abhandlung wird in den ,,Rendiconti* oder 
einer anderen Publikation des Circolo Matematico di Palermo abgedruckt. 
Der Verfasser erhailt 200 Separatabziige kostenfrei. 

Wenn iiberhaupt keine der eingereichten Abhandlungen des Preises 
wiirdig befunden wird, so kann dieser einer schon verdffentlichten Arbeit 
zugesprochen werden, die sich auf die oben genannten Theorien bezieht, 
falls sie zwischen dem Zeitpunkt der Publikation dieses Programms und 
dem i" Juli 1907 erschienen ist. 

Den Preis erteilt der Circolo Matematico di Palermo gemiB der Ent- 
scheidung einer internationalen Kommission von drei Mitgliedern, die aus 
den Herren 

Max Noether, Professor an der Universitit Erlangen, 

Henri Poincaré, Professor an der Universitit Paris, 

Corrado Segre, Professor an der Universitit Turin 
besteht. 

In einer der Sitzungen des IV. Internationalen Mathematiker- 
Kongresses, der 1908 in Rom tagt, wird der Bericht der Kommission 
verlesen, der Preis erteilt und der Name des gekrénten Gelehrten be- 
kannt gegeben werden. 


Palermo, den 1. November 1904. 


Der Priisident des Circolo Matematico di Palermo 


M. L. Albeggiani. 
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Zum Kontinuum-Problem.*) 


Von 


J. Konia in Budapest. 


1. Es sei M,, M,, M,,--- eine abziihlbar unendliche Folge beliebiger 
Mengen, deren Michtigkeiten wir mit m,, m,, M,,--- bezeichnen. 

Mit Hilfe dieser Mengenfolge definieren wir zwei neue Mengen. 

Die Swmme der abziihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbolischer 
Bezeichnung 

S=M,+M,+ M,+---, 

bedeute jene Menge, die durch Zusammenfassung aller Elemente von 
M,, M,, M;,--+ entsteht, wobei die verschiedenen Mengen angehdrigen 
Elemente immer als voneinander verschieden anzusehen sind. Die Miich- 
tigkeit von S bezeichnen wir mit 5. 

Das Produkt der abziihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbolischer 
Bezeichnung 

P= M,M,M,::-, 

bedeute jene Menge, deren Elemente alle Komplexe 


Ub = (e, M%, Og, > - +) 
sind, wo «@, ein beliebiges Element der Menge ™; sein kann; es enthilt 
demnach jedes w ein und nur ein Element jeder beliebigen Menge der 
Folge. Es wird bequem sein, «,; als i**® Index des Elementes uw zu _ be- 
zeichnen. Die Michtigkeit von P sei y. 
Sind insbesondere alle M; identisch = M, so wird statt P in der ge- 
briiuchlichen Bezeichnung -M*o geschrieben. 


*) Abgedruckt aus den Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker- 
Kongresses zu Heidelberg 1904. 

Fiir die hier benutzten Begriffe und Siitze sind die Arbeiten Georg Cantors, 
des Schépfers der Mengenlehre, einzusehen. Insbesondere: ,,Beitriige zur Begriindung 
der transfiniten Mengenlehre, I und II** (Math. Annalen, Bd. 46 und 49). 

Vgl. ferner A. Schoenflies: ,,Die Entwicklung der Lehre von den Punkt- 
mannigfaltigkeiten‘ (Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. VIII. 2). 
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Wir beweisen, daB, wenn die Mengen M,, - - - transfinit sind*), immer 
die Beziehung 
(1) §<pcs% 
besteht. 


Eine Teilmenge von P, die ~S ist, kann in der Tat leicht an- 
gegeben werden. Man wiihle zu diesem Zweck aus jedem J; ein be- 
stimmtes Element £;, und iindere in 


alee (B,, By, Bs, +>) 


immer nur einen Index, z. B. den hk, fiir welchen jedes Element von 
M, zu setzen ist, mit Ausschlu8 von £,. Die durch Mutation des /*™ 
Index entstandene Menge der uw ist augenscheinlich der Menge M,, mit 
AusschluB des Elementes £,, aiquivalent, also, da M, transfinit ist, auch 
~ M,. Die Gesamtheit der so definierten u ist eine Teilmenge von P 
und ~ 8S. 

Noch leichter ist der zweite Teil der in (1) enthaltenen Behauptung 
za erhirten. Wenn man in S*° als k* Index nicht alle Elemente von S, 
sondern nur diejenigen zulaBt, die Elemente von M, sind, so erhilt man 
unmittelbar eine Teilmenge von S*, die ~ P ist. 

Aus (1) folgt noch, indem man zur 8," Potenz erhebt: 


Xo < ph < 5%, 
und hieraus infolge des Aquivalenzsatzes: 
(2) pe = 8. 


2. Es soll nun weiter vorausgesetzt werden, daB die Miichtigkeiten 
der Mengen M, durchweg wachsen, d. h., da® immer 


m, << M44 
ist. Wir beweisen, daB in diesem Falle niemals p = $, also wegen (1) 
immer 
(3) E> s 
ist. 


Anders ausgedriickt: Die Aquivalenz P ~ S ist unter den jetzt fest- 
gestellten Bedingungen unméglich. In der Tat fiihrt diese Annahme zu 
einem Widerspruch. , 

Soll naémlich zwischen P und S eine ausnahmslos ein-eindeutige 
Beziehung bestehen, so miissen auch die in S enthaltenen Elemente von 
M, entsprechende Elemente von P bestimmen. Die in diesen Elementen 
zur Verwendung gelangenden k + 1% Indizes bilden also eine Menge, 


*) Der Satz ist allgemeiner. Es besteht (1) dann und nur dann, wenn p trans- 
finit ist. Wir beschriinken uns der Kiirze wegen auf den oben angegebenen Fall. 
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deren Michtigkeit héchstens m, ist. Die & + 1% Indizes der Elemente 
von P sind aber aus der Menge M,,, zu wihlen, deren Miichtigkeit 
m,,, > m, ist. Es gibt demnach eine Teilmenge My; von M,41, die 
bei der Bildung jener Elemente von P, die Elementen von M, ent- 
sprechen, gar nicht zur Verwendung gelangt. 

Bildet man also solche Elemente von P, in denen vom zweiten 
Index ab Elemente von M,’, M,’,--- beniitzt werden, so kann ein solches 
bei der angenommenen Aquivalenzbeziehung keinem, in irgend einem M, 
enthaltenen Elemente entsprechen. D.h. die angenommene Aquivalenz- 
beziehung ist als unméglich erwiesen. 

3. Ist A, irgend eine wohlgeordnete Menge von der Michtigkeit x,, 
so gibt es nach den bekannten Grundsiitzen der Cantorschen Theorie eine 
abzihlbar unendliche Folge wohlgeordneter Mengen, 


Aust) A, 43) A, 4s) ye 
so daB, wenn wir die ihnen entsprechenden Michtigkeiten mit 
. Mtl? “ut2? “ut+3? 
bezeichnen, 
ist By Ra Sage So 
ist. 


Wir bilden nun die Mengen S und P in bezug auf diese Folge 
wohlgeordneter Mengen. S ist jetzt eine abzihlbar unendliche Folge 
wohlgeordneter Mengen, also selbst eine wohlgeordnete Menge, deren 
Michtigkeit entsprechend mit $= 8,,,,, bezeichnet wird. 

Dann ist wegen p > $ auch 


pre = s% > 5. 
Da aber fiir das Kontinuum 
@N) = 28, 
kann das Kontinuum keiner wohlgeordneten Menge vom Charakter & 
diquivalent sein. 

Man verallgemeinert den Satz leicht dahin, da8 das Kontinuum keiner 
solchen wohlgeordneten Menge iiquivalent sein kann, fiir die eine un- 
mittelbar vorhergehende wohlgeordnete Menge nicht existiert. Der ein- 
fachste Fall ergibt die Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums. 

4. Herr Bernstein*) hat den allgemeinen Satz 


Muto 


Oe x 
aS = x 2% 


aufgestellt, aus dem, wenn man voraussetzt, daB das Kontinuum irgend 





*) Felix Bernstein, Untersuchungen aus der Mengenlehre. Inaug.-Dissertation. 
Gittingen 1901, pag. 49. 
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einer wohlgeordneten Menge A, von der Michtigkeit 8, iaquivalent ist, 


Me 


und 8, +8, ,,, gesetzt wird, 
Ny 
“ = = 
yi in o x +a ne . a+ 


‘ 


folgen wiirde. Die Annahme, da8 das Kontinuum einer wohlgeordneten 
Menge iiquivalent ist, wire also gewiB falsch, wenn der Bernsteinsche 
Satz allgemein richtig wire. Leider hat jedoch dessen Beweis eine 
wesentliche Liicke, da fiir 8 
wohlgeordneten Mengen die Annahme, daf jede abzihlbare Teilmenge 
in einem Abschnitte der ganzen Menge liegt, nicht mehr statthaft ist. 

Ich erwihne dies vor allem, um den Schlu8, den ich in meinem 
KongreBvortrage unter Annahme der Richtigkeit des Bernsteinschen Satzes 
aus diesem zog, ausdriicklich zuriickzunehmen. 

Doch glaube ich, daB die Sache noch auBer der historischen Treue 
ein gewisses Interesse bietet. 


und jede der oben betrachteten ,,singuliren“ 


w 


Wire nimlich umgekehrt das Kontinuum keiner wohlgeordneten 
Menge iiquivalent und gréfer als jede wohlgeordnete Menge, so wiirde 
aus 


immer auch 


(B.) wo — 2% — x 2%, 


der Bernsteinsche Satz folgen. 

Dieser formuliert also geradezu das Kontinuumproblem in neuer 
und nicht uninteressanter Weise. 

Ist (B.) allgemein richtig, so kann das Kontinuum keiner wohl- 
geordneten Menge iiquivalent sein. Kann man aber (B.) auch nur fir 
ein 8 als falsch erweisen, so mu8 das Kontinuum einer wohigeordneten 
Menge iiquivalent sein. 

Insbesondere wird das Kontinuum in der abzihlbaren Folge 


J 
SX, &, Ny, 00° 


enthalten sein oder nicht, je nachdem 8*» grifer oder gleich 2*» ist. 
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Uber wohlgeordnete Mengen. 


Von 


A. Scnoenriies in Kénigsberg i./Pr. 


Herr Zermelo hat kiirzlich einen Beweis des Satzes veréffentlicht,*) 
daB ,,jede Menge wohlgeordnet werden kann“. Er sagt zum SchluB, dab 
der Beweis nur auf solchen Voraussetzungen ruht, die auch sonst in der 
Mengenlehre allgemein iiblich waren. Demgegeniiber ist zu bemerken, 
daB eine wesentliche Grundlage des Beweises in einer bestimmten Annahme 
iiber wohlgeordnete Mengen besteht, die diesen Charakter nicht besitzt, die 
Herr Zermelo allerdings nicht ausdriicklich hervorhebt. Andererseits ist 
es gerade diese Annahme, die zu den bekannten Widerspriichen in der 
Theorie der wohlgeordneten Mengen fiihrt; sie kann daher nicht als Quelle 
mathematischer Beweise betrachtet werden. Von den andern Grundlagen 
des Beweises soll hier nicht die Rede sein. 


1. In der Theorie der wohlgeordneten Mengen kann man einen all- 
gemeinen und einen speziellen Teil unterscheiden. Die Sitze der allgemeinen 
Theorie beruhen ausschlicBlich auf der bekannten Definition der wohl- 
geordneten Mengen, und ihren unmittelbaren Folgerungen, insbesondere 
auf dem Satz, daB es in einer wohlgeordneten Menge keine unendliche 
Reihe von Elementen geben kann, die einander vorangehen. Dies ist ihr 
einziger Beweisgrund. Sie setzt die Existenz wohlgeordneter Mengen 
selbstverstindlich voraus, und ist im iibrigen davon unabhingig, ob die 
wohlgeordnete Menge aus einer endlichen. oder unendlichen Zahl von 
Elementen besteht, und welche Michtigkeit sie auch besitzen mége. Will 
man auf dieser allgemeinen Grundlage den fraglichen Satz beweisen, so 
hat man zu zeigen, daB eine unendliche Reihe von Mengen M,, deren 
Michtigkeiten abnehmen, nicht existieren kann; jede Reihe von Michtigkeiten 

m,>m,>m>::: 
miiBte nach einer endlichen Zahl von Gliedern abbrechen. Dies ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung des Satzes. 


*) Diese Annalen, Bd. 59, 8. 514. 
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Diesem Weg folgt der Zermelosche Beweis nicht; er operiert mit 
Hilfsmitteln, die den speziellen Teil der Theorie der wohlgeordneten Mengen, 
nimlich ihre Erzeugung betreffen. 

2. Auf welche Weise und bis zu welcher Machtigkeit man wohl- 
geordnete Mengen bilden kann, diese spezielle Frage bleibt im Rahmen 
der allgemeinen Theorie unbeantwortet. Die bloBe Definition der wohl- 
geordneten Mengen sagt hieriiber nichts aus. Alle allgemeinen Sitze 
bleiben in Kraft, wenn man sich ausschlieBlich auf endliche Mengen be- 
schrinkt. Fiir die Beantwortung der obigen Frage bedarf man daher 
notwendig der Erzeugungsprinzipien. MHierin besteht der grundsiatzliche 
Gegensatz zwischen einer wohlgeordneten und einer nicht geordneten 
Menge. 

Erzeugungsprinzipien kann man zunichst nur axiomatisch postulieren, 
und hat dann ihre Berechtigung nachzuweisen. Auch die Einfiihrung der 
Zahlen der zweiten Zahlenklasse, und des Fortgangprinzips von {v} auf @ 
war urspriinglich nur mittels eines solchen Axioms méglich. Der Nach- 
weis seiner Zulissigkeit ist durch die von Herm G. Cantor gegebene 
ausfiihrliche Theorie dieser Zahlen und ihre ausnahmslose GesetzmaBigkeit 
als gefiihrt zu betrachten. Nachdem so diese Zahlen zum mathematischen 
Gemeingut geworden sind, haben wir uns allmiahlich: daran gewéhnt, von 
den mannigfachen héheren Zahlklassen in derselben selbstverstindlichen 
Weise zu sprechen, wie von denen der ersten und zweiten Zahlklasse. 
Man darf aber nicht vergessen, daB es fiir die Einfiihrung einer jeden von 
ihnen immer wieder einer Neuschépfung resp. eines neuen Axioms und 
des Nachweises seiner Berechtigung bedarf. Da8 wir hierin sichere Resultate 
noch nicht erreicht haben, bedarf kaum der Erwihnung. 

3. Der Zermelosche Beweis des fraglichen Satzes kommt ebenfalls 
auf die Herstellung einer wohlgeordneten Menge hinaus. Zunichst wird, 
nach einem bestimmten Verfahren, eine gewisse wohlgeordnete Menge L, 
gebildet, und dann von ihr gezeigt, daB sie alle Elemente der gegebenen 
Menge M enthilt. Die bereits oben erwihnte Grundlage dieses Beweises 
ist wiederum ein Postulat, das die Erzeugung wohlgeordneter Mengen 
betrifft. Es besagt namlich, daB, wenn L irgend eine wohlgeordnete Menge 
ist, auch (Z,m) eine solche ist. Es lat sich am einfachsten in die 
Worte fassen, daB es zu jeder wohlgeordneten Menge eine grifere geben 
soll. Diese Annahme, und insbesondere der Gebrauch, den Herr Zermelo 
von ihr macht, schlieBt sozusagen die simtlichen méglichen Erzeugungs- 
prinzipien in sich ein. Sie enthilt aber noch mehr, und gerade deshalb 
ist sie unzulissig. 

Ubrigens besitzen die Beweise, die man sonst auf diesem Gebiet 
gefiihrt hat, die also die Herstellung wohlgeordneter Mengen betreffen, 
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meistens den wmgekehrten Charakter. Der wichtigste Beweisgrund ist in 
solchen Fallen die Uberlegung, da eine gewisse wohlgeordnete Menge 
nicht von {v} auf m oder von {a} auf Q fortsetzbar ist, und daB sie 
deshalb nach einer endlichen oder abzahlbaren Menge von Gliedern ab- 
bricht. Nirgends aber bedarf man sonst einer Annahme, wie sie der 
Zermelosche Beweis benutzt. 

4. Der Begriff der Gesamtheit aller itiberhaupt méiglichen Erzeugungs- 
prinzipien wohlgeordneter Mengen ist meines Erachtens ein wohldefinierter 
mengentheoretischer Begriff, ebenso der Begriff der mit ihnen herstellbaren 
wohlgeordneten Mengen. Eine ganz andere Frage ist es, wie weit und bis zu 
welcher Michtigkeit solche Erzeugungsprinzipien widerspruchslos definierbar 
sind. Ich erwihnte bereits, daB jedes neue Erzeugungsprinzip eine Neu- 
schépfung mathematischer Objekte bedeutet und daher der Priifung seiner 
Berechtigung bedarf. Angesichts der merkwiirdigen Gesetze, denen die 
Zahlen der zweiten Zahlklasse, besonders die «-Zahlen, unterliegen, wird 
man die Beantwortung der Frage, wie weit wohlgeordnete Mengen und 
ihre Gesetze widerspruchslos definierbar sind, nicht als selbstverstiindlich 
betrachten. Ob und an welcher Stelle jemals die Notwendigkeit eintreten 
mag, die Erzeugungsmethoden abzubrechen, mu offen bleiben. Wie dem 
aber auch sei, so stellt die Gesamtheit der so definierbaren Erzeugungs- 
methoden in demselben Sinn einen wohldefinierten mengentheoretischen 
Begriff dar, wie die Gesamtheit der ganzen Zahlen. 

Noch ein zweiter Punkt bedarf der Erérterung. Es bleibt naimlich 
noch die Frage bestehen, ob wir bei der Herstellung einer speciellen, 
irgendwie bestimmten wohlgeordneten Menge jemals iiber Mengen gewisser 
Miachtigkeit hinauskommen. Bisher ist es nur gelungen, solche Mengen 
fiir die erste und zweite Miachtigkeit herzustellen.*) Ist es selbstver- 
stindlich, daB wir auch hierin immer weiter kommen? Wenn es bisher 
nicht gelungen ist, spezielle wohlgeordnete Mengen héherer Miachtigkeit 
zu bilden, so kann hier ebensowohl eine Liicke der Erkenntnis, wie eine 
logische Unmiglichkeit vorliegen. Was Herr Zermelo am SchluB seiner 
Note als ,logisches Prinzip“ bezeichnet, wiirde allerdings darauf hinaus- 
kommen, den zweiten Fall auszuschlieBen. Ich halte es jedoch fiir geboten, 
auch mit ihm zu rechnen. Sachlich wird dadurch an den fulgenden 
Schliissen nichts geindert; es folgt nur, daB der oben definierte Begriff 
der Gesamtheit der erzeugbaren wohlgeordneten Mengen méglicherweise 
noch eine EHinschrinkung erfahren kann. Jedenfalls gelangen wir so zu 
einer ebenfalls wohldefinierten Gesamtheit wohlgeordneter Mengen, die 





*) Eine Teilmenge des Kontinuums von der Michtigkeit 8, hat Herr Hardy an- 
gegeben, Quart. Journ. of Math. 1903, 8. 87. 
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mit der ersten iibereinstimmen, aber auch von ihr verschieden sein kann. 
Die dadurch bestimmte wohlgeordnete Menge sei Z. Ihrer Definition 
nach gibt sie uns die Grenze an, iiber die wir bei der wirklichen Herstellung 
einer wohlgeordneten Menge niemals hinauskommen; iiber jeden Abschnitt 
von Z kénnen wir dagegen hinauskommen. Ihre Machtigkeit mu8 natur- 
gemaB ganz offen bleiben. 

5. Nehmen wir zunichst einmal an, daB Z die zweite Zahlklasse ist, 
d. h. also, daB alle wohlgeordneten Mengen, die wir auf Grund irgend 
welcher Vorschriften bilden kénnen, niemals iiber die zweite Zahlklasse 
hinausfiihren, oder daB gar nur ihr und ihren Gesetzen der Charakter 
der Widerspruchslosigkeit zukommt. Wir werden dann iiber jede einzelne 
Ordnungszahl der zweiten Zahlklasse hinauskommen kénnen, werden sie 
aber niemals ganz erschépfen. Bei diesem Sachverhalt wiirde es daher 
einen Widerspruch bedeuten, wollte man annehmen, bei der Herstellung 
einer gewissen wohlgeordneten Menge kiime man doch iiber sie hinaus. 
Mit andern Worten, in diesem Fall stellt die Menge (Z, m) einen im sich 
widerspruchsvollen Begriff dar, wie dies von dem Begriff einer krummen 
geraden Linie gilt. 

Nicht anders steht es, wenn man die Herstellung wohlgeordneter 
Mengen bis zu héheren Miachtigkeiten als méglich zu betrachten hat. 
Ist z. B. noch jedes 8, fiir endliches v als zuliissig zu betrachten, so 
wiirde damit offenbar auch noch &,, eine wohldefinierte Menge sein und 
die Menge Z darstellen. Ist dann LZ irgend eine wohlgeordnete Menge, 
so wiirde die Menge (L, m), falls Z mit &,, identisch ist, ebenfalls einen 
widerspruchsvollen Begriff darstellen. Alles dies bleibt in Kraft, wie weit 
sich auch die Herstellung wohlgeordneter Mengen als méglich erweisen 
sollte; die Schliisse sind von der Michtigkeit der Menge Z ganz unab- 
haingig. Formal kommt iibrigens der Widerspruch dadurch zum Ausdruck, 
daB man einerseits voraussetzt, jede erzeugbare wohlgeordnete Menge sei 
mit Z oder einem Abschnitt von Z ahnlich, und dab andererseits (Z, m) 
eine Menge bilden wiirde, fiir die dies nicht der Fall ist. 

6. Auf vorstehender Grundlage kann man die Priifung des fraglichen 
Satzes nur in der Weise vornehmen, da8 man die gegebene Menge M mit 
irgend einer als herstellbar vorausgesetzten wohlgeordneten Menge ver- 
gleicht, wie z. B. das Kontinuum mit der Menge s,. Dies kénnte, im 
Anschlu8 an die Zermelosche SchluBweise, folgendermafen geschehen. Man 
bilde aus den Elementen von M in der dort angegebenen Weise eine 
wohlgeordnete Menge L; ihre Elemente bezeichne ich durch 


M,, Mg, Ms,---, mM m 
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die beziigliche Vergleichsmenge. Es entspricht dann sicher jedem Element 
m, von L ein Element « von W, wohingegen das Umgekehrte der Unter- 
suchung bedarf. Um sie durchzufiihren, betrachte ich das Verhiltnis der 
Mengen M, W und L zueinander. Hier sind — aus logischen Griinden — 
an sich folgende vier Fille méglich: 

1) Nicht jedem e@ entspricht ein m,, und jedes Element von M ist 
ein m,. 

2). Nicht jedem « entspricht ein m,, und nicht jedes Element von M 
ist ein m,. 

3) Jedem « entspricht ein m,, und jedes Element von M ist 
ein ™,,. 

4) Jedem @ entspricht ein m,, und nicht jedes Element von M ist 
ein m,. 

Es fragt sich nun zunichst, ob einer dieser formal méglichen Fille 
auf Grund der Definitionen der Mengen W, L, M auf einen Widerspruch 
fihrt. Fiir den zweiten Fall trifft es in der Tat immer zu. Alsdann 
existiert nimlich — gemiif der Theorie der wohlgeordneten Mengen — 
notwendig eine erste Zahl 6, der kein Element von M entspricht. Dann 
enthalt die Menge M— LZ noch Elemente von M; man kann daher eines 
von ihnen auswihlen und es der Zahl #6 als Element m, zuweisen. Die 
Menge (L, m,) ist in diesem Fall ein widerspruchsfreier Begriff, und die 
Zermelosche SchluBweise bleibt anwendbar. 

Dies gilt fiir den vierten Fall in der gleichen Weise, vorausgesetzt, 
daB die Menge W nicht mit der oben definierten Menge Z identisch ist. 
Wenn aber W mit Z identisch ist, so mu8 man auch den vierten Fall 
als zulissig betrachten. Alsdann versagt namlich die Zermelosche Schlub- 
weise. Denn wenn Z mit Z ihnlich ist, so ist, wie ich oben ausfiihrte, die 
Menge (L, m) ein widerspruchsvoller Begriff, und einem Beweis, der mit 
ihm operiert, kommt eine Beweiskraft nicht zu. 

7. In einem Falle wiirden die vorstehenden Ausfiihrungen allerdings 
versagen, nimlich dann, wenn man von vornherein annimmt, die Her- 
stellung wohlgeordneter Mengen lasse sich so ausfiihren, daB man zu 
wohlgeordneten Mengen jeder beliebigen Miichtigkeit gelangt. Nur bei dieser 
Annahme wiirde auch im Fall 4) die Menge (L, m) stets ein widerspruchs- 
freier Begriff sein, und die Zermelosche SchluBweise in Kraft bleiben. In 
diesem Falle wiirde aber der fragliche Satz durch ein Postulat als richtig 
angenommen werden, und bediirfte iiberhaupt keines Beweises. 

8. Das Resultat des Vorstehenden kann ich nur dahin aussprechen, 
daB die Geltung des fraglichen Satzes zweifelhaft bleibt, wenigstens wenn 
man seinen Inhalt so versteht, wie es im vorstehenden geschehen ist. 
Nach wie vor muf die Frage, ob alle definierbaren Erzeugungsmethoden 
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ausreichen, um Mengen jeder Miichtigkeit zu erschépfen, als eine offene 
bezeichnet werden. Will man den Satz aber unabhingig von allen An- 
nahmen iiber Erzeugungsprinzipien priifen, so wird dies kaum anders 
geschehen kénnen, als auf die in § 1 genannte Weise.*) 

Meines Erachtens sollte man mit Annahmen, die zu widerspruchs- 
vollen Begriffen oder Resultaten fiihren, auch in der Mengentheorie ebenso 
verfahren, wie man es sonst zu tun pflegt. Andererseits diirfte jedes 
neue Resultat, das sich iiber die Alefs erzielen lift, uns dem Ziele niher 
bringen, zu entscheiden, wie weit hier die Harmonie der Resultate und 
Definitionen reicht.**) 


*) Am Schlusse seiner Note spricht sich Herr Zermelo dahin aus, dab gemiiB 
seinem Beweis ,,jede Menge, fiir welche die Gesamtheit der Teilmengen usw. einen 
Sinn hat, als eine wohlgeordnete betrachtet werden diirfe“. Naturgem’i8 fragt man 
sofort wieder, fiir welche Mengen denn die Gesamtheit der Teilmengen usw. einen 
Sinn haben soll, und da fiir eine Menge in dieser Hinsicht kaum etwas anderes in 
Betracht kommen kann als ihre Machtigkeit, so bleibt auch hier offen, ob das benutzte 
Verfahren auf Mengen jeder Michtigkeit anwendbar ist — ganz in Ubereinstimmung 
mit dem, was oben und in § 4 ausgefiihrt wurde. 

*) Man vgl. z. B. die kiirzlich erschienene Note des Herrn Hausdorff, in der 
gezeigt wird, da8 man den Beweis der von Herrn Bernstein in seiner Dissertation 
gegebenen Formel nicht von » auf w und dariiber hinaus ausdehnen kann. (Jahresber. 
d. Deutsch. Math. Ver. Bd. 13, S. 569.) 
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Uber die Reihe der transfiniten Ordnungszahlen. 
Von 


Fevix Bernstein in Halle a./S. 


Die transfiniten Ordnungszahlen sind nach G. Cantor als die Ord- 
nungstypen der wohlgeordneten Mengen definiert. Sie bilden eine auf- 
steigende Reihe 


1,2,-+-+v,-+-@oa+1,@+2,---@+,---@-2,@-2+41,- - ay, 
ie! ahs.) Re ae 


Jede Ordnungszahl dieser Reihe ist zugleich der Ordnungstypus der wohl- 
geordneten Menge der vorangehenden Zahlen. 

Diese Reihe (1) ist offenbar selbst wohlgeordnet und wird als wohl- 
geordnete Menge mit W bezeichnet. 

Diese Menge W soll nach der Ansicht der Herren Burali-Forti 
(Una questione sui numeri transfiniti. Rend. del circolo mat. di Palermo 
XI, 1897) und Ph. Jourdain: On the Transfinite Cardinal Numbers of 
well-ordered Aggregates (Philos. Magaz. Vol. VII, 6. ser., 1904 p. 61—75) 
zu einem Widerspruch fiihren. Dieser Widerspruch wurde bereits 1895 
von G. Cantor gefunden und 1896 an D. Hilbert, 1899 an R. Dedekind 
brieflich mitgeteilt. (cf. Jourdain Le. p. 70, Anm.) Jourdain und 
G. Cantor griinden auf diesen Widerspruch den Beweis, daB jede Menge 
wohlgeordnet werden kinne. Seitdem ist dieser Widerspruch auf mehreren 
Naturforscherversammlungen ohne endgiiltiges Ergebnis vielfach diskutiert 
worden. 

Burali-Forti stellt denselben in der folgenden Form dar. Da die 
Reihe (1) wohlgeordnet ist, so gehért zu ihr ein bestimmter Ordnungs- 
typus, welcher die Ordnungszahl # definiert. Diese Zahl 6 muB die grdfte 
Ordnungszahl sein. Es gibt jedoch keine gréBte Ordnungszahl, denn der 
Typus der wohlgeordneten Menge (1,---, 8) ist 6+ 1 und es ist 


B+1>8. 


Um diesen Widerspruch aufzulésen, haben die verschiedenen Autoren zu 


(1) 


++ @7, +++ @,-+- @”, +++ @” 
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verschiedenen Mitteln gegriffen. Burali-Forti schlieBt, daB G. Cantors 
Theorem, daB fiir zwei Ordnungszahlen «, und a, stets entweder «a, < ag, 
a, =«, oder a, >a, sei, nicht allgemein gelte. Ph. Jourdain beweist 
(1. c. p. 65—66), daB W eine wohlgeordnete Menge ist, meint aber, sie 
besitze keinen Ordnungstypus (und keine Kardinalzahl). 

Er bezeichnet sie als inkonsistent und definiert als inkonsistente Menge 
eine solche, welche nicht ohne Widerspruch als ein Ding gedacht werden 
kann. Genau so ist G. Cantor vorher in den zitierten Briefen verfahren. 
Es ziehen beide Autoren den Schlu8, daB es unméglich sei, daB eine 
wohldefinierte Menge, z. B. das Kontinuum, die Menge W als Teilmenge 
enthalte. 

Wenn man diesen letzteren Schlu8 als berechtigt ansieht, so kann 
man folgern, daB das Kontinuum ein bestimmtes Aleph ist. 

Indessen laBt sich der Widerspruch auf eine viel einfachere Weise 
beheben und dies soll im folgenden geschehen. 

Wir wollen zunichst die Menge W unabhingig von der Erzeugung 
der Reihe (1) definieren. Die einzelnen Ordnungszahlen der Reihe (1) 
sind durch zwei Eigenschaften charakterisiert: 

1) sie sind die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen; 

2) ist « eine von ihnen, so gibt es stets eine nichst gréBere « + 1. 
Sie sind also zugleich Ordnungstypen der Abschnitte wohlgeordneter Mengen. 

Die Eigenschaft 2) umfaBt die Eigenschaft 1) und wir kénnen dem- 
entsprechend die Menge W folgendermafen definieren: 

Die Menge W ist die Menge aller Ordnungstypen der Abschnitte 
wohlgeordneter Mengen. 

Die Menge W ist nun selbst eine wohlgeordnete Menge, wenn man 
die Elemente derselben nach der GréBe geordnet denkt. Der Ordnungs- 
typus von W geniigt der Bedingung 1), aber nicht der Bedingung 2). Es 
gilt namlich der Satz: 

Die Menge W selbst ist nicht Abschnitt einer wollgeordneten Menge. 

In der Tat, wire die Menge W Abschnitt einer wohlgeordneten Menge F, 
so wiirde der Ordnungstypus 6 von W der Bedingung 2) geniigen. Es 
wiirde also 6 ein Element von W selbst sein. Der durch # in W be- 
stimmte Abschnitt W’ von W wiirde den Ordnungstypus # besitzen, also 
wire W’ ahnlich W. Nun ist aber der Abschnitt einer wohlgeordneten 
Menge niemals der ganzen Menge fhnlich, also kann W nicht Abschnitt 
von F' sein. 

Aus dem bewiesenen Satze miissen wir folgern: 

Es gibt kein Element e, welches auf alle Elemente von W zugleich folgt. 

In der Tat wiirde aus der Annahme eines solchen Elementes folgen, 
daB die Menge W ein Abschnitt der Menge (W, e) ist, was unméglich ist. 
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Das scheinbar Paradoxe dieses Resultats liegt darin, daB man zuniichst 
glaubt, man kémne. willkiirlich vorschreiben, daB ein Element e auf alle 
Elemente von W folgt. Es lat sich zwar festsetzen, dab e auf ein be- 
liebiges Element f von W folgen soll; ebenso lift sich weiter festsetzen, 
dab e auf ein zweites Element von W folgen soll. Das gleiche libt 
sich festsetzen fiir die Elemente eines Abschnitts von W. Dagegen lift 
es sich nicht fiir alle Elemente von W zugleich vorschreiben. Eine jede 
Beziehung, welche fiir alle Elemente einer Menge gelten soll, mu8 mit 
der Definition dieser Menge in Einklang stehen, falls sie widerspruchslos 
sein soll. 

In der obigen Darstellung von Burali-Forti ist es also die Menge 
(1,-+-+, 8), deren Definition’ einen innern Widerspruch enthiilt. Dagegen 
ist nicht zuzugeben, daB die Menge W irgendwie widerspruchsvoll de- 
finiert sei. 

In diesem Punkte scheint mir daher die Argumentation von Ph. Jourdain 
nicht einwandfrei zu sein. 

Wenn man auf einen Widerspruch stibt, ist es nétig, auf die letzte 
Annahme zuriickzugehen. Diese letzte Annahme ist aber die Existenz 
der Menge (1,---, 8), die wir formal mit (W, 8) bezeichnen wollen. Das 
Zusammenbestehen der Elemente von JW und # in einer wohlgeordneten 
Menge (W, 8) wird durch den Widerspruch in der Definition von (W, p) 
ausgeschlossen. Man .kann sich von diesem Widerspruch auch direkt 
iiberzeugen. 

Jeder Typus einer wohlgeordneten Menge, welche ein Abschnitt einer 
wohlgeordneten Menge sein kann, ist in W enthalten. Kine wohlgeord- 
nete Menge, welche nicht Abschnitt einer wohlgeordneten Menge sein 
kann, ist tihnlich W und besitzt den Typus 6. Denn sie stimmt mit W in 
den Typen siimtlicher Abschnitte tiberein. Also ist jede wohlgeordnete 
Menge entweder von einem in W enthaltenen Typus oder vom Typus £. 

Die Menge (W, 8) ist daher zu definieren als die Menge der Typen 
aller wohlgeordneten Mengen, die nach der GréBe geordnet zu denken 
sind. Hier ist nun der Widerspruch unmittelbar. Denn ist y der Typus 
der Menge (W, 8), so muB y in (W, 8) vorkommen. Der zu y gehérige 
Abschnitt ist also vom Typus y und somit ahnlich der ganzen Menge, 
was einen Widerspruch darstellt. 

Es sei ausdriicklich bemerkt, daB der Widerspruch nur daraus ent- 
steht, daB 6 als auf alle Elemente von W folgend angenommen wird. 
Wenn nur die Vereinigungsmenge ( W; e) gebildet wird, ohne daB zwischen e 
und den Elementen von W eine Ordnungsbeziehung festgesetzt wird, so 
fiihrt das zu keinem Widerspruch. Wir ziehen hieraus den wichtigen 


SchluB: 
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Die Menge W kann Teilmenge einer Menge M=(W, Z) sein, doch 
kann keine Ordnungsbeziehung zwischen den Elementen von Z und denen 
von W stattfinden, derart, daB ein Element von Z auf alle Elemente von 
W folgt. 

Um die gemachten Ausfiihrungen ganz scharf zu fassen, ist es ndtig, 
sich dariiber zu einigen, was man unter der Evistenz eines mathematisch 
definierten Gebildes, insbesondere einer Menge, zu verstehen hat. Es scheint 
auszureichen, daB man verlangt, es solle ein in sich widerspruchsfreier 
Bereich von Operationen méglich sein, welche fiir das betreffende Gebilde 
bestimmt sind. Die Gesamtheit der méglichen Operationen definiert ihrer- 
seits das mathematische Objekt vollkommen eindeutig. 

Wenn wir eine Menge, wie die Menge W, genetisch, wie dies hier 
geschehen, definieren, so ist dieselbe als mathematisches Objekt vdéllig 
bestimmt, sobald ein in sich geschlossener Kreis von widerspruchsfreien 
Operationen angegeben werden kann, welche mit dieser Menge vorgenom- 
men werden kénnen. 

Hieraus geht hervor, daB die Frage der Existenz oder Nichtexistenz 
der Menge W ersetzt werden mu durch die Frage nach den Operationen, 
welche mit der Menge W vorgenommen werden kénnen. 

Wir wollen daher im folgenden die positiven Eigenschaften der 
Menge W entwickeln, welche analog den Kigenschaften der iibrigen wohl- 
geordneten Menge sind. Diese Eigenschaften sind, wie ich noch bemerken 
méchte, logisch aquivalent den Eigenschaften, welche jeder Ordnungszahl 
zukommen, und sie definieren die Gesetze der Menge W genau ebenso, 
wie die Eigenschaften, die jeder ganzen Zahl zukommen, die Gesetze der 
abzihlbar unendlichen Menge definieren. 

Da es auf jede Ordnungszahl] eine folgende gibt, so besitzt die 
Menge W eine Abbildung g im sich, bei der jede Ordnungszahl einer 
folgenden entspricht. Es existieren ferner die Abbildungen g’, g’°,-- -. 

Die Abbildung ist ein Typus der dhnlichen Abbildung und wir 
kénnen auch hier die Gruppe der ahnlichen Abbildungen betrachten. 

Der Gruppe der ahnlichen Abbildung entspricht der Begriff des Ord- 
nungstypus 6 der Menge W. Ks ist, wie die Betrachtung der Abbildung 


@ lehrt, 1+p=8, 
wogegen ein Typus 8 + 1 nicht definiert ist. 

Der Gruppe der umkehrbar eindeutigen Abbildungen entspricht der 
Begriff der Kardinalzahl W, welche bei allen diesen Abbildungen invariant 
bleibt. Hier kénnen wir als Kardinalzahl der Vereinigungsmenge ( W; ¢) 
schreiben W+ 1 oder 1+ W. Es ist ferner 


W + w= Ww; 
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denn sind Z und M zwei Mengen vom Typus W, so kénnen wir in der 
Vereinigungsmenge (L, M) eine Ordnung festsetzen, so daB wieder eine 
Menge vom Typus W entsteht. Sind nimlich 7 und m zwei Elemente 
von L und M, welche den Ordnungszahlen 4 und yu entsprechen, so soll / 
friiher als m heiBen, wenn 4 < uw ist, und / spiiter als m, wenn 4 > w ist. 
Auf diese Weise ist die Vereinigungsmenge wieder wohl geordnet und 
offenbar vom Typus W. 

Man beweist ferner den Satz: 

Es ist én 

W* =W. 

In der Tat, sind 2, w; 4,, u, irgend welche Ordnungszahlen, so treffen 

wir fiir die Paare (A, w) und (A,, w,) folgende Ordnungsbeziehung, es soll 


(A, w) < (Ay, 4) 


sein, wenn 
A+ MUA t+ my 
ist, und es soll 
‘ (A, #) > (Ay, #1) 
sein, wenn 
A + u > A + Uy 


ist. 
Dagegen soll fiir 4+ u—4A,+ 4, die Festsetzung 


(A, w) <(Ay, ty) 
gelten, sobald 


A<d, 
ist, und 
(A, u) > (A, Hy), 
wenn 
A>A, 
ist. 


Hierdurch ist die Menge der Paare (A, uw) wohlgeordnet und es ist 
diese Menge wieder vom Typus W, womit die Behauptung bewiesen ist. 
Ks ist insbesondere fiir jeden Abschnitt leicht méglich, die Paare (A, w) 
den Ordnungszahlen eines Abschnitts der Menge W mittels eines ein- 
fachen Gesetzes zuzuordnen. 

Aus diesen Untersuchungen, die sich leicht noch vermehren lieBen, 
erkennt man, wie gewisse Eigenschaften, die gleichmiBig allen Ordnungs- 
zahlen zukommen, als Eigenschaften der Menge W dargestellt werden 
kénnen. 

Wir wenden uns nun zu prinzipiellen Fragen. Wir kénnen die 
Machtigkeit W der Menge W als gréBer bezeichnen, als die Miichtigkeit 


&, irgend eines Abschnittes von W. Es ist nimlich W nicht gleich x,, 
denn es gibt stets einen Abschnitt von W von der Michtigkeit &, ,,>8,. Da 
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nun ¥,,, nicht gréBer als W ist, so ist W+ s, fiir jedes a. Andrerseits, 
falls m >, fiir jedes @ ist, so beweist man mittels eines Verfahrens, 
das im folgenden noch besprochen wird, dab m>W ist. Gibt es nun 
Mengen, welche von héherer Miichtigkeit sind als W? 

In der Tat eine solche ist die Menge Z der Teilmengen von W. 

Es kann nimlich der bekannte Beweis, dab die Menge der Teil- 
mengen von héherer Miichtigkeit ist als die urspriingliche Menge, unver- 
iindert auch im vorliegenden Falle benutzt werden. Es sei iibrigens 
bemerkt, daB die Menge der Teilmengen von W in analoger Weise, wie 
die Menge 2%, wo & ein beliebiges Aleph bedeutet, als einfach geordnete 
Menge aufgefaBt werden kann. Es gilt von zwei solchen Teilmengen 
diejenige als die niederere, in der die erste abweichend lautende Ordnungs- 
zah] kleiner ist als die entsprechende Ordnungszahl in der anderen. 

Die Menge Z der Teilmengen von W bildet das einfachste Beispiel von 
Mengen, welche sich nicht wohlordnen lassen. Denn es ist ja Z weder W 
noch einem Abschnitt von W iiquivalent. 

Wir fragen nun, ob eine der bekannten Mengen, etwa das Kontinuum, 
einer der hier behandelten Mengen iiquivalent ist. Obgleich es noch 
immer als das wahrscheinlichste gelten muB, daB 2%» = ¢ =x, ist, so ist 
es doch bisher nicht einmal gelungen, zu beweisen, daB 2%°>2™: ist. Es 
ist daher nicht einmal ausgeschlossen, daB iiberhaupt allgemein 


. 2% ba 9x 


ist, wo §& ein beliebiges Aleph bedeutet. In diesem Fall wiirde 2% alle 
Aleph als Teilmengen enthalten, und man kénnte dann auf Grund des 
iiber W Gesagten schlieBen, daB ¢> W ist. Vielleicht ist sogar ¢ = Z, 
und in diesem Falle wiirde das Kontinuum keiner wohlgeordneten Menge 
aiquivalent sein, eine Méglichkeit, auf die bereits Schinflies hingewiesen hat. 

Wenden wir uns nun zur Betrachtung der Beweise, dab eine jede 
Menge, z. B. das Kontinuum, wohlgeordnet werden kénne. Der schon er- 
wiahnte sehr eingehende Beweis des Herrn Jourdain besteht aus zwei 
Teilen. Erstens wird gezeigt, daB eine Kardinalzahl m, welche gréfer 
ist als 8,, notwendig gréBer oder gleich ist &,,,. Dies ist von Hardy 
(A Theorem concerning the Infinite Cardinal Numbers, Quart. Journ. of 
Math. 1903, pp. 87—94) ausfiihrlich gezeigt. Ferner wird erschlossen, 
daB eine Kardinalzahl, welche gréBer ist als alle Aleph, notwendig gréBer 
oder gleich W ist. Hieraus folgt dann, daB jede Teilmenge m von W 
entweder aihnlich W oder ihnlich einem Abschnitte von W ist. Es ist 
also eine beliebige Kardinalzahl entweder gleich 8, oder griéBer oder 
gleich W. Der zweite Teil des Beweises beruht auf der Annahme der 
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Inkonsistenz von W, wodurch die letztere Méglichkeit fiir konsistente 
Mengen z. B. das Kontinuum ausgeschlossen wird. Dieser Teil des Be- 
weises erscheint mir nicht einwandfrei. 

Neuerdings hat E. Zermelo in einer Note: Beweis, daB jede Menge 
in wohlgeordnete Form gebracht werden kann (Aus einem an D. Hilbert 
gerichteten Briefe) (Math. Ann. Bd. 59), an deren Inhalt zugleich Erhard 
Schmidt beteiligt ist, in sehr durchsichtiger und schéner Form wesentlich 
den ersten Teil des Beweises dargetan. 

Dabei macht der Verfasser Gebrauch von der Annahme, daB es in 
der Menge der Teilmengen einer beliebigen Menge M stets eine Zuord- 
nung zwischen einer Teilmenge S und einem ihrer Elemente s gebe. 

Diese Hypothese ist entbehrlich, wenn man den Begriff der vielwertigen 
Aquivalenz, wie er in der Note: Bemerkung zur Mengenlehre (Gitt. 
Nachr. Math.-Phys. Klasse. 1904. Heft 6) von mir aufgestellt worden 
ist, benutzt. Es ergibt sich dann der Satz, daB jede Menge entweder 
vielwertig iiquivalent ist einem Abschnitt von W, oder aber daB sie 
Teilmengen enthilt, welche vielwertig ‘iquivalent beliebigen Abschnitten 
der Menge W sind. Die Multiplizitét der Abbildung ist immer eine be- 
stimmt angebbare. 

Dagegen ist erstens die Méglichkeit, daB bei einer bestimmten Menge, 
z. B. dem Kontinuum, die Menge L, der y-Elemente ihnlich W sein kénne, 
nicht widerlegt (1. c. 7)). Der SchluB in 7V), es sei M = L,, ferner ist 
nur zulissig, wenn L, + W ist, da die geordnete Menge (L,, m,’) nur fiir 
L,+ W existiert. Die Méglichkeit der Wohlordnung des Kontinuum 
scheint mir daher nicht bewiesen. 

Ks ist vielleicht niitzlich, das Ergebnis der Betrachtung der Menge W 
unter EKinfiihrung einer anschaulichen Bezeichnung noch einmal zu priizi- 
sieren. Wir wollen jede wohlgeordnete Menge, welche Abschnitt einer 
wohlgeordneten Menge sein kann, als fortsetzbare wohlgeordnete Menge 
bezeichnen. Wir kénnen dann sagen: 

Die Typen aller fortsetzbaren wohlgeordneten Mengen bilden die cinzige 
nicht fortsetebare wohlgeordnete Menge W. 

Die nicht fortsetzbare wohlgeordnete Menge W kann als Teilmenge 
einer andern Menge auftreten, sobald eine Fortsetzung der Menge W in den 
Rest der Menge ausgeschlossen wird. 

Die Menge der Teilmengen von W bildet das einfachste Beispiel ciner 
Menge, welche nicht wohlgeordnet werden kann. 
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Quelques remarques sur les principes de la théorie des ensembles. 
Par 


Emits Borex 2’ Paris. 


Sur la demande qu’a bien voulu m’adresser la Rédaction de ce Journal, 
je vais résumer briévement quelques réflexions qui m’ont été suggérées 
par Vintéressante Note de M. Zermelo*). 

L’un des problémes les plus importants qu’on puisse se poser relative- 
ment & un ensemble quelconque © est le suivant: 

A. — Mettre M sous la forme dun ensemble bien ordonné. 

Le résultat remarquable obtenu par M. Zermelo peut s’énoncer ainsi: 
pour savoir résoudre le probleme A, il suffit de savoir résoudre le 
probleme B qui suit: 

B. Etant donné un sous-ensemble quelconque M’ de M, choisir 
dans M’ dune maniére déterminée (mais d’ailleurs arbitraire) un élément 
m’, auquel on donnera le nom d’clément distingué de M’'; ce choix devra 
étre fait pour tous les sous-ensembles M’ de M. 

Il est évident que toute solution du probléme A fournit une solution 
particuliére du probleme B; mais la réciproque n’était pas évidente et 
eest & M. Zermelo que nous devons de savoir que: les problémes A et B 
sont équivalents. 

Mais ce résultat, quel que soit son intérét, ne saurait étre considéré 
comme fournissant une solution générale du probleme A. En effet, pour 
que le probleme B puisse étre regardé comme résolu relativement 4 un 
ensemble donné M, il faudrait donner un moyen au moins théorique de 
déterminer |’élément distingué m’ d’un sous-ensemble quelconque MM’; 
et ce probléme parait des plus ardus, si l’on suppose, pour fixer les idées, 
que M coincide avec le continu. 

On ne peut, en effet, regarder comme valable le raisonnement suivant, 
auquel fait allusion M. Zermelo: «il est possible, dans un ensemble parti- 
culier M’, de choisir ad libitum Vélément distingué m’; ce choix pouvant 


*) Math. Annalen t. 59 (1904), 514-516. 
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étre fait pour chacun des ensembles M’, peut étre fait pour l'ensemble 
de ces ensembles». 

Un tel raisonnement ne me parait pas mieux fondé que le suivant: 
«Pour bien ordonner un ensemble M, il suffit d’y choisir arbitrairement 
un élément auquel on attribuera le rang 1, puis un autre auquel on 
attribuera le rang 2, et ainsi de suite transfiniment, c'est 4 dire jusqu’a 
ce qu’on ait épuisé tous les éléments de MW par la suite des nombres 
transfinis». Or, aucun mathématicien ne regardera comme valable ce 
dernier raisonnement. Il me semble que les objections que l’on peut y 
opposer valent contre tout raisonnement od l’on suppose un choix arbitraire 
fait une infinité non dénombrable de fois; de tels raisonnements sont en 
dehors du domaine des mathématiques.*) 


Paris, le 1. décembre 1904. 


*) On me permettra de citer quelques lignes d’une lettre de M. Baire (de Mont- 
pellier), qui me paraissent résumer avec beaucoup de netteté une opinion que je 
crois trés juste et qui est sans doute tres répandue: «Personnellement, je doute 
qu'une commune mesure puisse jamais se trouver entre le continu, ou ce qui, dans 
lespéce, revient au méme, l'ensemble de toutes les suites d’entiers positifs, et les 
ensembles bien ordonnés; il y ala, pour moi, deux choses, dont chacune n'est définie que 
virtuellement, et il y a des chances pour que ces deux virtualités soient irréductibles ». 


13* 
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Uber die Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen. 
Von 


Georg Faser in Wiirzburg. 


Die Methoden, die bisher zur Abzihlung der rationalen Zahlen an- 
gegeben wurden, verfolgen, soweit mir bekannt, lediglich den Zweck, die 
Moglichkeit der Abzihlung darzutun, versagen jedoch samt und sonders 
infolge der Notwendigkeit nicht zu bewiltigender Rechnungen, sobald 
es sich um die Aufgabe handelt, diejenige ganze Zahl wirklich anzugeben, 
die einem Bruche mit einigermaBen groBem Zahler oder Nenner zugeordnet 
ist oder sobald umgekehrt der einer vorgelegten gréBeren ganzen Zahl 
zugeordnete Bruch gesucht ist. Im folgenden will ich fiir die rationalen 
Zahlen zwischen Null und 1 eine Abzihlungsmethode (als Typus unend- 
lich vieler) angeben, welche die genannten Aufgaben mit geringerem 
Aufwand von Rechnung auszufiihren erlaubt; die so erhaltene gegenseitige 
Zuordnung der ganzen und der rationalen Zahlen zeigt dann auch die 
merkwiirdige Higenschaft, daB sie durch Formeln zur arithmetischen 
Evidenz gebracht werden kann. Es wird sich namlich eine mehrfach 
unendliche trigonometrische Reihe y= F(x) ergeben, die fiir jedes 
irrationale x divergiert und fiir irgend ein rationales x nach einem ganz- 
zahligen Grenzwerte y konvergiert; umgekehrt wird sich durch’ Auflésung 
dieser Formel eine andre ahnlich gebaute = @(y) ergeben, die fiir irgend 
ein ganzzahliges y nach einem positiven rationalen Grenzwerte x(< 1) 
konvergiert. 

Die echten Briiche mit endlicher Dezimalbruchentwickelung lassen sich 
am einfachsten in der Weise abzihlen, da8 dem Bruche 


oe. Fe 9: 

r= tio tet iy} =OSaS9; a,>0), 
der als Dezimalbruch geschrieben 0, a,a,--- a, lautet, die gande Zahl 
a, 10"-' + a,_,10"-? 4+ -- +a,10+4 a, oder in dezimaler Schreibart 
a,d,_,°**4,a@, zugeordnet wird, und umgekehrt. 
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Zu einer analogen Abzihlung sdmtlicher echten Briiche gelangt man 
unter Zugrundelegung einer die systematischen Briiche verallgemeinernden 
Reihendarstellung, in welcher die rationalen Zahlen durch endliche Ent- 
wickelungen charakterisiert sind; derartige Darstellungen sind zuerst von 
Herrn G. Cantor betrachtet worden.*) 


Man denke sich die Strecke 01 in e, gleiche Teile je von der GréBe 

geteilt; jede Zahl x, die, wo nicht anders bemerkt, positiv und < 1 

gedacht werde, liegt dann in einem der so entstehenden Intervalle, es 
ist also 


(1) t= 


Su 


’ 
e @, 


wo 0< a, <e, und x, <1 ist. Ebenso kann z, in der Form 
(2) a—-2+4 (0 <a, <6; a <1) 
es es = 


dargestellt werden, wo e, wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die 
von e, verschieden sein darf. Setzt man diesen Wert von 2, in (1) ein, 
so findet man 

‘ —_ a, , rs 
(3) b= e + e; ra | 


a) 
€,° es 


und so fortschlieBend die Reihe 


> a; x 
(4) t= i — 4 n . 
€, Og C; €, Cys Cy 


und schlieBlich, da 


lim ". & lim = () 
Rae “i 2 n—n=@ “1 2 ¢, 
ist: 
n 
My a; -. ‘ 
e C= i - _ 0 < da: é:). 
(5) » Panes (0<a,<¢) 


Ergibt sich fiir 2 die endliche Entwickelung 


n 
” a; 
(6) r= i ————, 
€, + lye; 
1 


*) Z. f. Math. 14 (1869) p. 124. Die Begriindung des Herrn Cantor, der iibrigens 
nur wnendliche den unendlichen Dezimalbriichen mit der Periode 9 entsprechende 
Entwickelungen betrachtet, ist eine andre als die hier gegebene; insbesondre gibt 
Herr Cantor fiir die Koeffizienten a, (in (5)) nur Ungleichungen, welche die rekurrente 
Berechnung der a, ermdglichen, wahrend im Text independente Formeln (vgl. (22) u. 
26)) aufgestellt werden. 
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so laBt sich an deren Stelle auch die unendliche 


n—1 rs) 
i: = ~N a; a, me .’ e; — 
(7) s ee te t 

1 


; 1 
*€y °° ey 7 i: i 


r+ 


schreiben vermége der Identitiit 


(8) 1 _ eC, +1 2 + = a — e, +1 1 Cn +2 \ 
€, °°, Cy Cys Cn ay 2 ihe Res | ahs hares | Cy Cg Chie 
+ 1 
Cy °Cg°* Cn ag 


2) 


= be i 1 . 
Mme Cy ly G; 
n+1 
Abgesehen von der soeben erwahnten Méglichkeit einer doppelten 
Entwickelung lift sich jede Zahl x zwischen Null und 1 nur auf eine 
Weise durch eine Reihe der Form (5) darstellen; angenommen niamlich 


es bestehen gleichzeitig die Beziehungen 


@ 

. ! a; P 

(5) r= pee eer (0<a,<e,) 
1 

und 


7 . . he 

(9) t= > “ (0<a/<e) 

; Cy, Cy 6; Ks ; 
0 


und es sei a,=a; fiir i<n, dagegen a, >a,, dann folgt durch Sub- 
traktion der Gleichungen (9) und (5): 


be ’ 

. a; —a 
(10) QO= = @ ‘ 
2 C+ Cy e; 

n 
und 

’ e , 
(11) a, — a, < y a; —a; 
aide te e €,--- 6," 
n+1 

umsomehr 

= ‘ 

1 RY e@— 

(12) a 


(weil sowohl a, als a; < @, ist). 

In (12) kann das Gleichheitszeichen nur dann zu stande kommen, wenn 
(13) a,—@,=1; a,/=e,—1; a,=0 ist fir i>n. 
Da andrerseits, wie die Identitiit (8) lehrt, in (12) stets das Gleichheits- 
zeichen gilt, so bestehen notwendig die Gleichungen (13) und man befindet 
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sich in dem oben erwihnten durch die Gleichungen (6) und (7) charakte- 
risierten Ausnahmefall. 

Im folgenden soll, sobald fiir z eine endliche Entwickelung méglich 
ist, die ebenfalls mégliche wnendliche Entwickelung und somit jede Zwei- 
wertigkeit der Koeffizienten a; ausgeschlossen werden. 

Durch besondre Wahl der e,; laBt sich leicht erreicben, daB jede 
rationale Zahl eine endliche Entwickelung zuléBt; die notwendige und 
hinreichende Bedingung hiefiir ist, daB, wenn q irgend eine ganze Zahl 
ist, das Produkt e, e---e, von einem bestimmten Index » ab durch q 
teilbar wird. 

Die Bedingung ist notwendig; denn damit der als irreduzibel voraus- 
gesetzte Bruch die endliche Entwickelung 


m 


Pp J a; G, « &y Cy - Cu + Gy €, °° en + ats + a, _ 1 em + a, 
q Bix C, by Cy 
zulaBt, muB qg ein Teiler von e, & ---@,, sein. 
Die Bedingung ist aber auch hinreichend, denn ist 
by Oy Oy =", 
80 ist 
1 
a ericietonsty (wo l=p-r); 
J Gy Up 
nun sei 
' l=le,+a, (O<a,<e,— 1), 
dann ist 
eA Le rs = 
q @, 0, -e, 4 6, ° Gy °*° 6, 
ferner sei 
l, =, Cn-1 + 4, 1, (O<a,_ $4%-1—1), 
also 


p l, G,_1 a, ? 
4 — = dia wshecinebgacets = ionic : 
q rey ey ee er ey Me ee 


n 





durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man, vom letzten angefangen, 
simtliche Koeffizienten a,. 

Am einfachsten ist es ¢,= i+ 1 zu setzen; man hat demnach fiir 
jede rationale Zahl x zwischen 0 und 1 eine einzige Darstellung der Form*): 


Nz 


(14) t= a (O < a,< v). 


Andrerseits laBt sich jede ganze Zahl y auf eine Weise in der Form: 
(15) Y = By + Dye, + Dg Oy hy ee + Oy Oly Omid (0<b,<e¢,) 


*) Auch von Cyparissos Stéphanos angegeben: Bull. de la Soc. Math. de 
France 8 (1879) p. 81. 
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darstellen. Ist niimlich y eine beliebige gegebene ganze Zahl, so findet 


man die Koeffizienten b,,b,,--- successive durch die Bedingungen: 
y =bh+ ey, (O<b, <4), 
(16) Uy = db, + Ye (O<b <6), 
Yi= 4, + ey; (O<b; <4). 


Wegen der Endlichkeit von y muB y,, sobald i eine gewisse Zahl m 
erreicht, verschwinden; durch Einsetzen der Werte von ¥y,, 4, -- +) %n—1 
in die erste der Gleichungen (16) ergibt sich dann eine Reihe der Form 
(15) fiir y; eine zweite derartige Darstellung ist aber nicht méglich, da 
man umgekehrt, von der Summe auf der rechten Seite in (15) ausgehend, 
das Bestehen der die 6; eindeutig bestimmenden Gleichungen (16) als 
notwendig erkennt. 

Speziell werde wieder e, = i+ 1 gesetzt. 

Die Abzthlung der rationalen Zahlen wird nun in der Weise vor- 
genommen, daB die rationale Zahl 





(17) t= 3 +3 ware stm 

und die ganze Zahl 

(18) y=b,+5b,-2!4 b,-3!4---+),-m! 
emander zugeordnet werden, wenn 

(19 m=n und a, =), dg =b,,+--,a, =), 


ist. 

Die Zuordnung ist nach dem zuvor Bewiesenen eine umkehrbar 
eindeutige. 

Beispiele: Nach einer durch zweckmaBige Anordnung abzukiirzen- 
den Rechnung von einigen Minuten findet man als Nummer der ratio- 
nalen Zahl 


999 1 2 3 4 5 1 7 6 1 2 2 
= 900 ar ta ta ts tatatatoat m + iit + 9} 
+28 2 12 
F 43; + i4t + int 


die ganze Zahl 
y= 14 2-214 3-3! 4 4-4! 4 5-5! + 1-6! 4+ 7-7! 4+ 6-8! + 1-9! 4 2-10! 
+ 2-11! + 5-12! + 2-13! + 12-14! = 1 061 076 276 719; 
desgleichen ergibt sich die der ganzen Zahl 
y = 999000 = 3-5! + 1-6! 4+ 6-7! + 6-8! + 2-9! 
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zugeordnete rationale 


we Fo ee re 
"=e tat a tart ion 


== 
~~ 1814 400° 

Es handelt sich zum Schlusse noch darum, explizite Ausdriicke fiir 
die a, als Funktionen von x und fiir die b, als Funktionen von y auf- 
zustellen. 


Aus (17) folgt: 
(20) wl-a=a,-3-4--- m+ ay-4-5--- w+. 4 Q,_9't + 4,1 + R,; 
hier ist 


a a 


ne a ee = 
e pt ee 1)(u 4-3) + + GF G@+R) 1) 


y—l1 ; 
< ut > ae = | (8. (8)), 


u+i 





so daB also, wenn [v] die gréBte in v enthaltene ganze Zahl bedeutet, 


(21) [ula] = a,-3-4---w+ay-4-5- -wtee + @,_ 9° + G,_ 3 
wird; hieraus ergibt sich sofort: 
(22) a, (@) = ((ut+1)l a2] —(u+1) [e! 2], 


wo nun auf der linken Seite die Abhiingigkeit des Koeffizienten a, von 
der darzustellenden Zahl x auch fauBerlich angedeutet ist. 

Gleichung (22) gilt ihrer Ableitung nach ebenso gut fiir irrationale 
als fiir rationale 2; da die letzteren dadurch ausgezeichnet sind, daB die 
a, von einem gewissen Index ab bestiindig gleich Null werden, so ergibt 
sich hier nebenbei das iibrigens auch ohne weiteres einleuchtende, durch 
einfache Formulierung mehr als durch groBe Anwendharkeit ausgezeichnete 
Irrationalitatskriterium : 

93) ; a ) = 0 fiir rationale 2, 
= pay [stz]~ el(p—1)! 3] |> 0 fiir irrationale z. 

Um eine der Formel (22) entsprechende fiir b,(y) zu finden, gehe man 

aus von der Formel 


b : 
a5 — oo | a? b, +b, 4°(wt1) +-°: 
+ D+ (u+1) (a +2) +++ m; 


hier ist die Summe der (u—1) Briiche auf der rechten Seite héchstens 
gleich 
Lite 48-8. W—N@—H!_ yt 


ul! ul 


<1, 





so daB 
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(25) [EJ =b, + pst) +--+ + Og (wt 1) +2) ++ m 


ist, und daraus folgt unmittelbar: 


(26) 4, =[S]-@+0 [etn]: 


Fiir die hier mehrfach angewandte Funktion |v] hat man folgende 
Formel:*) 


x 2 
P sin — sin (2k—1)xv 
QT) [v=o t > at) ge et 
1 7 


mit deren Benutzung man findet 





© 2 
eo © Y sin 2kv+ijiane 8 | S} sin (2k—1) (91)! xe 
(28) a,(c)—— > ms #2 E34 
1 
2 
v A sin aa Xx 4 8 sae ( sin (2k—1) 9! wx] 
= > > ak—1{? 
1 / 
1 * sin 2ka - ¥ 8 IS; @ sin (2k—1)"4 F 
2) WO) == oa a as =| 
1 


y 2 
© gin 2k2 ———— sin (2k - | 


mh sean A a 4 ori +11 il 


1 








Diese Ausdriicke fiir a,(x) und b,(y) denke man sich in die folgen- 
den Reihen eingesetzt: 


D 


(30) y = F(a) = >a, (2) vi, 


1 


(31) x = (y) ->, a 


1 


Fiir rationales x ist die Reihe auf der rechten Seite von (30) eine 
endliche (da ja dann die a, schlieBlich verschwinden); ihr Wert ist die 
dem x durch die angegebene Abzahlung zugeordnete natiirliche Zahl y; 
fiir irrationales x divergiert die Reihe (30), da schon ihre einzelnen 
Glieder ins unendliche wachsen. 


*) S. Pringsheim, Math. Ann. 26 (1886) p. 195. 
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In gleicher Weise bricht die Reihe auf der rechten Seite von (31) 
fiir ganzzahliges y ab und konvergiert so nach derjenigen rationalen Zahl 2, 
deren Nummer y ist. Definiert man 6,(y) fiir nicht ganzzahlige y durch 
(26) oder durch die damit identische Reihe (29), so ersieht man leicht, 
daB b,(y) = b,([y]) wird; es erscheint also durch (31) die rationale Zahl 
x = (y) nicht nur einer bestimmten ganzen Zahl y, sondern dem ganzen 
Intervalle von y bis y + 1 zugeordnet. 


Traunstein, im April 1904. 
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The Finite, Discontinuous Primitive Groups of Collineations 
in Four Variables. 


By 


H. F. Buicureipr of Stanford University, California. 


A complete enumeration of the collineation-groups in four variables 
has not yet been published, although a number of important groups have 
been discovered and constructed by Jordan, Klein, Maschke and 
others*), and a general theorem concerning such groups has been given 
by Jordan**). 

In two papers published in the “Transactions of the American Mathe- 
matical Society”***), the writer has, after Maschke, divided these groups 
into two categories, transitive and intransitive, and the former again into 
primitive and imprimitive groups (definitions follow below). These papers 
contain some theorems concerning the primitive groups in » variables, by 
means of which a number may always be determined which is divisible by 
the orders of the different possible primitive groups of linear homogeneous 
substitutions of determinant 1 in » variables. The complete enumeration 
of the primitive groups of collineations in four variables may be based 
on these theorems and ordinary group-theory. This has been done by 
the author, who submits his results in the following paper. 


*) For a bibliography and brief résumé of the work done in this field consult 
Wiman: ,,Endliche Gruppen linearer Substitutionen“, Encyklopiidie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd.I, pp. 522—554. 

**) Journal fiir Mathematik, 84 (1878), p. 89. The Theorem is as follows: every 
linear homogeneous group (@) in » variables has an abelian self-conjugate subgroup 
(F) of order f, and the order of G is Af, where 4 is inferior to a fixed number 
which depends only upon ». 

***) “On the Order of Linear Homogeneous Groups”, First and Second Paper, 
Transactions of the American Math. Society, 4 (1903), pp. 387—397, and 5 (1904), 
pp. 310—325. These papers shall be referred to hereafter by “L-GI” and “L-GIT’, 
respectively. 
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Considering the four variables x, y, z, uw as homogeneous coordinates 
of space of three dimensions, the nature of the classification referred to 
may be seen as follows:*) 

An intransitive group leaves invariant, either each of two 
axial pencils of planes (as a+dAy=0, z+uu=0), or one 
plane (v=0) and a pencil of planes not including this 
(y+Az+uu=0).**) 

A transitive group has no such invariant configuration. 

The transitive groups are separated into 

imprimitive groups, the substitutions of which leave in- 
variant a system of two axial pencils of planes (#+Ay=0, 
2+mu=0), i. e. leave invariant each pencil or interchange 
them; — or leave invariant a system of four planes (x=0, 
y=0, z=0, u=0); 

primitive groups, having no such invariant configuration. 

We shall, furthermore, distinguish between four classes of primitive 
groups in four variables: those which have invariant intransitive sub-groups ; 
those which have invariant imprimitive sub-groups; primitive groups which 
are simple; and, finally, primitive groups having invariant primitive sub-groups. 

It is well known that a collineation-group G in » variables of order 
g may or may not be represented as a linear homogeneous group in » 
variables of order g. There exists, however, in all cases, a linear homo- 
geneous group G’ of order ng, isomorphic with G, containing the group 
F of similarity-substitutions 

a= pr; gr =1; i=1,2,--4m. 
The quotient-group G/F, of order g, is then simply isomorphic with the 
collineation-group considered. In the following analysis, the groups dealt 
with are always taken as linear homogeneous groups of subsitutions of 
determinant 1, unless a factor of proportionality (@) is used. The orders 
given are, however, the orders of collineation-groups, unless otherwise 
stated. 

In all questions dealing with substitution-groups, the writer has 
received valuable assistance from Dr. W. A. Manning of Stanford University. 


*) For the definitions of the remaining terms and phrases used the reader is 
referred to “L-GI” and “L-GII”. 

**) Maschke, Math. Ann. 52 (1899), p. 363, and Loewy, Transactions of the 
American Math. Soc., 4 (1903), p. 44, have proved that if a group of finite order leaves 
invariant a plane (c= 0), then it must also leave invariant the pencil 


y+iz+uu=0. 
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[. The Primitive Groups having Invariant Intransitive Sub-groups. 


1. In “L-GIT’, 8§ 2—4, a general theory is developed for such 
» oe > 
groups. An isomorphism is established between two primitive groups, 
G’ and G”, of two variables each. The matrices of the substitutions of 
the required group G are then constructed (“produced”) in a certain 
1 4 j 
manner from the matrices of the corresponding substitutions of G’ and 
I g 


?”. Let S’ and S” be two such corresponding substitutions, whose 
matrices are respectively 
wie 8 
S’: - P S”: ; 
y Oo ed 








then is the matrix of the produced substitution S of G of the form 


ac ap ba bp 


_ lay ad by bd 
(1) se 
ca cB da dp 

cy ed dy do. 


é i 





Assuming the variables to be a, y, z, u, the group G will, plainly, 
have the invariant au — yz = 0. 

2. Now, Goursat has enumerated all the groups in 4 variables 
which leave this surface invariant*). In his notation, a substitution of G 
is indicated by means of two variables, § and », viz: 

(2) Iu, 85 F(a), P(E)I, 
meaning 


’ . a7 } ° r b 
v=1)— Sth, g-s@-S43, 


which represent substitutions of linear fractional groups in one variable. 
When written in linear homogeneous form in two variables, these become 
our groups G’ and G@”, and the coefficients «, B, y, 0, a, b, c,d are precisely 
the elements a, 6, --- in our matrix (1). 

The orders of G’ and G”’, as is well known, are limited to the 
numbers 12, 24 and 60. The invariant intransitive sub-group () of G can 
be assumed to be formed of the substitutions produced from the identical 
substitution of G” and the substitutions of G’ corresponding to this. The 
order of H is therefore one of the numbers 4, 12, 24 or 60. It follows 
that the order of G is one of the numbers 


4-12, 12-12, 4-24, 12-24, 24.24, 12-60, 24-60, 60- 60. 


*) «Sur les substitutions orthogonales ete.» Annales scientifiques de ]’Kcole 
Normale Supérieure, (3) T. 6 (1889), pp. 9—102. 
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3. Selecting, from the list of Goursat (I—XXXII), all the groups 
satisfying the conditions given, we have nine types, namely XX, XXIJ—XXV 
ine., XXVII—XXX ine. Of these, the groups XXII and XXVII are 
imprimitive, leaving invariant the function (#*—wu*) (y®—2*), which, by 
a change of variables, takes the form xyzu. The remaining seven types 
are primitive. Using his notation, these groups are as follows (1°—7°): 

1°, 2°, 3°, 4°, 5° and 6°. Groups of orders 144, 288, 720, 1440, 576 

and 3600 respectively, represented by the symbol (2), when 
ly, f(y)] designates any substitution of the group A, [§, (é)] 
any one of the group B; A and B being any two (alike or dif- 
ferent) of the tetrahetral, octahedral and icosahedral groups. 

7°. Group of order 288: 


[n, &} Fm), PEI Ln, & f(x), tM (E)I, Prinn® 
|z, f(2)] and [z, m(¢)] designating any two substitutions of the 
tetrahedral group. 

4. It can readily be verified that these groups have only one in- 
variant surface of the second degree, xu—yz=(. The groups containing 
any of the given types self-conjugately must therefore also possess this 
invariant surface, and are, accordingly, given by Goursat in the work 
referred to. Five new types must be added to our list, namely those 
numbered XLII, XLV, XLVI, XLVIII and L by Goursat. They are 
as follows: 

8°, 9°, 10° and 11° Groups of orders 288, 576, 1152 and 7200 

respectively, generated by the substitution 
Ln, & §, a] 
and each of the groups 1°, 7°, 5° and 6° in turn. 
12°. Group of order 576, generated by the subtitution 
Ly, g; §, ty], P= — I, 
and the group 7°. 

On account of the single invariant surface of the second degree, 
“u—yz=Q, no groups, not included in this list, can contain any of 
the types 1°—12° self-conjugately. In our notation, the substitution 
lu, § &, a] is ; 

QL = 2%, CY = 2%, OF —Y, QU —U, 

@ being a factor of proportionality. The substitution |», &; &, iy] is 


ox’ =2, oy =2, os =—iy, ow =— iu; i? = — 1, 


Il. The Primitive Groups having Invariant Imprimitive Sub-groups. 


5. Such a sub-group (H) has either two systems of imprimitivity, 
say (x,y) and (z,), or it leaves invariant an equation of the form 
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ayzu=Q. In the first case, the group H’ generated by the second 
powers of the substitutions of H will be intransitive, and is obviously 
invariant within the required primitive group (G). Consequently, H’ must 
consist of the identical substitution alone, unless G is one of the groups 
1°—12°, 

In the second case, the letters x, y, z,« are permuted according to a 
permutation-group K, which must be transitive (in the sense of tran- 
sitivity of permutation-groups) when H is transitive. Its order is there- 
fore 4,8, 12 or 24. The last two cases may be replaced by the first 
if for H we take the group generated by the third powers of the sub 
stitutions of H’, a group generated by the second powers of the sub- 
stitutions of the original group H. If K is of order 8, then it contains 
the cycle (xyzu), and the group H’ generated by the second powers 
of the substitutions of H is intransitive and does not reduce to the 
identical substitution alone. This is also true if K, of order 4, contains 
the same cycle. Hence, we may assume that K is the group 1, (xy) (zu), 
(xz) (yu), (wu) (yz). But then H will have two systems of imprimitivity, 
(a, y) and (z, u). 

From the remark made above concerning such a group, its order 
must be a power of 2. Such a group can be written in monomial*) 
form (Theorem 9, “L-GII”), and may readily be constructed. It is found 
that H is of order 16 and is generated by A, B, C and D: 





| 

ex = £ rigs 

(3) oy =| y |—y\ ai wl 
etm | —s\' —2 |; 2 

ow =|—uw!| wiz yi 


6. This is the group given by Maschke in Mathematische Annalen 30 
(1887), p. 498. To find the groups leaving H invariant we may proceed 
according to the method of Maschke. 

Let z,y,2,u be homogeneous coordinates of space of three dimen- 
sions. With any two points, (2, y,, 2, ,) amd (a, yy, %, U,), will be 
associated a set of 6 expressions of the form (line-coordinates) 


Ty Yg — VeYy, V2 — LyZy,, Vy Ug — Vy, Yy%Zy — Yo%,° °°, 


called 


Pye, Pis> Pray Posy’ **> 


*) See Maschke, American Journal of Mathematics XVII (1895), p. 168. — 
The author has, in “L-G II", § 5, called such groups semi-canonical. 
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respectively, in Maschke’s paper. These expressions combine into 6 linear 
functions of themselves, which are relative invariants of H, namely 


(4) Pig + Psa = M1, Dig + Dag = Wg, Pig + Dog = Ws, 
Pris — Psa = M2, Pig — Pao = Mg, Pig — Pag = Ue, 
there being no other invariants of H, linear in p,9, p,3,---. Moreover, 


H contains all the substitutions which leave invariant, to constant multi- 
pliers, the functions (4), as may be proved readily. It follows that the 
group of order 16 - 720, (see Maschke’s memoir, 1. c.) generated by H and 
the 6! permutations of the expressions (4) must be itself one and contain as 
sub-groups all the primitive groups, if any, containing H self-conjugately. 
The order of such a sub-group (G) will be g = 16k, where k is the order 
of a group K of permutations of 6 letters or fewer. Moreover, any two 
such sub-groups whose corresponding groups K, und Ky, are conjugate 
under the symmetric group in 6 letters, can be transformed one into the 
other. If K contains an invariant sub-group K’, then will G contain 
an invariant sub-group G’, corresponding to K’. 

7. Now, any group G of order 5m will be primitive. For, it must 
contain a substitution of order 5, which substitution may be transformed 
into the type 7’ given below (5), and we may readily prove that a group 
generated by H and 7 is primitive. There are in all nine substitution- 
groups in not more than 6 letters (w,, wa, Ws, Wy, Ws, W,) Of orders 5n, 
namely groups of orders 5, 10) 20, 60, 60*), 120, 120, 360 and 720 re- 
spectively, generated by 7” = (w,w,w,w,w,), T’ and R,’ =(w,w,)(w,w,;); T’ 
and R,’=(w,w,w,w;); ZT’ and U’=(w,w,w;); 7” and W’=(w, w, w,)(w,W, W,); 
T’ and M’=(w,w,); T’ and N’=(w, wy) (wsw,) (w,w,); T’ and S’=(w, w, ws); 
T’, S’ and N’, respectively. The corresponding linear substitutions are as 
follows: 

R,: ox =—iy, oy =—iz, os =2, ow =U, a= —1; 

R,: ov =a+iy, oy =iz+y, o2 =iz+u, opw=—2—itu; 

S: ea =x—u, oy =y— 2, 02 =i(y+2), ow =i(a+u), ®@=—1; 
rT: oe =—at+yt+iz—iu, oy=at+ytiz+iu, 
iT. —x“x2+y—twt+iu, ew=2+y—tz— WU; 
[: gv’ =a—y, oy =i(a+y), ge = 2—U, ow = i(e+u); 
W: = =i(a+y—z—u), ey =z—y+e—u4u, 
‘(oe =i(a—y—z+u), ow =—x—y—2e—U; 
M: ox’ =iz, oy =u, oe =—2, ow =— ty; 
N: ev’ =2, oy =y, of =2, ew=—u. 
*) Burnside, Theory of Groups, p. 206. 
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Considering a group G to which belongs a substitution-group K of 
order 23°, we may first suppose, either that K is simple, or that it 
contains a self-conjugate subgroup K' to which corresponds a non-primi- 
tive self-conjugate subgroup G’ of G. If K is simple, its order is 2 or 3. 
In the first case G must be of order 2° and is then imprimitive. In the 
second case, G must be generated by H and U or by H and W. In 
neither case can it be primitive. 

Let us next assume that G has an invariant subgroup G’ of order 
16-2*,a@>1. Such a group can be written in monomial form, and it 
is found that the group G”, generated by the second powers of its sub- 
stitutions, is intransitive and does not reduce to the identical substitution 
alone. Since this group G” is contained self-conjugately in G, the latter 
must be found among the groups 1°—7°. 

Finally, let G have an imprimitive invariant subgroup G’ of order 
16 - 2-3’. If this group G’ contains the substitution W, then it will 
leave invariant just one function of the form 2, y, 2,4, (namely (a@*— z*) (y?—wu’*)) 
and G could not be primitive, as it would leave invariant the same func- 
tion. If G’ contained U, it could not leave invariant a function of the 
form 2,¥Y,2,u,, but would possess two systems of imprimitivity. The 
group G”, generated by the second powers of the substitutions of G’, would 
be intransitive, and G would be found among the groups 1°—7°. 

8. The primitive groups other than the groups 1°—12° containing 
imprimitive self-conjugate sub-groups have now been determined and are 
as follows: 


13°. Group of order 16-5 , generated by H of (3) and 7 of (5), 
14°. ” ” ”» 16-10 ? ”? ” ” » T ” Rk, ” 


? 


15°. ”» ” ” 16 20 ? ” ”» ” ” ” ”» R, ”» ? 
16°. ” ” ”» 16 ‘ 60 ? ” ” ” ” ” ”» U ” ? 
17°. ”? ” ” ”? ? ” ” ” ” ” ” W ” ? 
18°. ” ” ” 16-1 20, ” ”» » ” ” ” M ” ’ 
19°. ” ” ” ” ? ” ” ” »” ” ” N ” ? 
20°. ” ” ” 16- 360, ” » »” ” » »” S ” +» 
21°. ” ” ” 16. 720, ” ”» »” ” T, 8 ” N ” 


The groups 16° and 17° are not transformable one into the other, 
as 16° leaves invariant one of the functions w(i. e. w,), and 17° does not. 
For the same reason 18° and 19° are distinct types. 

9. We may briefly settle the question concerning the determination 
of the groups containing any of these self-conjugately. The functions 
W,, Wy,°+*, We Satisfy the definition of being a set of six functions of the 
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coordinates of two points, X,, Y,, 2,5 U3 Ley Yo) gy Ug, Linear in both, vanishing 
when the points coincide, and being left invariant, or mutually interchanged 
(to some constant factors), by the substitutions of the group G, this being 
any one of the groups 13°—21°. Now, we may ask if there are other 
sets of six functions satisfying these conditions? The answer is no, as 


the reader may verify. It follows that if a group G contains self-con- 


jugately any of the groups 13°—21°, then G will permute among them- 
selves the functions w,, w,,---, ws. Accordingly, as it contains H, it 
must be one of the groups 13°—21° already determined. 


Ill. The Primitive Groups which are Simple. 


10. Notation and Theorems. The notation and theorems given in 
“L-GI” and “L-GII” will generally be used here without further comment. 
For the sake of brevity and clearness, a symbolic notation will be employed, 
and two of the theorems referred to will be restated. We shall assume 
that the substitutions considered are of determinant 1. 

If the multipliers of a substitution S are «, B, y, 0, we shall say 
that S is of type (a, 6, y, 0). The group K generated by S is said to 


be of type (a, B, y, 9). 
The scheme 





G = » 
Sim Bom 9 
T: wy | By  ¥2| 9 
Pe 
implies that S, 7,--- are substitutions of, or generate, an abelian group G, 


written in canonical form. More particularly, we have 
, , , , 
S:2=a,2, y = By, 2=,2, w=d,u; ete. 


The scheme 
it se 


S:a B. |” 1 
T: as bs V2 | 4 
REE: EE 
implies that S, 7, --- are substitutions of an intransitive group, the systems 
of intransitivity being (7, y), ¢ and w. In general, the vertical bars will 
separate the systems of intransitivity. 
The symbol G, means “group(s) of order »”, and G, “the number 
14* 
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of sub-groups of order x”. Similarly, S, means “substitution(s) of order n”, 
and S,; “the number of substitutions of order n”. 

11. Theorem 10*). If a group G has a substitution S of variety 
m and of order p*t* > mp’, then will G contain a self-conjugate sub- 
group H containing S”. Any substitution 7' of H will possess the pro- 
perty (V), = (VT), (mod. p), V being any substitution of G. In parti- 
cular, 4 = (7’), (mod. p). 

The letter H will throughout be reserved for a sub-group of this 
character. As we are now considering simple groups only, it is clear 
that if we have a substitution of the kind stated, then must G = H. 

According to this theorem we find that we can have no linear sub- 
stitutions of orders 32, 27 or p*, p>5, unless we get H. Excluding 
the group H, the only types of S,, S,, and S, (linear substitutions) are 
found to be 


S, : (a,a,a,—a), (a, —a, ia, —ia); e@—i, f=——1, 
Sig: (B, B, — 86, iB); B* = a. 
g [62% P, 9, pa"), (H, ¥, 1, 0°), 
, (9, p*a*, @, w*), (9, pa, ga, g* a”), gy? =a, a@°=1;a@+1. 


(6) 


12. The types of abelian groups of orders x“ and 3% are limited 
by Theorem 10 and an obvious extension to this theorem. Thus, if G 
contains the sub-group generated by 


zy gz u 
a 1 1|—1 

(7) S: i| —3 1 1 
R: st) 1 —i l 
U ‘| 1 1 —1 


then G will contain a group H- To show this, form the determinant 
corresponding to the determinant (6) of “L-GII”, with (V), (V7), (VS), 
(VR) and (VU) for the elements of the first column, V being any sub- 
stitution of G. After reduction we find the equation 


(V) — (VT) + 2i[((VT)+(VS)] — 4+) [(VR) + (VU)| =9, 
from which follows 
(V), — (VT), = 0 (mod. 2), 
the equation characteristic for the substitutions (7') of the group H. 


* “L-G y”. § 6. 
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13. Assuming that G does not contain H, the abelian sub-groups 
of G (considered as a linear homogeneous group) of orders 2* may now 
be constructed without much difficulty. We may suppose that such a 
group G’, when written in linear homogeneous form, will always contain 
the group G, of similarity-substitutions. Then we find that the order of 


















the quotient group ¢- is not greater than 8. Referring now to Theorem 10 
we see that the highest power of 2 which divides the order of a collineation- 
group is 2°, unless the group contains H. 

Under the same restriction, we may construct all types of sub-groups 
of order 3%. We shall give them here for future reference. 

(a) Groups of order 3: 


(1,@,@,@), (1,1, @, *), (@, @, w, w*); o* = 1. 


(8) Groups of order 9: 





| 1/1) @ @? 
ojo 1/1, 


1)o|o|o 1} o|o\o 
1/1 || @, o|1l\o)o 


bd 


and the four types given under S, in (6). 


| 


, (vy) Groups of order 27: 
lio ola lloiale@ 
pig?i1\o, g=o; o 1} 0 


and two groups generated by 
U:2 =2,y¥=8,2=4u,W=—y 


and A and B respectively, where 





haere Bie 
’ ain gpa ga, 
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The following statement may now be made: Jf G does not contain H, 
the highest power of 3 that may divide the order of G is 3°. 

14. Theorem 11.*) Let G contain two permutable substitutions, 
S and 7, of different prime orders p+ 2 and q, generating the group 





S: a | Gy | hy | Oy 


rT: By By, Bs |B. 


aP=1, pi=1. 


Now, if 6, + 8, + B, + 6, and q> 4, then will G contain the group H. 
This would also be the case if 6, = B, + B, + B,, & = &, q>3; or if 
B, = B., Bs = By, By + Bs, % =e, =a, Gg >2; etc. — An evident 
extension to this theorem is obtained by considering a possible abelian 
group of order pq*, as in the case 
S: a| a? | a) a’ 

1 liale 


o=1, oe =1. 
1) @ | w@?)\1 


1) a! 1 | @, 





Proceeding as in the case of the group (7), we find that 
(V); =(VS); (mod. 5), 


V being any substitution of G. 

15. The simple groups whose orders are < 2001 have all been 
determined**), as have all the primitive substitution-groups in less than 
17 letters***). Our aim shall therefore be to prove, first of all, the 

Theorem. With the possible exceptions of groups of orders 2° - 34-5 
and 2°.3?.5-7, every simple, primitive collineation-group in four variables, 
whose order is greater than 2000, can be represented as a substitution-group 
in less than 17 letters. 


A. The group G = H. 
16. On account of the property of the substitutions of H 
(T), = 4 (mod. p) 


*) “L-GII", § 9. 
**) Hilder, Math. Ann., 40 (1892), p. 55. — Cole, American Journal of Math., 
14 (1892), p. 378, and 15 (1893), p. 303. — Burnside, Proc. London Math. Soc., 26 (1895) 
p. 333. — Ling and Miller, American Journal of Math., 22 (1900), p. 13. 
**) Jordan, Comptes Rendus, 75 (1872), p. 1754. — Miller, Quarterly Journal 
of Mathematics, 29 (1897), p. 225; Proc. London Math. Soc., 28 (1897), p. 533; American 
Journal of Math., 20 (1898), p. 229. 
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and the consequences found in “L-GII”, § 8, it follows that p = 2 and 
that every substitution of G whose order is\ prime to 2 is of type 
(a, «, B, B). By the methods of §§ 4—5 of “L-GI” it follows that the 
order y of G contains no prime factor >7. By Theorems 10—13, 
“L-G II”, we find that g is not divisible by 5°, 5-7 or 7% It is not 
divisible by 9, as no G, has all its substitutions of type (a, «, B, 6) (art. 11). 
Hence, g is one of the numbers 
2¢.3, 27-5, 24-7, 2°. 15, 2¢- 21. 

The number of sub-groups of order 2“ in any of the first four cases 
is <17. In the last case, G,’= 2’. Hence, a given G, must be trans- 
formed into itself by a certain S;. We can have no S,, (Theorem 11). The 
possibility left is that a given S, is changed into its second power by 
a S;. The given S, must then be of type (1, ¢, é%, e), «’= 1, contrary 
to what is stated above concerning such a substitution. — Every group G 
containing H can therefore be represented as a substitution-group in less 
than 17 letters. 


B. The group G does not contain H. 


17. Before proceeding to determine the orders of the groups required, 
we will note certain facts concerning the primitive linear homogeneous 
groups in 2 and 3 variables that are useful, namely*) 

all such groups in 2 variables contain the similarity -substitution 


(—1, —1); 
a the ternary G,,, Gi, and G,,, contain the abelian G, 
n Peas 
1;-—1'-1 
y —Simgr'y 
zy —i] t1+t; 
y oom 
the ternary G,,, and all the remaining primitive groups in three 
variables must contain the similarity-substitution (@, @, @) when written 
in linear homogeneous form. 
Bearing in mind that the binary G,,, the ternary Gyo, Gig, and Geo 
are simple, and can therefore be generated by their substitutions of a 
given order p, we can now limit the number of cases in which two given 
abelian sub-groups of G may have a substitution in common, using to ad- 
a 
5) 
*) We shall assume that the primitive groups in 3 variables have all been 
al determined. See the papers by Jordan, Journal fiir Math., 84 (1878), p. 89; 
iD Valentiner, Kjébenhavnske Skr. (6) Voi. 5 (1889), p. 64; Wiman, Math. Annalen 


47 (1896), p. 582; and the author, “L-GII”, §§ 13-17. 





216 H. F. Burcurexpr. 


vantage the principle explained in art. 14. Thus, if two abelian sub- 
groups, K, and K,, whose orders do not contain the factors 2 or 3, have 
a substitution S in common, then either 

the group generated by K, and K, must be abelian, or 

the substitution S must be of type (a, a, B, B). In this case the 
group generated may be intransitive: 


zy st 


aap B 
AA he 
primitive in (x, y) and (z, ). The two latter groups are then simply 
isomorphic and of order 60. 

Suppose, for example, it possible that K, and K,, both of order 25, 
have in common a substitution of type (1, «, «, a), «® = 1. Then, unless 


the group generated by K, and K;,: 





is abelian, the binary G,. will be generated in (z, wu). Then we get the 


sub-group ———— 
1 | 
| 





1};-—1 —-1 
1| @ o', 


a = 1, 








from which it follows that G contains H. 

18. Besides the ordinary theorems from the theory of substitution- 
groups and abstract groups, such as Sylow’s Theorem (employed in art. 16), 
we will make use of the following Theorems of Frobenius: 

I. A substitution-group of degree » and of class n—1 is composite.*) 

II. The number of substitutions of a group G which satisfy the 
equation S" = 1 is either 1 or kn.**) 

A consequence of II may be noted here. Let G be of order gp*q’, 
where p and q are different primes, and let there be no substitutions in 
G of order pq. Then the number of substitutions in G of order p*(a <a) 
is a multiple of q’. 

We shall refer to these theorems by FI and FIL. 

19. Let us now consider a simple group G not containing H. By 
Theorems VI, “L-GI”; 10, “L-G II” and corollaries, and art. 13, its order g 
must be a factor of 

26 . 34.58 75. 115. 13, 


*) Berl. Sitzungsb. (1902), p. 455. 
**) Berl. Sitzungsb. (1895), p. 988. 
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If g is divisible by 3°, then will G contain no S,, p being a prime 
>5, and no S; which is not of type (a, «®, a, oA), o® = 1. 

Assume the contrary. Since every G,, contains a S, of type (1, @, @, @) 
(see art. 13) we have, by Theorem 13, “L-GII”, a S,, or a S,, in the cases 
supposed. Consider the case p= 7. A given S,, can be written as the 
product of two substitutions, S, and S,. If S, is not already of type 
(1, @, @, @), it is permutable with a substitution 7, of this type. The 
substitutions 7, S; and S, generate an intransitive group, containing S, 
self-conjugately. It will be found, by the method given in art. 17, that 
the S, considered must be permutable with the given 7;. 

Such a substitution is always contained self-conjugately in the entire 
G,,. This group and the given S, must therefore generate an intransitive 
group. Taking the third type given under (y) in art. 13 for the G,, 
considered, the group generated is of type 


“¥y¥se & 
T;: 1|jo @ o 
o|\|1 0 @ 
oio 1 @ 


; in 
Si 2 oy | Wy My Oy a,’ = 1. 








The group generated in (y, 2, u) could not be primitive (art. 17). 
If it were imprimitive, we would obtain an abelian G,,, generated by 
T;, S; and a substitution of order 3 different from 7,. But such a group 
would prove the existence of the sub-group H (art. 14). For, we would 
have a substitution of type (1, a, a’, a), a’ = 1; or of type 


rye uw 


permutable with the substitution 7,. If the group generated in (y, z, w) 
were intransitive, G would still contain H. 
In this manner all cases may be dealt with. There results that 
g must be a factor of one of the numbers 
2°. 32. 5. 73. 115. 188, 2°. 3. 5. 
If g is a factor of the latter, a possible S; of G must be of type 
(a, a3, a, of), ob = 1. 
20. We shall now replace these two numbers by the five 
2°. 37.5%, 2°.32.5-7, 26.3%.5-11, 2%.3%.5-138, 2%. 3.5. 
A group G whose order is 2%-3°-5°- 7%. 11°- 13’ has an abelian 
sub-group of order 7*-11°-13/, — in fact it has one of order 5°-74-11°-13/ 
if G contains a S,; not of type (a, a’, a®, a), « =1, which will always 
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be the case when c> 1 (Theorem 13, cor., with a slight extension, ,,L-G II”). 
Observing that no S,, or S,, can be of variety 2, and therefore not of 
type (a, «, B, 8), by §§ 4—5 of “L-GI”, we find that, if the orders of two 
such sub-groups are each > 35, then these sub-groups can have no sub- 
stitution in common unless they generate an abelian group (art. 17). 
Now, let the greatest such sub-group in G be of order m, and it follows 
by FIL that G,,=1-+km. This number should be a factor of g. 
Now, all such factors may readily be found. Assuming m > 35, 
there is only one case, namely 1 + 11-13 = 16-9. With the condition, 
just stated, that no S,, or S,, can be of variety 2, we find that a sub- 
group of G of order 11-13 must be of one of the following types: 


S: a |@,|a,| a, S: a, | a | de | ay SY=.1, T%=—1; 


T: B, B,'B, Bs, T: By | B | Bs Bs + Oy + a, By, + By + Bs. 





Now let us form the determinant corresponding to (3) of “L-GI”, with 
(V), (VS), (VS*), (VT) and (V 7") for the elements of the first column, 
V being any substitution of G. There results 

(VT"),3 = (V)s + LV T)1s — (V)i3] (mod. 13), 
a congruence that is either impossible or leads to the group H. 

21. The numbers 2°-3*-5-11 and 2°.3?-5-13 may be dismissed. — 
This is done by proving in order: 

A. G@ must contain a substitution the sum of whose multipliers 
is a quantity depending on w, where w*=1 (i. e. the sum is of the 
form aw +b, a+0); 

B. when such a substitution is present, G must contain a S,, or 
S,,, and then G is not divisible by 9; 

C. there is no simple group fulfilling these conditions. — 

A. Let there be no substitution S such that S=aw+b, a+ 0. 
Writing down all the possible weights of the substitutions of G, replacing 
their multipliers by +1 or 0, according to the rule given in the Lemma 
(§ 3) of “L-GI” (taking p = 11 or 13), we find that they take the values 
0, +1, +2, +4, only*). Then, according to the theory of §§ 4—5, 
ibid., in order that G may be primitive, it is necessary that functions 
exist of the form axz*>+ bz? + cx + d, a, b, ¢ not all =O (mod. p), every 
one of whose remainders (mod. p) are included in the series 0, +1, +2, 
+4. This is found to be impossible for p=13. In the case p= 11 
one such function exists when S,, is of variety 4, namely 2° — 52, whose 


*) We must, of course, exclude all weights whose presence would show the 
existence of H, as for example (w + wm? — 1 — 1). 











remainders are 0, 0, 0, 1, 1, 


for every substitution S of order 11 or 13, and every substitution T 
whose weight is a@+b. Proceeding as in the proof of Theorem 10, “L-G II”, 
we find that all the substitutions of G having the property enjoyed 
by S form a group, contained self-conjugately in 
= G, as it does not contain 7~'. 

Now, if G@ contains a S,, or Sj, then g is not divisible by 9. 
Otherwise we would find, by the method explained in art. 17, an abelian 
Gogg or G,,,, from which could be shown, in any case, the presence of H. 

C. No two sub-groups of order 33 or 39 can have a substitution in 
common. Hence, G33;=1+33k, which does not divide g; and Gsy=1+ 39k=40. 
If G contains-a S,,, then it will contain the group generated by S,,, S, 


and 7: 
2 »# zZ 
Sis: B, By! By 


Y 
Ss 2 @, @.| Ws 


Pr: & “4 ) & 


The group in (x, y) must be imprimitive, or G contains H. There 
will be at least three substitutions of order 2 permutable with the given 
S,,, and Sj, >38/,. The group G contains no S,,. Then, by means 
of Sylow’s and Frobenius’ Theorems we prove that there is only one group 
possible, which is of order 24-3- 5-13, and only one distribution possible 


of its substitutions, namely 
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—1, —1, 2, —2, 4, —4. These numbers, 
arranged in proper order, should correspond tothe series of weights 
(VY), (VS), (VS?),---, (VS), 8" = 1, 
V being any given substitution of @ for which we do not have 
V,, = (VS), (mod. 11) for every value of i (this could not be the case 


for every substitution V of G, or this group would contain H). 
Now, these weights are connected by the relation 


(8 (V) +.0-1(VS) + a (VS*%) +---+a- (VS =0, ott=—1 
( 


(§ 11, “L-GIT”). The substitution S being of variety 4, there can be no 
substitution of order 11k. Bearing this in mind, it is not very difficult 
to prove that (8) is an impossibility. 

B. Let 7 be a substitution, the weight of which is aw +b, a+ 0, 
and S a substitution of order 11 or 13. If there are no substitutions 
of order 33 or 39, we get (§ 11, “L-GII”) 


By 

































(T) = (ST) 


Y 


. This group is not 


u 


0, 


13_ 3_ at a 
Gy, B*=1, 0% =1, «,°=a,°=a,°=«a,". 
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Ss+ Sis + Sso =40-38, S;— 16-39, P 4 8525-39, Sre— Si = Sj, — 0. 


Then, by applying the process of A over again to this group, we find 
that it cannot exist as a simple group. 

22. The order of G is not divisible by 5*, unless G can be represented 
as a substitution-group in 12 or fewer letters*). — Let g =m.- 5%, 
m being a factor of 2°. 3*. If no two G,, have a substitution in common, 
then Gzys= 1+ 25k = 2°.3*. The group can in such a case be represented 
as a substitution-group in » = 2°. 3? letters and of class »— 1 and is 
therefore not simple (FI). Hence, G must contain two sub-groups of 
order 25 having in common a S;. By art. 17, the two G,, considered 
generate a group of order 5 - 60:, 


es g's u 
S:a @ 


%, WM, | ets Oy 





“ ’ 4 —_—— = em «. 
G, Ge | & & ; e=a°=(«;)/=—1; 


the groups in (wv, y) and (z, u) each being the binary G,, and simply- 
isomorphic. We may suppose that 


(A) =a, @&=a’, a=—a, a,=a'; 
or 
(B) @=a, &g=—a, a=—a’, a, =a’. 


A. Any G,, of G contains just two distinct sub-groups of type 
(a, a, o*, e). One of these will always be common to 6 groups of order 25. 
If only one, the sub-groups of G of order 25 fall into sets of 6, each set 


containing 124 substitutions of order 5. Hence, by F II, = Ges = S5=25k—1, 


or G,, = 6(1+251) =6. — If each G,, contains two sub-groups of order 5 
each common to 6 groups of order 25, then we find 
6-6 2 ,? al ~ 
(St+tt*) = Gi = 85 = 2k — 1, 

or Ges = 3(12+257) = 3-12. In this case G contains 12 sub-groups of 
order 5-60. Consequently, G can, in any case, be represented as a sub- 
stitution-group in not more than 12 letters. 

B. Here we can have only one G, of type (a, «, a, a*). We find 
Ges = 6(14+ 251) = 6. — 


*) In the following we shall, generally speaking, dismiss all cases where 
g <. 2000 or where G can be represented as a substitution-group in not more than 
16 letters. 
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To resume, the numbers that g must divide are reduced to 
26.32.5.7, 26.38. 5, 


with the restriction in the last case that a possible S, must be of type 
(a, a, a, a), o® = 1. 

23. The group G does not contain substitutions of orders 35, 21 
or 15. — 

Suppose it contains a G,,. No two such can have a substitution 
of order 5 in common unless they are identical. If they have no S, in 
common, then Gs,;= 1+ 35k. If they have a S, in common, this is 
of type (8, B, B°, 6°), B’ = 1, and the two groups considered generate a 
G,.g9. Each G, will then be permutable with 6 sub-groups of G of 
order 5. Hence, 6G,’ = G,', and G,’ = 6(1+35k). There being no such 
factor of g we must have Gs; = 1 + 35k = 36, and g = 2*-9-5-7. We 
may assume that a> 2, as otherwise g< 2000. Then will G contain 
a S, leaving invariant a G,,. Writing G as a substitution-group in 36 
letters, a G,,; will consist of a single cycle of degree 35, and powers of 
this cycle. It follows that we can have no S,,,. Again, the given S,, 
if it transforms a S,, into its inverse, must be of degree 34 and is then 
an odd substitution, in which case G is not simple. — 

Let G@ contain a S,,. If g is divisible by 9 we would obtain, by 
the method of art. 17, an abelian G,,. No two such groups could have 
a substitution in common. Hence, Ggs = 1 + 63k = 64. Now, a S; could 
not leave invariant this G,, unless it is permutable with it, in which 
case we would obtain a S,,. It follows that g = 64-9-7, and G@ is not 
simple (FI). Therefore y= m-3-7, where m is a factor of 26-5. Now, 
a given S, can be permutable with the substitutions of only one G,. It 
could not transform a S, into its 2"* power, as this S, (and therefore 
every S;) would in that case be of type (1, 8, B®, B*), 6B’ =1, and then 
we could not have a S,, as assumed. It follows that G,’=1-+21k = 64. 
As before, g is not divisible by 5. Hence, g = 64-3-7 < 2000. — 

Let G contain a S,;. Then any given S, of G cannot be of type 
(a, a, a, oc), «® = 1, unless G contains H. It follows that, if g is 
divisible by 7, G would contain a S,, (Theorem 13, “L-G IT”), a case dismissed 
above. Therefore, g is a factor of 2°.3?-5. We may suppose g = 2°. 3?.5, 
as all other factors are < 2000. Then we find that G contains an abelian 
G,, or a sub-group of order 3-60 generated by 
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If it contains an abelian G,,, we find G,’=16. Again, the index of a 
Gigo is 16. Hence, G may be represented as a substitution-group in not 
more than 16 letters. — 

24. The order of G is not a factor of 2°-3?-5. — We need only 
consider the case g = 2°. 3*-5. Here G,’ = 36 or = 9-64. G is com- 
posite in the latter case (FI). In the former, G contains a G,, leaving 
invariant a given G,. No such group of order 16 can be constructed 
unless G contains H. 

25. The orders g = 64-3-5-7 and g =32-9-T7 do not correspond 
to simple groups. — Observing that G,’ must be even in these cases, 
we notice that a G, could not leave one G, invariant unless it leaves 
another G, invariant. The G, considered would then contain a S, per- 
mutable with all the substitutions of the two groups of order 7, which 
would, therefore, generate an intransitive group. But this would always 
lead to H. It follows that G,’ = 64-15 in the first case, and = 32-9 
in the second. Both cases are excluded by FI. 

26. The order of G is not 64-5-7. — No number of the form 
2.5 can be written 1 + 7h- 

27. The order of G is not 32-3-5.-7. — We may suppose 
G,,/=8-15, S,/=16-45. By FIl, G contains a S,,. Evidently, 
Sj, => 8,’. Moreover, S,’ = 64-21; and G,’ = 70, 8 - 35 or 32-35. The 
last hypothesis is excluded by FI, and the first because no G,, can be 
constructed leaving a G, invariant unless G contains H. Thus, S,’ = 16 - 35. 


Then is S,’+ Sj, + S;’ + 8S,’ + ho Sy >g, an absurdity. 


28. The order of G is not 2°.3°-7. — In order not to get a S,, 
(Theorem 13 “L-GII”), a G, must here be of type 


_— 
— 
Ss | 
te 


@ 


If two different G, have a S, in common, they generate an intransi- 
tive group of order 3-12 or 3- 24: 








the groups in (2, y) and (z, «) both being the binary G,, or G,, (primitive). 
We may, in any case, count the number of groups of order 9 and sub- 
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stitutions of order 3 contained in G, as was done in art. 22 in the case 
of groups of order 25. We find the cases 
(A) G,’=1+9k, 8S, =8G,’. 


(B) G,’ = 4(1+9h), Sy = G,’. There is a conjugate set of 1+ 9k 


groups of type (@, @, @*, @*), each common to 4 groups of order 9. 
(C) G,’ =—2+4 18k, S,)=5G,’. There are —1+ 9k groups of 
type (@, @, @*, m*), each common to 4 sub-groups of order 9, 
falling in 1 or 2 conjugate sets. 
A. Here G,’ = 28, and G contains a G,, leaving invariant a given 
G,. This would, in all cases, prove the existence of H. 
B. G,=16-7. Each of the 28 groups of type (@, @, @*, a) should 
be left invariant by a G,, — leading to the group H. 
C. G,’=64-7, S,’=64-7-5. There are 64-7 substitutions of type 
(@, @, @*, @*), each contained self-conjugately in a G,, or G,,. We obtain 
at least 64-7.-3 different substitutions of order 6. Moreover, G,’ = 36 
or = 32-9. If the latter, then S,’ = 32-9-6, and the number of sub- 
stitutions already enumerated is greater than g. Hence, G,’ = 36. Then 


G must contain a G,, leaving invariant a given G, — resulting in the 
16 $ 7 
group H. 
29. The order of G is not 2¢.3*-5-7, a>3. — As no number 


2°.9-5 can be written 1+ 7h, G must contain a S, which transforms 
a G, into itself, without being permutable with it (art. 23). Any S, 
must therefore be of type (1, 8, 6%, B*), B’ = 1. Then we can have no 
S,, (Theorem 11, “L-GII”). Again, a S; must be of type (a, «, a, «*), «® =1, 
and we can have no S,,. Let a<6. Then G, =2-9-7 (FI). Hence, 
(FIL), a< 3, contrary to the condition given. 

Let a=6. The enumerations given under (A), (B) and (C), art. 28, 
of the sub-groups of order 9 apply here. 

A. G,’ = 8-35, so that G contains a G, leaving invariant a given G,. 
As we can have no abelian G,, (or G would contain H), we find that 
either this G, will contain a substitution of type (a, a, «, —a), at =—1, 
or G will contain a substitution of type (1, —1,@,—*), @®=1. Now, 
proceeding as in art. 21 (B), taking for S a substitution of order 7, we 
find that G is not simple. 

B. Here S,’ = 8-35-26. By FIl, S,’ = 32-9-7-4, and S,’ = 64-3-5-6. 
But then S,’+ S,’+ S/>4g. 

C. G,’= 70. Such a group is then left invariant by a G,,. This 
would prove the existence of H. 

30. The order of G is not a factor of 2°. 3°.5. — Let g = m- 3°, 
where m is a factor of 2°-5. Examining all the groups of order 27 
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(art. 13) we find that if two such groups (of the same type) have a 
substitution in common, then they will also have in common a sub- 
stitution of type (1, @, @, @), which is permutable with all the substitutions 
of each G,,. Now we may readily prove that G would, in any case, 
contain H. It follows that Gz; =—1+ 27k. But g is not divisible by 
such a number. 

It has already been proved that g is not a factor of 2°. 3*.5 
(art. 24). 

31. The order of G is not a factor of 2°.-34-5. — We may sup- 
pose g = 2%-3*-m, m being 1 or 5. Consider the type of group of 
order 81 (art. 13). It possesses just one relative invariant (x) of the 
first degree. The corresponding invariant (2,) of another G,, of G will 
be transformed by its substitutions into 9% expressions, except when 
“,=y,2oru. It follows that if'two G,,, having the same linear in- 
variant x, are identical, then Gs; = 1+31+ 9k, where 1=0 or = 1. 
Thus, under the condition stated, Gg; = 4, 10 or 40. — Let Gg, = 40. 
G contains a Gya-s leaving invariant a given G,,. This would in any 
case lead to H ifa>4. When g = 2*.3*-.5, G,’ = 3* or 2*- 34. The 
first case is excluded on account of the existence of H; the latter 
by FI, as is also the case where g = 2°-3'-5. Here we have Gs, = 40. 
No S, can leave a G,, invariant unless it is contained in this G,,. 

We must now examine the case when two groups of order 81, having 
the same linear invariant x, are not identical. They will generate an 
intransitive group*), the systems consisting of one and three variables, 
say z, and (y,z,u). If the group in (y, 2, uw) is imprimitive, the two 
G,, are identical. If the group is primitive, it must be the ternary G,,,, 
being of order 27m. In this case, G will contain a sub-group of order 
3 - 216, of index 2¢-*. 5. 

We may therefore assume a= 5, and suppose Gs.o4— 20. Each 
of these groups has one linear invariant. No two of these invariants 
are alike, or the corresponding groups would generate an intransitive 
group of index < 10. Thus we have just 20 linear expressions that are 
transformed one into the other by the substitutions of G. A given G,, 
leaves just one of them invariant. But this is impossible, as 20 —1=:0(mod.3). 

32. The order of G is not a factor of 2°.3*. — Burnside has 
proved that no groups of order p*q’ can be simple, p and q being prime 
numbers (Proc. London Math. Soc., 1904, p. 388). 

33. The Theorem stated in art. 15 has now been proved. Leaving 
out of consideration for the present possible simple groups of orders 


*) See the footnote **), page 205. 
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2°. 3* 5 and 2*.3?-5-.7 which cannot be represented as substitution- 
groups in not more than 16 letters, we find, by consulting the memoirs 
quoted in art. 15 (footnote) that the only simple groups which need be 
considered are the alternating groups in 5, 6, 7 and 8 letters, and the 
simple Gi, and G5, (ef. articles 16, 19, 20 and 21). The simple G,,, 
may be dismissed, as it contains a cyclical G,*). Taking the types of 
such groups (art. 11), we could prove, by the method of art. 21 (B), that 
the given G,., should contain a S§,,, which it does not (it is representable 
as a substitution-group in 9 letters). — There is one primitive G,,,**) 
and only one (art. 34). — There is no G 1 s,**). — The remaining groups 


are given by Maschke in Math. Ann. 51 (1899), pp. 278—292. Selecting 
those that are primitive we have the following types: 
22°. Group of order 60 generated by 


E,: 02° =x, oy =y, 02 = a2, ow = wu, a® = 1; 
E,: 0x = 32, epy=—y+22+2u, oe =2y—2+2u, ow =2y+22—u; 
13:02 = —a2+YVlbdy, oy =V15a+4+y, oz’ = 4u, ow’ = 4z. 


23°. Group of order 60 generated by 
E, of 22°, 
E,:02 =x+YV2u, ey =—y+V2z, o2 =V2y+2, ow =V2x—Uu; 
E,: 02° =V3a+y, oy =«—YV3y, oz’ =2u, ou’ = 22. 
24°. Group of order 360 generated by 
E,, E,, E, of 23°, 
and 
E,: 02 =y, oy =2, oz’ =—u, ow = —-z. 


25°. Group of order 2520 generated by 


S: ox’ =a, oy = yy, 02 = yz, ow = yu; 
W: or’ =pPaty+et+u, ey = x2— py —qze—pu, 
oe =x£— py — pz— qu, ow =x — qy — pz — pu; 
where 
p=ytePtyrAq=P4t7rt7, v= 1. 


*) Burnside, Theory of Groups, p. 374. 
*“) Klein, Math. Ann. 28 (1887) p. 519 gives the generating substitutions of 
the simple G, - containing this G,,, as a sub-group. — See Maschke, Inter- 


2 
national Math. Congress in Chicago 1893 (papers published by Macmillan and Co., 
1896), p. 175. 
“*) Wiman, Math. Ann. 52 (1899), p. 248. — Maschke, Math. Ann. 51 (1899), 


p. 292. 
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To this list we must add the following groups: 
26°. Group of order 168 generated by*) 


y. ' le ee , 4» eS ee F ie Os 
S: Qr = 2%, OY = VY, OF = YZ, QU =U, ia 1; 
T: oa’ =2, ef = 2, o¢ =u, ow =y; 


, 


ox =atytetu, ey =2e4+ (Y+y)y + (Y+Y)2 + P+P*)u; 


Q: 402 = 2a + (y+yy + (yty)2+ (Y?+y%)u, 
gu = 2a + (yt yy t+ (Ye +y)2 + (YP +YDu. 


27°. Group of order 2°. 3*-.5 generated by**) 
A: ox’ = 2, oy =2, 02 =u, ow = y; 
C: ex’ =2, oy = y, o# = a2, ow = wu; 
D: ox = ax, oy = y, 02 = a2, ow = au; 
E: ox’ =V—3z2, oy =y+2+4u, of =y+a2+a'u, ow =y+ 072+ ou; 
F: ox =—2z, oy =y, of = — 2, ow = — Uu. 

34. All the possible types of collineation-groups in 4 variables iso- 
morphic with the alternating groups in 5, 6 and 7 letters are included 


in the list 22°—25° (Cf. Maschke, 1. ¢.). It remains for us to prove that 
there is only one type of a collineation-group isomorphic with the simple 


. “ ~ . 
> * t! and one of order 2°.3*-5, thus completing 
the Theorem of article 15. 
Consider the simple G,,,.. It has a sub-group of order 21, which 
168 5 I , 
must be generated by 


y Dp p j a a» 
Gigs, one type of order 


S: 9a = 4, ey = 7y, o2 = yz, ow = y*u, y=; 
T: ox =2, oy =2, o# =u, ow = y. 
Choosing for new variables 2,, 2, 2;, 2,, Where 
(9) 4.=%,4&=yt+e2+u, 4—=—y+oz+ ou, 24,=—y4+ wz + wou, 


we obtain the substitutions S and 7' in the forms 


, « , « ‘ 
02, = %, 3oz = pa, + 12, + 9%, 302, = 9% + pe t+r%, } 


(10) S: , ss 
302, = rz. + G25 + P%, 


*) This is the form in which it is given by Maschke, Intern. Math. Congress. 
in Chicago, 1893, 1. ¢: 

™) Witting, Inaugural-Dissertation, Géttingen (1887), p. 27, gives a set of 
generating substitutions for this group from which the set given here is constructed 
by Maschke, Math. Ann. 33 (1889), p. 320. The substitution B is omitted, as B = K* 
for the collineation-group. 
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where 
P=7t+4+P, @=rt rat Por, r=yt Ya? + Pa; 
T: 98 = 2) 08 = 2, 043 = W"%y, OZ, = WZ. 

The group (G) sought has also a substitution Q, of order 2, trans- 

forming 7’ into 7*. This substitution must be of the form 
Qi: 9%’ = a2, + b%, 4% = ce, + dey, O43 =e, 2, = fe;. 

Now, G@ contains just 8 sub-groups of order 21. With each is 
associated a relative linear invariant (2, in (10)). No two different G,, 
can have the same linear invariant, or these sub-groups would generate 
an intransitive G,,,. Hence, the G,,, considered must transform z, into 
just eight different linear expressions. Noticing that b+ 0, or G would 
be intransitive, these 8 expressions may be written 

4, (4); 
(A): SQ), TSO), T?SQ,); 
(B): S°Q, (4), TS*Q (4), T?S*Q, (4). 

Writing down these expressions we find readily that Q, must trans- 
form any member of (B) into a member of (A), and vice-versa. This 
condition, and Q,7 = 1, serve to determine (, uniquely. We find 

a=—d=1, be=6, e=qq,, f=rr,; 
where 
%Z=-PtoPt+ay, r= + ay + of. 
Transforming back to the original variables (x, y, z,«) we recognize the 
group 26°. 
35. There is only one type of a collineation-growp isomorphic with 


: -7!. — We may assume that the group (() 


contains no S,, or S,, (ef. art. 23). We then find G,’=1+ Tk=5-3-24, 
and a given S,; must be transformed into the 4‘ power of itself by a 
certain S,. We have therefore a G,, of type (10). 

The sub-group of G of order 9, to which 7’ belongs, is of type 


a simple group of order 








This G, contains a S, = W, of type (@, m, 1,1), permutable with 7’ of 
(10), and is therefore of the form 
Wy: 94,’ = a2, + bey, 0%, = c#, + dé, Qs = 2, O24 = %, 


where 


ad—be=1, a+d=a+o?=—1. 
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Let us now construct the substitutions SW,, SW,7, SW,’, and SW,?T. 
Their weights are, respectively, 

a+ Zp(dt+2), a+ p(d—1), d+ i p(at2) and d+ p(a—), 


where 
p=rtet+y. 


p = (SW,) — (SW, T) = (SW,?) — (SW;?T), 
p —1=(SW,) + (SW,?). 


Clearly, at least one of the substitutions SW, and SW,7 must be of 
order 7. We find the following possibilities: 


Hence, 


I I Il IV 
(SW,) =p+1\—(m+1)) -1 | 0 
(SW.T)— 1 | O |—(@F+)D\mnt+1, ger trt?7,; 


with a similar table for (SW,*) and (SW,?7). The condition 
p—1=(SW,) + (SW,?) 


will exclude the cases I and IV. The two remaining cases are found to 
be interchanged by replacing W, by W,”. Hence, considering II only, 


1 , 1 3 
we have a= ~-(3p—2), d=—+(—3p—5), be=—-=- Then, trans- 


forming back to the variables x, y, z, u, we obtair the group given 
in 25°. 

36. There is only one type of a collineation-group isomorphic with a 
simple group of order 2°.3* 5. — Proceeding as in article 31 we find that 
a group (G) of the order given contains either 64 sub-groups of order 81, 
or it must contain the Hessian G,,, as a collineation-group in 3 variables. 
The first hypothesis may be excluded. For, a G,, (see (0) of art. 13) 
cannot be left invariant by a S; unless G contains H. Let us consider 
the second. The sub-group (K) of G, of order 216 when regarded as a 
collineation-group in 3 variables (y, z,w), must be of order 3-216 when 
considered as a collineation-group in 4 variables (x, y, z,w), as it must 
contain the G,, of type (0) of article 13. Knowing its character, we 
may readily construct it, and find it to be generated by (0) of article 13 
and the following substitution*) 

E: ea’ =(@—@*)z, oy =y+e+u, of =y+az4+ wu, 

ou =y+ az + au. 


*) Cf. Maschke, Math. Ann. 33, p. 324. 
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Let D be the substitution, contained in (0), 
D: ex =ax, ey =y, of =z, ew =u. 


The substitutions H and DED~* generate a group of order 8. Changing 
the variables so that E is written in canonical form, this G, is of type 


, . , . , , 
E: 9% =i%, 0% =—tY,, 0% = %, OU,’ =u; 
yn —i, en a ‘ ee , 
DED-*: 9% =ay,, 0% =BX,, 04 =%, Eu’ = %. 


The order of G being divisible by 32, the G, considered is contained 
self-conjugately in a G,,, and this again in a G,,. By considering the 
different possibilities, paying attention to Theorem 10 and articles 11—12, 
we find that, in all cases, the G,. will contain a substitution (1/,) of type 


, , , ° , . 
My: 0% =%, OY; =, 0% =1%, QU, = — im. 


This, written in the letters 7, y, z, wu, becomes 


ye. (e% = Gps + e@—u), oy = (t+P)y, 
led =ba+tpe+qu, ow =—ba+qze+ pu; be=— p®— 7’. 


Now, with each G,..,, is associated a single relative invariant (2) 

of the first degree. The number of such invariants must be of the form 
1+ 3k and ‘is a factor of 40, the index of G,.,,,. The number is 
plainly 40. Taking, therefore, the letter 2 and different expressions into 
which it is changed by M, and the substitutions of K, imposing the 
condition that there should be no more than 40 such expressions, it is 
found without much trouble that q =— w*p (or = — wp), giving the sub- 
stitution 
“— jez’ =axr+a(z—u), ey = (1—o’*)y, 
oa loc =or+2—@%u, ou =— ox — oz + u. 
This is the substitution M in Witting’s list of generating substitutions 
of the known simple G;9., from which Maschke obtains the group 27° 
(see Math. Ann. 33, |. ¢.). Hence, M, is contained in the group 27°. 
Moreover, K is the group generated by A, C, D and E of 27°, and 
F=E'M,AEM,. The group generated by K and WM, is therefore 
identical with the group 27°. — 


IV. The Primitive Groups having Invariant Primitive Sub-groups. 


37. Some of these have already been determined under I. and II. 
To complete the list we must find the groups containing self-conjugately 
any of the types 22°—27°, and the groups containing these again self- 
conjugately, ete. 
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No substitution which is not a similarity-substitution can be permu- 
table with every substitution of a primitive group. As a consequence, the 
only new groups to be added to our list, arising from the groups 22°, 
23°, 25° (isomorphic with the alternating groups in 5 and 7 letters), 
are groups isomorphic with the symmetric groups in 5 and 7 letters*). 
All the types of such groups are given by Maschke in Math. Ann. 51 
(1899), as is also a group isomorphic with the symmetric group in 6 
letters (one type). They are as follows: 

28°. Group of order 120 generated by 22° and the substitution 


F: ov =2z, ey =—y, 02 =u, ow =z. 
29°. Group of order 120 generated by 23° and the substitution 
F: ox’ =y, oy =—2, o2 =u, ow =—Zz. 
30°. Group of order 720 generated by 24° and the substitution 
F: gx =y, ey =—2, 9# =u, owW=—2. 


38. We shall now prove, in the first place, that 30° is the only 
type of a group larger than the G,,, of 24° and containing this self- 
conjugately; in the second place, no group larger than the G,,,. of 30° 
can contain this self-conjugately. 

A simple group of order 360 contains two conjugate sets of simple 
groups of order 60, each set containing 6 such groups. The group 23° 
is a type of a G,. of one set contained in the group of order 360 given 
in 24°, the group (95) given by Maschke in the memoir referred to in 
art. 37 is a type of a G,. of the other set. These two types are not 
transformable one into the other (see Maschke, 1. c. p. 285). Hence, the 
substitutions of a group (G) containing 24° self-conjugately must leave 
invariant each of the sets considered. It follows that the order of G 
must be 2°+*. 3-5, and that G contains a G,2+< which leaves invariant 
a G,. contained in G. This G,. may be assumed to be that given 
in 23°. From what has been stated in art. 37 it follows that a=1 at 
most, that the given G,:+e and the group 23° generate the group 29°, 
which is contained in the group 30° 

The symmetric group in 6 letters contains only one sub-group of 
order 360. A group containing the group 30° self-conjugately must 
therefore contain the group 24° self-conjugately, i. e. it must coincide 
with the group 30°. 

39. Finally, we shall prove that a group containing either 26° or 
27° self-conjugately must coincide with that group. 


*) Burnside, Theory of Groups, p. 246. 
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Consider a group G within which K = G,,, of 26° is invariant. 
As K contains 8 sub-groups of order 21, G, if larger than K, must 
contain a substitution (2), not present in K, which transforms a G,, 
of K into itself. By examining all possible cases, we find that R may 
be assumed to be of the form 


ox =ax, oy =by, es =cz, ow =du, 


the given G,, being generated by S and 7 of 26°. Now, with K is 
associated a set of 8 linear expressions (and only one set), as was seen 
in art. 34. In order that this set may be left invariant by R we find 
that R= S*. Hence, G coincides with K. 

In the group 27° of order 25920, we have Ga¢.3—40, and a 
single invariant set of 40 linear expressions (art. 36). A group G, con- 
taining 27° self-conjugately must contain a substitution leaving invariant 
a given sub-group of order 3-216 and also the set of 40 linear expres- 
sions. We readily find that G coincides with Gy;o.5. — 

40. » Results for the collineation-groups in 4 variables. — A complete 
; list of the primitive collineation-groups in 4 variables has now been 
; obtained. Using the classification given in the introduction for such 


‘ groups, we tabulate them as follows: 

J. Groups having intransitive self-conjugate sub-groups, 7 types: 
e 1°—7°, articles 1—3. 
4 II. Groups having imprimitive self-conjugate sub-groups, 9 types: 
1 13°—21° articles 7—8. 
2 III. Groups which are simple, 6 types: 22°—27°, article 33. 
t IV. Groups having primitive self-conjugate sub-groups, 8 types, 
e distributed as follows: 
e 5 types containing self-conjugately groups under I, namely 
7 8°—12° article 4; 
t 3 types containing self-conjugately groups under IV, 
u namely 28°—30°, article 37. 
it No two of these 30 types are transformable one into the other, and 
, any given finite, primitive collineation-group in four variables is transformable 


into one of these types. 





G. Konossorr. 


Uber Behandlung zyklischer Systeme mit Variationsprinzipien, 
mit Anwendungen auf die Mechanik starrer K6rper. 


Von 


G. Ko.ossorr in Jurjew (Dorpat). 


In den Sitzungsberichten der Berliner Akademie v. J. 1888 hat 
Herr H. Minkowski eine interessante Abhandlung iiber die Bewegung 
eines starren Kérpers in einer Fliissigkeit publiziert. Von den sechs 
Kirchhoffschen Differentialgleichungen des Problems der kriiftefreien Be- 
wegung eines starren K6rpers in einer Fliissigkeit nimmt er die drei ersten: 


aU dV aw 


(1) ay = 1V —aW, qq ~PW-—rU, 7, =—qU—pV, 


wo p, q, r die augenblicklichen Drehungsgeschwindigkeiten des Kérpers 
um die Achsen eines mit dem Kérper starr verbundenen Koordinaten- 
systems und U, V, W die in der Richtung derselben Achsen genommenen 
Komponenten der Resultante des augenblicklichen Impulses sind, wihrend 
(P, Q, R) das Drehmoment des Impulses um die im Kérper festen Achsen 
bezeichnen soll. Die Differentialgleichungen der Bewegung haben alsdann 
das Integral 


(2) UP + VQ+ WR = const. = JJ;. 

Mit seiner Hilfe driickt Minkowski p, g, r als Funktionen von U, V, W 
, au av aw ' 

7 a? 


Dann fiihrt er die drei gefundenen Werte fiir p,q,r in die drei 
ietzten Differentialgleichungen der Bewegung ein, nimmt statt u, v, w 
zwei Argumente e¢,, ¢, derart, daB das Integral der Differentialgleichungen 
der Bewegung 
(3) U? +V? + W? = const. = J? 
identisch erfiillt wird, und kommt zu zwei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung fiir e, und e,, die folgende Auslegung gestatten: ,Man fixiere 
einen beliebigen Punkt und eine beliebige Richtung im Korper. In einem 
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Zeitelement dt sei de der Weg des Punktes lings der unveriinderlichen Achse 

des Impulses, do, der Weg der Richtung um diese Achse---. Die GréBen 

e, und e, sind innerhalb einer beliebigen Zeitperiode solche Funktionen - --, dap 
do =0, 

wo 


© = { Tdt—Jdo— J, do, 


ist* (T ist die lebendige Kraft des Systems). 

Dieses Verschwinden der ersten Variation entspricht einer neuen und 
sehr anschaulichen Minimaleigenschaft des Problems der Rotation fiir den 
Fall, daB keine Krifte wirken. Diese Eigenschaft, welche Minkowski, wie 
er angibt, durch eine umstindliche Rechnung gefunden hat, ist jedoch 
nichts anderes, als der Larmorsche Satz (London Math. Soc. 1884), und 


die Funktion T7— J = —d, te die ,,modifizierte Lagrangesche Funktion“*) 
des Problems der Rotation. In der Tat, die sechs Differentialgleichungen 


der Bewegung entsprechen dem Hamiltonschen Prinzip 
ty 
6 {(T+U)dt=0, 
to 


wo U das Potential der auBeren Kriifte ist und, da hier keine Kriifte 
wirken, gleich 0 wird. Wir nehmen jetzt als im Raume festes Koordi- 
natensystem ein rechtwinkliges System O0=, OH, OZ, von welchem 0Z 
(fiir unseren Fall, da® keine Kriifte wirken) mit der im Raume stets un- 
verinderlichen Richtung der Achse des Impulses zusammenfillt, fiihren 
in die Differentialgleichungen die drei Eulerschen Winkel ~» = 6,, #, p 
ein, welche durch das im Kérper feste Achsensystem mit den Achsen 
0=, OH, OZ gebildet werden, und bezeichnen die Koordinaten des An- 
fangspunktes des im Kérper festen Achsensystems «, y, 2 durch &, 4, = 6. 
Die Differentialgleichungen der Bewegung ergeben dann die Integrale 
oT oT 


a7 = => = Const.= J, 
ow 06, 
oT oT 
apr = n> = const. =—ZJ, 
0g do 


welche mit den Integralen (2) und (3) itibereinstimmen. 
Modifizieren wir nun die Lagrangesche Funktion des Problems (7) 
mit Hilfe dieser Integrale, so erhalten wir 


h 


6 (r- J, — 74) at =0, 


was dem Minkowskischen Satz entspricht. 


*) E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Kérper IJ, § 450, pg. 331. 
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Wir haben also hier nach dem Verfahren von Larmor eine Minimal- 
eigenschaft abgeleitet, welche mit der von Herrn Minkowski gefundenen 
identisch ist. 

Herr Minkowski bemerkt in seiner Arbeit, daB sich fiir den Fall des 
Problems der Rotation eines schweren starren Kérpers um einen festen 
Punkt ein ahnlicher Satz beweisen laBt. Mit Hilfe der Theorie der Modi- 
fikation werden wir in der Tat einen ihnlichen Satz nicht nur fiir den 
Fall der Rotation eines schweren Kérpers um einen festen Punkt beweisen, 
sondern fiir jeden Fall der Rotation wm einen festen Punkt, in welchem 
in einer Ebene der Flichensatz besteht. Nehmen wir niamlich die Z-Achse 
senkrecht zu dieser Ebene; dann muB8 das Moment aller Krifte um diese 
Achse verschwinden und das Fliichenintegral nimmt die Form an: 

on ) — const = 1. 
Modifizieren wir die Lagrangesche Funktion mit Hilfe dieses Integrals, 
so erhalten wir: 


(4) of (r+0-1%) ato. 


Die Methode von Herrn Minkowski hat jedoch den Vorzug, das 
Problem der Bewegung eines starren Kérpers um einen festen Punkt auf 
ein Problem der Punktmechanik zu reduzieren. Zum Zweck der gleichen 
Reduktion nehmen wir statt der Eulerschen Winkel ~, m, # drei neue 


Variable 


1 Bi, 
L= va cos (Zz) = — Wa sin # cos @, 
1 Bait, ’ 
y= cos (Zy) = — sin # sin 
I~ 5 (Zy) VB P; 
i eee ee (Zz) = 1 cos 8 
ve eo ye 


welche der Gleichung 
(5) Az? + By + C2? = 
identisch geniigen. Als Achsensystem, welches im Kérper fest ist, waihlen 
wir die Hauptachsen im festen Punkt und A, B, C seien die Trigheits- 
momente. Dann erhilt die lebendige Kraft des Kérpers die Form 
Bai dz\? dy\* dz\* 
1 (45? 4+ Bo? + Or) —2 vis 4BO| (7) + (3) + (i) | 
g 41 q eek Ata? + Bey? + C22 


Indem wir nun in das modifizierte Hamiltonsche Prinzip (4) die GréBen 
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lx a lz — ‘ 
2. ¥, a: Se. ee oe wy, d einfiihren, erhalten wir einen Ausdruck 
» Ys “> at? at? dt art hed , ? 


welcher fiir den Fall 1 = 0 folgende sehr einfache Form annimmt: 


H 2 ft Bol \+ y+ (32) + (4) 


©) I (us) + + C*z? “7 di= 0. 


d Diese Form ist dem Hamiltonschen Prinzip fiir die Bewegung eines 
p materiellen Punktes ganz analog. Wenn wir die Léisung des Variations-, 
2 problems (6) auf Integration einer partiellen Differentialgleichung zuriick- 


fiihren und statt der rechtwinkligen die elliptischen Koordinaten 4, und 4, 
an der Oberfliiche des Ellipsoids (5) heranziehen, so erhalten wir die 
Differentialgleichung : 


' (7) #4,4, teas: Gr) t eas 8 (2) | a +6, 
wo 


ot) (£4) (49) 4) 
ist. 


Das vollstiindige Integral dieser Gleichung kann, falls 


Aa, 


(8) ue uP ic Ay 


{ O(a) — (ag) ] 


cea —_— iP Ge 


ist, ii der Form 


fev 


V2 Vor) 


>| 





+0 "Vi, V—0a)—*h +0 
Ld > Pa “Net 


v2 Ve (Ay) 


hingeschrieben werden. 
Die Integrale der Differentialgleichungen der Bewegung nehmen dann 


die Form an 


4, di, A, di, 
| = — = const., 
} ak Vo(t,) VOL, —h—i, O42,) +f Foes ~h— 1, O(,) 


da di 
+ ; = 2/2 (t—t). 
. lr ) VC, —h—1,%(2,) fom ) VC, ra eet , O(A,) V ( iy 


Auf diese Weise erhalten wir, bei (1) = const.><A, die Lésung des 
Problems der Rotation, wenn 

U = const. >< (A?2?+ B*y®? + C*2*) 
= const. >< (A cos? (Zx) + B cos® (Zy) + C cos® (Z2)) 











236 


G. Kouossorr. 


ist. Es ist dieses das Problem von de Brun*), welches, wie Herr Stekloff 
nachgewiesen hat**), mit dem Problem von A. Clebsch***) iiber die 
Bewegung eines Kérpers in einer Fliissigkeit identisch ist. Die hier 
durch die Formeln (9) gegebene Lésung (1 = 0) stimmt mit der von 
Herrn H. Weber?+) gegebenen iiberein. 

Bei (4) = const. >< 4? erhalten wir eine Lésung fiir den Fall 


U = const. (A cos? (Zx) + Beos® (Zy) + C cos? (Z2)) 


: sin® (Z2)) 


( S aint (Zax) + = sin? (Zy) + a 


A 


const. 


und bei (4) = —5,~ fiir den Fall 

yo ee ee 

7 an (Zx) + Zn ey + o sin witha 
A cos? (Za) + B cos? (Zy) + C cos* (Zz) 


usw. 


U = const. * 


Es la8t sich nun folgende Bemerkung iiber die Modifikation der 
Lagrangeschen Funktion machen, wenn es sich um ein mechanisches 
Problem handelt, das die Integrale 
o(T +0) 


oy 


e(T+ U) 


Cog 


(10) = const. = l,, = const. = /, ++) 
zulaBt und der Fall /, = 1, = 0 zu untersuchen ist, bei dem die Integrale 
(10) die Form 
a(T+U) _ a(T+U) _ 

(11) rs See 
annehmen. Werden in dem unter dem Integralzeichen des Hamiltonschen 
Prinzips stehenden Ausdruck 7+ U die Variablen yw’, »’ mittels der 
Integrale eliminiert und die so gebildete Funktion durch [7+U] be- 
zeichnet, so ist t, 
é/|T+U]|dt=0, 
t 


° 


da in der modifizierten Funktion die Glieder 


dy dg 
ha oa } 
verschwinden. 


*) Appell, Traité de Mécanique rationnelle II art. 500, pg. 449. Kobb, 
Bulletin des sciences mathématiques t. XXIII. 
**) Remarque sur un probléme de Clebsch... Journal de Mathématiques 1903. 
***) Math. Annalen III. 
+) Math. Annalen XIV. 
++) Hier sind nur zwei Variablen angefiihrt; doch ist die Theorie natiirlich auch 
bei einer beliebigen Anzahl derselben richtig. 





-— = © 








Variationsprinzipien bei zyklischen Systemen. 2937 


Diese Regel bleibt auch richtig fiir den Fall, daB partikuliére Liésungen 
der Differentialgleichungen der Bewegung von der Form (11) bestehen, 
vorausgesetzt, daB diese nicht Spezialfille von Integralen der Form (10) 
sind. Auf diesem Wege liBt sich das Hauptresultat des Hess’schen Falles 
der Bewegung eines starren Kérpers unter dem HinfluB gegebener Kriifte 
und Reaktionen der Zwangsverbindungen*) beweisen. Diese Krifte und 
Reaktionen sind hier der Bedingung unterworfen, dab die Momente der- 
selben um die Senkrechte P zu den Kreisschnitten des reziproken Triig- 
heitsellipsoids (im Schwerpunkt) verschwinden. Dann ergeben die Dif- 
ferentialgleichungen die Lésung 
(12) Aap + Cyr =0 
(a, B, y sind die Richtungskosinus der oben erwihnten Senkrechten P 
in bezug auf die Hauptachsen im Schwerpunkt; p, g,7 sind die augen- 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeiten des Kérpers um dieselben Achsen; 
A, B,C sind die Haupttrigheitsmomente im Schwerpunkt und es ist 
A>B>C). Drehen wir nun die Hauptachsen um die Achse des 
mittleren Haupttriigheitsmoments und bringen die neue z-Achse mit der 
Senkrechten P zum Zusammenfallen, dann kann die Lisung (12), da ihre 
linke Seite die WinkelbewegungsgréBe des Kérpers um die Senkrechte P 
oder um die neue Achse Z darstellt, in die Form gebracht werden 

2) or a(T+U0) 
(13) tg 7 ag =O 
wo T' die lebendige Kraft des Kérpers und einer der Eulerschen Winkel 
~, ®, m ist, welche die neuen Achsen mit den festen Achsen O=, OH, OZ 
bilden. Wir kénnen nun g’ mittels des Integrals (13) oder (12) in dem 
unter dem Integralzeichen des Hamiltonschen Prinzips stehenden Ausdruck 
7+ U eliminieren. Dann nimmt dieser Ausdruck die Form 


1 — — 
5 Me + 5 Bir +a) + U 


an, wo M die Masse des Kérpers und v die Geschwindigkeit des Schwer- 
punkts bezeichnen. Das modifizierte Hamiltonsche Prinzip kénnen wir 
in der Form 


t 
| [2 (ptt 9%) + = Mv? + U]dt =0 
to 


schreiben und folgenden Satz aufstellen: 

*) Der Hess’sche Fall der Bewegung eines schweren starren Kérpers (F. Klein 
und A.Sommerfeld, Theorie des Kreisels p. 374 ff., Kap. V, § 9) und dessen Verall- 
gemeinerungen (G. Kolossoff, Gdtt. Nachr. 1898; G. Kolossoff, On a case of motion 
of a rigid body, Messenger of Mathem. 1901). 
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Wenn es sich um die Untersuchung der Bewegung von P handelt, so 
kinnen wir die ganze Masse des Korpers in P konzentriert denken, wobei 
wir sie so zu verteilen haben, daB ihr Triigheitsmoment in bezug auf den 


Schwerpunkt = B ist. ’ 
Nachdem hier die Modifikationen des Hamiltonschen Prinzips besprochen 
sind, erscheint es zweckmibig, auch die Anwendung einiger anderer Methoden 
zum Ubergang von einem kanonischen System von Differentialgleichungen 
zu einem anderen zwecks Lisung von Problemen aus der Mechanik starrer 
KGérper zu geben. 
Die lebendige Kraft eines um einen festen Punkt rotierenden Kérpers | 
ist unter der Annahme, daB die im Kérper festen Achsen mit den Haupt- 
achsen zusammenfallen: i 
2T = Ap’? + Bq? + Cr? = (A sin® & cos’ m + B sin? d sin® g + C cos* p) y’? 
+ (A sin® m + B cos p)d* + Cop’? + 2y' 8 (B— A) sin @ sin @ cos » ' 
' 
+ 2Cy'g’ cos #. 
Das Moment der fiuBeren Kriifte um die im Raume feste Achse 0Z setzen 
wir = 0; dann ergeben die Differentialgleichungen der Rotation das Fliichen- 
integral 
oT ’ _ ° os eum a 
(14) a = wy (A sin’ 2 cos* » + Bsin® # sin® m + C cos? @) 
+ 8 (B—A) sin @ sin p cos g + Cg’ cos # = const. = l. 
Setzen wir 
oT . 
Be = 55 = Cr, 
or athena’ ' 
fy“ ig ~~ Ap sin @ cos g + Bq sin# sin m + Cr cos @, 
oT ‘ 
Seek dom Ap sin m + Bq cos g, 
so folgt leicht 
iy , CO8 P( Py — Py 008 #) j 
Ap = ps sin y — s+ . 
(15) (Py — Pg £08 #) sin p 
Bq = —% “+ 4 COS g, 
ee ' 
Cr = py. / 


Die Jacobi-Hamiltonsche partielle Differentialgleichung ist, wenn die Kriifte 
eine Kriaftefunktion U besitzen, 
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1fisavy?, 1 fav (77 —Z cos #/) ) sin : 
(16) 4 \c (a_) + B\ Ge C8 P+ in ) 


1 (av (Fe 35 cos #) cos g 
+313 sin @ — ne )| = U+h. 
Gehen wir nun zu den neuen Variablen w, v iiber, indem wir annehmen, dab 
A®p? + — = F(u, v), 
= O(u, v), 
wo F' und ® beliebige biatiioa sind. Dann erhalten wir mit Hilfe 
der Ausdriicke (15) und des Flichenintegrals (14): 


a (lL — ®(u, v) cos #)* 
Ps = Vi X% #) — sin? d 
Mittels der Funktion 


1(uU, %, p, F) = O(u, v)@ +f VF v) — ia as ee. ie 


sin® 
fiihren wir an Stelle der Variablen g, @, Py, Po die Variablen u, v, p,, p, 
nach den Jacobischen Formeln ein: 











Py= = = D(u, v), 
~~ Te, Pe _ —Ou, ») cos)" 
a= oe =, V Fu, v) sin” 29 ’ 
OF 9 4— O™, v) cos #) one oo 
i By 9 - 
1 i=  S<—95- fh ——— a8, 
ou P 5 u 3 Ou, 0) ¢ cos #)? 
Fs) — sin? 
+ > — Ou, v) cos #) met 
L a “ie sin? dv 
Po av : (— ou, v) cos #)* 
F(u, v) — — —_" 


Diese Integrale kénnen durch Logarithmen dargestellt werden. 

Auf diesem Wege kénnen wir den Goriatschoffschen*) Fall der 
Rotation eines starren Kirpers um einen Punkt behandeln und die 
Tschaplyginschen**) Formeln der Reduktion des Problems auf ultra- 


*) D. N. Goriatschoff, Mosk. Math. Gesellschaft 1900. 

“*) 8. A. Tschaplygin, Arbeiten der phys. Sektion der Moskauer Kais, Ges. der 
Freunde der Naturkunde 1901. Diese Formeln sind von 8. Tschaplygin mit Hilfe 
eines vierten Integrals 


r(p* + q*) + ap cos d = const. 
erhalten worden. 
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elliptische Funktionen erhalten. Wir haben hier A = B=4C (wir kénnen 
A=B=1, C=/# setzen), 1=0, U=acos (Zx) (der Schwerpunkt liegt 
in der Ebene der gleichen Haupttriigheitsmomente). Die Differential- 
gleichung (16) nimmt hier die Form 


: (Gn) t ; (25) + (“) cot* o||- asin # cos m + h 


Setzen wir in den Transformationsformeln (17) 


a ai ce 


an. 


O(u, v) =i(u+v), 
F(u, v) = 4uv, 
so erhalten wir: ‘ 
p, = i(u+0), 
py = Vane + ot oP ais, 
~— “oo et eros. ds 
J V4uv+ (u+v)* cot? e 
=—igp+lg {a cos #[(v-+u) cot @ + V4uv+(u+v)? cot?d] + 2uasin a} ‘ 
gin ig ; 2u tet v) cot? + dg 
V4uv-+(u+v)? cot? @ 
—ip+lg la cos #|(v+u) cot + V4uv+(u+ov) cot? | + 2vasin a} ; 
Hieraus folgt: 





~~ 


EE SE 


I 


~<— 


[ou +iv — a cos @{(v-+u) cotg & + V4uv+(u+v)*cot?#} +2uasin®, 


(18) 
lerotiv —a’cos & #} (v +) ) cotg + V4uv+( u+v) 2cot?e | +2vasin?, 


ePu —_ @Pv , ae ; bates ; ‘ 
ioe” sin de?! = — sin 9 cos m + 7 sin # sin g, : 
(» ePu — were )e? 
nt i = cos B. 
a\v—u){ (vu) cot # + Vauv +(u+o cot? a} 
Durch Multiplikation der Gleichungen (18) erhalten wir 
ete tPutPe — a? (+4) cot d 4 V4uv + (u+v) )? cot? &)* q 
oder } 
é? =m v 
a((v-++-u) cot @ 4 Viuv + (u + v)* cot? #) r 
Man erhiilt so 
ru — ” 


(uw—v) 


sin? # = 1 — cos? # = + (ute-Pu — y%e-Pe) 





‘ mae ; _sin® @ 9, wre” Pu — yte” Pe 
- sin # cos m — isin # sin Q = = * 2a ———. 
sin oe oe 
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Daraus folgt 


: a{1 ePu— ee ure Pu — pte Po | 
9 
8 _ — ——— + 2a —— . 
isin # cos p 2 |2a  u—v 7 sage | 





Die Gleichung der lebendigen Kraft, ausgedriickt durch die neven Variabelen, 
nimmt die Form an: 

1 ePu — Po + da? (ute Pu — vte?e) 
a u—v 


— + (wuv+ v%) +- = h 
oder 
— (u®— v4) + : (ePu — eo + 4a®(ute- Pu — y2e-Pe)) = 2h(u—v). 

Die partielle Differentialgleichung lautet nach Einfiihrung der neuen 
Variabelen 


av av 
1 . _ 
(19) (- wu? + — "+ 2a®ure @u—2h “) 





» eV aV 
| P ae a 
— (— v + = ef + Zatyte °° — 2h °) = 0. 
Zur Integration dieser Gleichung kénnen wir annehmen, daB 
1 _av 
—y4et ; ev +2a@we °“—2hu =f, 
: 1 oV oF 
—v+ <6" + 2a*%v%e °° — 2hv =T 
| . 
ist, wo [ eine willkiirliche Konstante darstellt. 
Daraus 
bie 9 nee ee ese 
oa = Wg (ue + 2hu + P+V(u8+2hu+P)?—4a?u?), 
x oV , seieiaitcamenaintdiiremeeentinanaiaattianastiticnbaienttaile 
7 35 = lg(v° + 2hv+T+ V(e'+2he +1)? —4a?v*). 


Das vollstindige Integral der Differentialgleichung (19) lautet: 


V = { lg (u8 + 2hu+F + V (w+ 2hut+ly® — 4a®u®) du 











4 + } lg (v3 +2ho+PF+ V(w8+2he +f)? — 4a*v°) dv. 
y Die Integrale des Problems der Rotation nehmen dann folgende Form an: 

OV 7 du * dv 

ap = 2 a a anos ot : = st. 

or 7 V(u'+ 2hu+fy*—4atu? +f V(v? + 2hv+P)? — 4a*%v? re 7 
| . { Qudu “ 7 2Qvdv nual 

Oh) Vw 2hu+P)?—4a2u? Se Qhet+fi—4atv® 





Dieses System stimmt mit dem ultraelliptischen System von S. Tschaplygin 
liberein. 





Mathematische Annalen. LX. 








242 E. Meyer. 


Uber das in der kinematischen Geometrie auftretende Nullsystem. 
Von 
Eugen Meyer in Charlottenburg. 


Wird ein raumliches System durch eine Bewegungstransformation, 
die nicht eine Translation oder eine Rotation um eine Achse ist, in sich 
iibergefiihrt, so ist, wenn dadurch der Punkt A nach A’ kommt, der 
Mittelpunkt der Verschiebungssehne AA’ der durch ihn gehenden Normal- 
ebene von AA’ nach Chasles bekanntlich in einem linearen Nullsystem 
zugeordnet. Vom Standpunkt der Kinematik liBt dieser Satz nichts zu 
wiinschen iibrig, von demjenigen der projektiven Geometrie aber betrachtet, 
ist die Frage nach seiner Tragweite offen geblieben. 

Da jede der genannten Transformationen sich durch eine Schrauben- 
bewegung um eine bestimmte Grade, die Hauptachse des Nullsystems, 
bewirken laBt, so gehért sie zu denjenigen besonderen Kollineationen, fiir 
die zwei reelle Eckpunkte des Haupttetraeders zusammenfallen. Es liBt 
sich daher jener kinematische Satz in folgender von metrischen Begriffen 
freien Fassung aussprechen: 

Es sei K eine eigentliche Kollineation, die die wunendlich ferne 
Ebene ¢,, und in ihr den imaginiaren Kugelkreis in sich iiberfiihrt und 
auBerdem einen einzigen reellen Punkt dieser Ebene, aber keinen im 
Endlichen gelegenen Punkt ungeiindert liBt. Sie fiihre den beliebigen 
Punkt A in A’ iiber, AA’ schneide ¢, in A,; A, werde von A, durch 
A und dA’ harmonisch getrennt und a@ sei die Polare von A, in bezug 
auf jenen Kugelkreis. Dann sind A, und die Ebene (A,a) in einem 
linearen Nullsystem einander zugeordnet. 

Nun 1liBt dieser Satz offenbar eine Verallgemeinerung insofern zu, 
als fiir <,, eine beliebige im Endlichen gelegene Ebene « und an Stelle 
des imaginiiren Kugelkreises ein beliebiger in « liegender, nicht zerfallen- 
der Kegelschnitt §° eingefiihrt werden kann. Aber neben dieser einen 
Beschriinkung, die sich auf ,,das Absolute“ bezieht, enthilt der Satz noch 
folgende anderen: 
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1) die Punktgruppe (4 A’A,4,,) soll zu jeder aus einem beliebigen 
anderen Punkt P sich ergebenden nicht nur prdjektiv, sondern diese 
Gruppen sollen harmonisch sein, 

2) die Kollineation K gehért zu denjenigen, fiir die von den vier 
sich selbst entsprechenden Punkten zwei zusammenfallen, 

3) von den drei sich selbst entsprechenden Punkten der Kollinea- 
tion K in der Ebene «,, liegen zwei auf f® und ihre Verbindungslinien 
mit dem dritten sind Tangenten von f®; in diesen dritten Punkt sind 
zwei Ecken des Haupttetraeders von K zusammengefallen,*) 

4) die Kollineation K gehért zu denjenigen, die den Kegelschnitt © 
in sich iiberfiihren, fiir welchen A, und A konjugiert sind. 

Fiir die eigentlichen Kollineationen, die hier allein in Betracht kommen, 
ist die Bedingung 3) in 4) enthalten. 

Zweck der nachfolgenden Uberlegungen ist der Nachweis, da8 von 
diesen Beschriinkungen fiir das Auftreten eines linearen Nullsystems die 
zweite und dritte tatsiichlich notwendig sind, die vierte jedoch nicht er- 
fiillt zu sein braucht; da® ferner das Doppelverhiiltnis (AA’A,A,,.) einen 
durch K und £ eindeutig bestimmten Wert haben muB, der gleich (—1) 
ist, wenn der Bedingung 4) geniigt wird. 

Wir nehmen das Ergebnis unserer Uberlegungen voraus: 

Es sei eine Kollineation K gegeben, die vier, aber nicht mehr als vier 
verschiedene, nicht in derselben Ebene liegende Punkte, von denen zwei 
imagindy scin kinnen, also auch eine reelle Ebene « in sich iiberfiihrt, ferner 
in dieser ein beliebiger Kegelschnitt €°) und auBerdem eine konstante Zahl 
k21. Man stellt eine Nullkorrelation in folgender Weise her. Zwei in K 
entsprechende Punkte A und A’ werden verbunden, zu ihrem Schnittpunkt 
mit der Ebene «, A,,, die Polare in bezug auf €, a, konstruiert, A, 
auf AA’ so bestimmt, dab (A,,A,AA’) =k ist, und dann dem als Element 
eines Raumsystems X betrachteten Punkt A, die Ebene (A,a) als Element 
des Raumsystems 2X, zugeordnet. Die so erhaltene Nullkorrelation N ist 
ein-eindeutig und quadratisch; einem Punkte, einer Punktreihe 1. 0., einem 
Punktfelde von & entspricht im allgemeinen cine Ebene, ein Ebenenbiischel 
2. 0., ein Ebenenbiindel 2. O. in &,; einer Ebene, einem Ebenenbiischel 
1. O. (einer Geraden), einem Ebenenbiindel 1. O. (einem Punkte) von &, 
entspricht im allgemeinen ein Punkt, eine Punktreihe 2. O., eine Fliiche 2. 
in &. Dafiir, dag die Korrelation linear wird, ist notwendig und hin- 
reichend, daB in der Ebene « des Haupitetraeders von K zwei seiner Ecken 
in einen Punkt T zusammenfallen, dap €°) die Verbindungslinien von T 

mit den beiden andern in «é sich selbst entsprechenden Punkten T, und T, 





*) Vgl. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie II, Gittingen 1893, S. 200 f. 
16* 
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in T, und Ty, beriihrt, und schlieBlich, daB k einen einzigen durch K und 
EF) bestimmten Wert erhilt. Dieser wird gleich —1, wenn die Kollinea- 
tion K €°) in sich tiberfiihrt. 

Das allgemeine riiumliche Nullsystem 2. Grades ist zuerst von 


Herrn A. Ameseder*) behandelt worden. Das hier vorkommende scheint 
mir ein neues Beispiel fiir die allgemeinen Erérterungen jener Arbeit zu 
bieten. Im folgenden habe ich die Eigenschaften dieses Nullsystems, 
ohne auf jenen Aufsatz mich zu stiitzen, aus seiner Entstehungsweise 
za entwickeln gesucht. In bezug auf die genauere Betrachtung der 
Singularitiiten des Systems (vgl. unten Nr. 3) darf ich aber wohl auf 
Herrn Ameseders allgemeine Untersuchungen verweisen. 

Im folgenden wird in Nr. 1 gezeigt, daB die Nullkorrelation N ein- 
eindeutig ist, in Nr. 2 ihr quadratischer Charakter aufgezeigt und schlieB- 
lich in Nr. 3 der singuliire Kegelschnitt des Nullsystems nachgewiesen, 
und untersucht, wann das Nullsystem linear wird. 


1. 

Es sei zunichst K eine Kollineation, die nicht alle Punkte einer 
geraden Punktreihe, aber mindestens eine reelle Ebene « in sich iiber- 
fiihrt; dann liegt in dieser mindestens ein sich selbst entsprechender reeller 
Punkt 7 und eine sich selbst entsprechende reelle Gerade ¢; auBerdem 
ist noch ein reeller sich selbst entsprechender Punkt EK vorhanden. Wir 
nehmen an, daB 7’ nicht mit ¢ und E nicht mit ¢ inzident ist. Ein 
Element, das einem andern, A, in K entspricht, soll stets durch denselben 
Buchstaben, unter Beifiigung eines Strichs bezeichnet werden (A’). Dann 
beweisen wir zunichst: 

Fiir jeden beliebigen Punkt A, gibt es immer ein und im allgemeinen ein 
einziges reelles Paar von Punkten AA’ von der Beschaffenheit, dap A, auf AA’ 
liegt, und dap, wenn AA’ eine Ebene «, die von K in sich iibergefiihrt wird, 
in A,, trifjft, die Punktgruppe A,,A,AA’ ein vorgeschriebenes Doppel- 
verhiiltnis k 21 hat (zu einem beliebig gegebenen Punktquadrupel einer 
Geraden projektiv ist). 

In der Tat, die durch A, gehenden Strahlen des von K erzeugten 
tetraedralen Komplexes bilden einen Kegel 2. Grades R®. Er wird durch 
K in einen andern Kegel 8’ transformiert, dessen Spitze A,’ auf R© 
liegen muB, da A, A,’ ein Komplexstrahl ist. Die beiden Kegel schneiden 
sich auBer in A, A,’ noch in einer durch A, und A,’ gehenden kubischen 
Raumkurve f®’, die als Ordnungskurve des Komplexes siimtliche Haupt- 
punkte enthilt.**) Sie werde durch die zu K inverse Kollineation K~' 
*) Journal f. Mathem. Bd. 97, S. 62 ff. 

**) Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl. III, S. 8. S. 3. 
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ul i in £ tibergefiihrt. Da f° auf R®” liegt, so liegt { auf R@ und zwar 
a- gehéren je zwei entsprechende Punkte der beiden Raumkurven demselben 

Strahl des Kegels R® an. f geht durch A, und durch die Hauptpunkte 
mn des Komplexes. Nun werde f® in f transformiert durch eine perspektive 
ut Kollineation (Homologie), fiir die A, Zentrum und « Ebene der Homo- 
an logie sind, und fiir die das konstante Doppelverhiiltnis (P,A, PP’) =k 
'S, ist, wenn PP’ beliebige entsprechende Punkte dieser Kollineation und | 
se P, der Schnittpunkt von PP’ mit « ist. f liegt auf R® und geht | 
er durch A, und durch die drei in ¢ liegenden Hauptpunkte des Komplexes, 
uf hat also mit f°” auBer diesen 4 Punkten im allgemeinen und hiéchstens 

noch einen fiinften Punkt A’ gemeinsam.*) Dieser Punkt A’ muB reell 
n- sein, da die 4 Punkte, die f und £ auBer A, gemeinsam haben, nur 
B paarweise imaginir sein kénnen, von den drei in « liegenden Haupt- 
n, punkten aber entweder keiner oder zwei imaginir sind. Er kann auch 


nicht mit einem der vier andern zusammenfallen, da sonst sich f* und 
f°) und mithin auch f® und f’ in einem dieser Punkte beriihren miiBten, 
und dies ist unméglich, weil sonst eine Kante des Haupttetraeders Tan- 


r gente einer Ordnungskurve des Komplexes sein miiBte. 

™ Damit ist bewiesen, daB es ein und nur ein Punktepaar von der 
r verlangten Eigenschaft gibt. 

m Es sei’nun in der Ebene ¢ ein beliebiger Kegelschnitt f°) gegeben, 
ir und @ sei die Polare von A,,; dann soll dem Punkte A, des raiumlichen 
n Systems X die Ebene (A,a) des Systems 2, zugeordnet werden. Aus 


n dem hewiesenen Satze ergibt sich, daB diese Verwandtschaft — wir be- 
n zeichnen sie mit N — eindeutig ist. Nur dem Punkte FE ist jede Ebene 
des Biindels FE, und allen Punkten der Ebene ¢ ist die Ebene ¢ zugeordnet. 
n Die vorstehende Ableitung verliert aber ihre Giiltigkeit, wenn der 
I Punkt A, auf einer Fliche B des Haupttetraeders liegt. 
(, Wir nehmen zuniichst an, A, lige nicht auf einer Kante des Tetraeders. 
l- Dann zerfallt der Kegel ®® in zwei Strahlenbiischel, von denen das eine 
rT in B, das andere in einer Ebene y liegt, die durch die Gegenecke B von 
B geht. Zwei Punkte AA’, die fiir A, den im Satze gestellten Anforde- 
n rungen geniigen, miissen nun auf einem Komplexstrahl liegen. 
h } Auf einem Strahl des letztgenannten Biischels aber werden solche 
" Punktepaare 4 A’ im allgemeinen nicht vorkommen. Bringt man niimlich die 
n Ebene » mit 7’ zum Schnitt und sucht zur Schnittgeraden g’ = (y7’) die 
n ihr durch K~' zugeordnete g auf, so schneiden g und g’ jeden der von A, 
- ausgehenden in y liegenden Komplexstrahlen in zwei in K zugeordneten 


Punkten A und A’. Es sind offenbar die einzigen derartigen Punkte- 


*) Reye, Geom. der Lage 3. Aufl. IT, 198. 
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paare auf den Komplexstrahlen. g und g’ miissen sich in B schneiden. 
Bezeichnet man nun die Schnittlinie (ye) mit g,, und A,B mit g,, so 
wird im allgemeinen das Doppelverhiltnis (9, ,9,99') nicht gleich k sein 
und daher auch fiir kein Punktepaar AA’ (A,,A, AA’) =k sein kénnen. 

In dem andern, in B liegenden Biischel wird es dagegen stets ein 
und nur ein solches Punktepaar geben. Denn das Strahlenbiischel mit 
dem Scheitel A, erzeugt mit dem ihm durch K zugeordneten Biischel 
einen Kegelschnitt f’, der durch K~* in einen andern f@ projektiv iiber- 
gefiihrt wird. Sie gehen beide durch A, und schneiden die Gerade (f¢) 
in denselben (reellen oder konjugiert-imaginaéren) Punkten. {f° werde, 
wie vorher die Raumkurve f®, in £@ transformiert durch eine perspektive 
Kollineation, fiir die A, Zentrum und (8) Achse der Kollineation ist, und 
fiir die das konstante Doppelverhiltnis (P,A, PP’) =k ist, wenn PP’ 
_ wieder beliebige entsprechende Punkte dieser Kollineation sind und P, 
der Schnittpunkt von PP’ mit (Be) ist. Nun hat & mit f®” den Punkt A, 
und ihre beiden Schnittpunkte mit (6¢) gemeinsam, also gehért noch ein 
vierter Punkt A beiden an, der reell sein muB, weil imaginiire Schnitt- 
punkte nur paarweise auftreten kénnen. Es gibt also in der Tat ein 
und nur ein Punktepaar AA’ von der verlangten Eigenschaft. 

Betrachten wir nunmehr den vorher ausgeschlossenen Fall. Ist zu- 
niichst A, ein Punkt einer Kante des Haupttetraeders, in welcher sich die 
Flichen y» und 6 schneiden mégen, jedoch nicht eine Tetraederecke, so 
liegt A,’ gleichfalls auf dieser Kante, und die beiden durch K einander 
zugeordneten, in derselben Fliche, etwa y, liegenden Strahlenbiischel A, 
und A,’ erzeugen eine Gerade g’, die von der ihr in K~? entsprechenden 
g in der 6 gegeniiberliegenden Tetraederecke D geschnitten wird. Dann 
aber ist das Doppelverhiltnis der 4 Geraden (DA,,, DA,, g, 9’), (wo A,, 
wieder den Schnittpunkt von AA’ mit ¢ bedeutet) wieder im allgemeinen 
von k verschieden, also wird im allgemeinen auf einem der von A, ausgehen- 
den in y liegenden Komplexstrahlen ein Punktepaar A A’ mit der verlangten 
Eigenschaft nicht vorhanden sein. Das gleiche gilt fiir das in 6 liegende 
Strahlenbiischel. Dagegen wird auf A, A,’ stets ein einziges solches Paar 
auffindbar sein. Denn, sind §% und $f’ die beiden durch K einander zu- 
geordneten projektiven Punktreihen auf der Tetraederkante als Triiger, so 
fiihren wir wieder eine Projektivitiit ein, fiir die A, und 4,, Doppel- 
punkte sind, und fiir die das Doppelverhiltnis (A,,A, PP’) =k ist, wenn 
P und P’ beliebige entsprechende Punkte dieser Projektivitiit bedeuten. 
Fiihrt die letztere % in 8% iiber, so haben die beiden projektiven Reihen 
$ und $’ in A,, ein reelles Doppelelement, also im allgemeinen noch 
ein zweites reelles Doppelelement A’, das zusammen mit 4 wieder ein 
Punktepaar bildet, fiir das (A,,4A, AA’) =k: ist. 
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n. Ist schlieBlich A, eine Tetraederecke, so fallen A und A’ mit ihr 
sO zusammen. 
in Damit ist der am Anfang dieser Nummer ausgesprochene Satz fiir 
D. alle Falle bewiesen. 
in Fragen wir weiter, wieviel Punkte von X durch die Verwandtschaft N 
uit jeder Ebene von 2, zugeordnet werden. Sei « eine Ebene von 2, a ihre 
el] : Schnittlinie mit ¢, A,, der Pol von a@ in bezug auf f©. Der Ebene « | 
r- kénnen jedenfalls nur solche Punkte entsprechen, die auf einem Strahle 
é) des von A,, ausgehenden, nicht in ¢ liegenden Komplexstrahlenbiischels 
e, 1. O. liegen. Bringt man nun wieder die Ebene # des Biischels mit 
ve zam Schnitt und sucht zur Schnittgeraden g’ = (@@’) die ihr durch K-! 
id mgeordnete q auf, verbindet den Punkt E = (gg’) mit A,, und bestimmt 
4 eine durch FE gehende in @ liegende Gerade g, so, daB das Doppelver- 
? hiltnis (L.A, 9,99) =k ist, so ist offenbar der Punkt (g,«) der einzige, 
I, : der durch N der Ebene « zugeordnet ist. 
in Die Verwandtschaft ist also ein-eindeutig. 
t- Es gibt freilich noch in der Ebene ¢ eine singulire Punktreihe 2. O. 
7” und im Biindel F ein singulires Ebenenbiischel 2. O. von der Kigen- 
schaft, daB jedem Punkte der ersteren die Ebenen je eines Biischels 1. O. 
“ und allen Ebenen des letzteren die Punkte je einer geraden Punktreihe 
os zugeordnet ‘werden miissen. In bezug auf diese sei auf die Untersuchungen 
” von Herrn Ameseder verwiesen. 
or 
i 2. 
n 
n Wir zeigen nunmehr, daf im allgemeinen jeder Geraden in X durch N 
" ein Ebenenbiischel 2. O. in 2, zugewiesen wird. Es sei | eine beliebige 
n Gerade, jedoch kein Komplexstrahl des durch K erzeugten tetraedralen Kom- 
- plexes. Dann bestimmt die Punktreihe auf / mit der auf l’ eine Regel- 
n schar. Trifft 1 die Ebene « in C, so liegt C’ gleichfalls in ¢ und CC’ 
e ist ein Strahl der Regelschar. Also muB « auch eine Leitlinie der Schar 
r enthalten, sie sei /,,. Ferner sei J, diejenige Leitlinie, die so liegt, daB 
. jeder Strahl der Regelschar von den Leitlinien /,,, /,,/,/’ in Punkten ge- 
0 schnitten wird, deren Doppelverhiltnis / ist. Die Polaren der Punktreihe 
" ' ,, in bezug auf f bilden ein zu ihr und damit auch zur Punktreihe /, 
1 projektives Strahlenbiischel. Verbindet man nun jeden Strahl dieses 
: Biischels mit dem ihm entsprechenden Punkt von /,, so erhiilt man im 
" allgemeinen ein Ebenenbiischel 2. O. 
1 Ist aber 1 ein Komplexstrahl, der nicht durch eine Ecke des Haupt- 
1 tetraeders geht oder in « liegt, so bestimmt die Punktreihe von / mit der 


von U’ ein Strahlenbiischel 2.0., und da der von diesem umhiillte Kegel- 
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schnitt als Komplexkurve simtliche Hauptebenen beriihrt, so muB auch 
die Schnittlinie /,, der Ebene (//’) und ¢ zu dem Strahlenbiischel gehéren. 
Ist nun wieder J, derjenige Strahl des Biischels, der so liegt, daB jeder 
andere Biischelstrahl von /,,,/,,/,/' in Punkten geschnitten wird, deren 
Doppelverhialtnis / ist, so ist auch jetzt wieder vermittels des Strahlen- 
biischels die Punktreihe /,, auf /, projektiv bezogen, und man erkennt, 
daB die Verwandtschaft N auch in diesem Falle den Punkten von /, ein 
Ebenenbiischel 2. O. zuordnet. 

Geht | durch einen der in « liegenden Hauptpunkte, etwa T, so er- 
halten wir statt des soeben erwihnten Strahlenbiischels 2. O. ein solches 
1.0. Ist 1,, der Schnitt von (//’) mit ¢, und ist J, durch jenen Haupt- 
punkt 7 in der Ebene (//’) so gezogen, daB (I,,/, ll’) =k ist, so erkennt 
man, daB auch der Geraden /, im allgemeinen ein Ebenenbiischel 2. O. 
entspricht. 

Geht endlich | dureh E, so schneiden sich die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte von / und /’ in einem Punkte A,, von ¢, und wenn 
man /, wieder so bestimmt, daB (#Y,,, 1,1l') =k ist, so erkennt man, daB 
der Punktreihe /, ein Ebenenbiischel 1. O. durch die Verwandtschaft N 
zugeordnet ist, dessen Trager die Polare von A,, ist.*) 

Jedem ebenen Felde von &X entspricht in N ein Ebenenbiindel 2. O. 
von 2;. 

Ist niimlich y ein ebenes Feld, das durch keinen Hauptpunkt geht, 
so bestimmt es mit 4 ein kubisches Ebenenbiischel, dessen Ebenen ent- 
sprechende Geraden von » und 7 verbinden. Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte beider Felder bilden eine Kongruenz 1. Klasse und 
3. Ordnung, die Achsenkongruenz des Ebenenbiischels**), und dieses selbst 
ist ein Ordnungsebenenbiischel des durch K bestimmten Komplexes.***) Zu 
diesem Biischel gehért auch ¢ als Hauptebene des Komplexes. Fiir jeden 
Punkt A von y bestimmen wir nun, wenn AA’ die Ebene ¢« in A,, trifft, 
denjenigen Punkt A,, fiir welchen (4,,A,A A’) =k ist. Die Punkte 4, 
liegen simtlich in derselben Ebene y,, da die Achsen von den Ebenen 
des Biischels in projektiven Punktreihen geschnitten werden. Es ist somit 
das Feld », kollinear auf ¢ bezogen, wenn man jedem Punkte A, den 
Punkt A,, entsprechen laéBt, und es ist reziprok auf ¢ bezogen, wenn 
man jedem Punkte A, die Gerade a, die Polare von A,, in bezug auf f®, 
zuordnet. Die Ebenen (4,«@) bilden somit als Erzeugnisse zweier rezi- 
proken Felder ein Ebenenbiindel 2. 0. 


*) Vgl. hierzu Ameseder a. a. O. Nr. 22. 
**) Reye, G. d. L. I, 202. 
*) Reye, a. a. O. III, S. 2. 
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Enthalt die Ebene » einen der Hauptpunkte, so zerfillt das kubische 
Ebenenbiischel, den sie mit 4 bestimmt, in ein Ebenenbiischel 2. O. mit 
jenem Hauptpunkt als Scheitel und ein Ebenenbiischel 1. 0. Die 
Achsenkongruenz wird von erster Klasse und zweiter Ordnung.*) Wenn 
aber » eine Tetraederkante enthiilt, so zerfillt das kubische Ebenenbiischel 
in drei Ebenenbiischel von 1. O. und die Achsenkongruenz wird linear.**) 
Da auch in diesen beiden Fiillen die Achsen der Kongruenz von den 
Ebenen der Biischel in projektiven Punktreihen geschnitten werden, so 
bleiben die obigen Schliisse auch hier in Kraft, und auch diesen Ebenen 
entspricht in N ein Ebenenbiindel 2. 0. 

Ausgeschlossen sind allein, wie aus dem Vorhergehenden sich ergibt, 
die Hauptebenen der Kollineation. 

Einer Geraden von &, als Trdger eines Ebenenbiischels 1. O. ist durch N 
eine Punktreithe 2. O. zugeordnet. Das Ebenenbiischel schneidet nimlich « 
in einem Strahlenbiischel 1. O., welchem in dem polaren Felde ¢ mit der 
Ordnungskurve f eine Punktreihe h entspricht. Wir schlieBen zundchst 
den Fall aus, dap h einen sich selbst entsprechenden Punkt von é enthéilt. 

T war der sich selbst entsprechende reelle Punkt der Ebene « fiir K, 
¢t die sich selbst entsprechende reelle Gerade derselben Ebene. Dann gibt 
es zwei projektive Strahlenbiischel, von denen das eine den Scheitel 7 hat 
und in der: Ebene « liegt, das andere den Scheitel KE hat und in der 
Ebene (Ft) liegt, von der Beschaffenheit, daB alle Geraden, die zwei 
homologe Strahlen der beiden Biischel treffen, den tetraedralen Komplex 
bilden.***) Beziehen wir nun die Punkte A,, der Reihe h perspektiv auf die 
Strahlen des Biischels 7, so vermittelt die Projektivitiit zwischen den 
Biischeln EK und 7 auch eine Projektivitiit zwischen der Punktreihe h 
und dem Biischel . Die letzteren beiden Elementargebilde aber erzeugen 
ein Ebenenbiischel 2. 0., dessen Ebenen diejenigen von den Punkten 
von h ausgehenden Komplexstrahlenbiischel enthalten, die nicht in é liegen. 
Zu diesem Ebenenbiischel gehéren auch die Ebene (Eh) = €& und die drei 
in FE sich schneidenden Hauptebenen des Komplexes. Bezeichnet man 
nun den Punkt (hh’) mit Pj, und die zu P{, und P,, gehérigen Ebenen 
des Biischels mit ¢’ und £, so laBt sich das Ebenenbiischel 2. O. auch 
als Erzeugnis der beiden in € bezw. € liegenden konzentrischen, ver- 
mége K projektiven Strahlenbiischel g’ und g mit dem Scheitel FE auf- 
fassen. Denn das auf die letztere Weise entstandene Ebenenbiischel hat 
mit dem erstgenannten die durch E gehenden Hauptebenen und auBer- 


*) Reye, G. d. L. II, 191. 
**) Reye, a. a. O. II, 180. 
***) Reye, a. a. O. III, S. 7. 
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dem £ und ¢ gemeinsam. Alle mit h inzidenten Strahlen des Komplexes 
treffen also je ein Paar entsprechender Strahlen der Biischel g und g’. 

Nun werden aber je zwei Ebenen des Biischels 2. O. von allen andern 
in projektiven Strahlenbiischeln geschnitten. Bestimmen wir nun die 
Ebene €, so, da® das Doppelverhiiltnis des Strahlenquadrupels, das eine 
beliebige andere Ebene des Biischels bezw. aus ££,€£' ausschneidet, gleich k 
ist, so schneidet das Ebenenbiischel aus €, ein Strahlenbiischel 1. O. E(g,) 
aus, das zu ihm perspektiv, also zur Punktreihe hk und mithin zu dem 
urspriinglich in 2, gegebenen Ebenenbiischel 1. O. projektiv ist. Der einer 
Ebene des Biischels von 2, durch N in 2 zugeordnete Punkt ist ihr 
Schnittpunkt mit dem entsprechenden Strahle des letztgenannten Biischels 
1. O. und diese Schnittpunkte bilden also eine Punktreihe 2. O. 

Fiir den Fall, daB h durch eine in « liegende Ecke des Haupttetraeders, 
etwa T, geht, werden diese Schliisse hinfallig. 

Nehmen wir zunichst an, h falle nicht mit einer Kante des Tetraeders 
zusammen. Ist dann h derjenige Strahl des Biischels FH, der in der oben 
erwahnten Projektivitat zwischen den Biischeln FE und JT dem Strahle h ent- 
spricht, so enthalt das Ebenenbiischel 1. O. mit der Achse h alle Ebenen 
derjenigen von den Punkten von h ausgehenden Komplexstrahlenbiischel, 
die nicht in « liegen. Die beiden projektiven Ebenenbiischel h und h’ er- 
zeugen, da sie die Ebene (E?#) entsprechend gemein haben, ein Strahlen- 
biischel 1. O. von Strahlen g’ mit dem Scheitel E. Dieses Strahlenbiischel 
enthalt den Strahl ET als Schnittlinie der Ebene (7h) und der ihr ent- 
sprechenden. Das diesem Strahlenbiischel in K~' entsprechende Biischel 
von Strahlen g hat daher mit ihm den Strahl F7' entsprechend gemein, 
und dieser ist daher die Schnittlinie der Ebenen « und .’ der beiden 
Biischel g und g’. Legen wir nun durch ET die Ebene 1, so, daB 


(Eh, t,00’) =k 


ist, so schneidet das Ebenenbiischel 4 aus 1, ein Strahlenbiischel 1. 0. 
E(g,) aus, das mit dem zu ihm projektiven in 2, gegebenen Ebenen- 
biischel 1. O. wieder eine Punktreihe 2. O. erzeugt- Diese Punktreihe 
aber besteht aus den Nullpunkten der Ebenen jenes in 2, gegebenen 
Biischels. 

Fillt aber h mit einer Tetraederkante, etwa t, zusammen, so schlieBen 
wir folgendermaBen. P und P’ seien zwei verschiedene, in K _ ent- 
sprechende Punkte von ¢, so erzeugen die in (H#) liegenden, vermidge K 
projektiven Strahlenbiischel P und P’ eine Punktreihe 1. O. g’, die E ent- 
halt. Nun ist, wenn man dem Punkte P die Gerade g’ zuordnet, die 
Punktreihe ¢(P) zu dem Strahlenbiischel E(g’) projektiv. Denn sind Q 
und Q’ zwei beliebige verschiedene nicht auf einer Tetraederkante liegende, 
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es in K entsprechende Punkte der Ebene (£7), so erzeugen die beiden in 
F (Et) liegenden projektiven Strahlenbiischel Q und Q’ eine Punktreihe 2. 0., 
mn die Q, Q’ und £ enthalt. Ein Punkt dieser Reihe ist der Schnitt R’ 
ie | von QP und Q’P’, und ER’ ist der Triiger der zu P gehérigen Punkt- 
ne reihe g’. Nun ist das Strahlenbiischel g’ = E(R’) zu jener Punktreihe 
k } 2. O. perspektiv, diese aber auch zum Strahlenbiischel Q(t’), und dieses 
h) f Biischel zur Punktreihe P, also ist das Biischel g’ zur Punktreihe P pro- 
m jektiv. Bestimmt man nun wieder in (Jf) eine durch FE gehende Gerade g, 
er so, daB (EP, 9,99’) = k ist, so bilden die g,, wie wir sofort zeigen werden, 
br ein zur Punktreihe P projektives Strahlenbiischel, und dieses erzeugt 
Is wieder mit dem in 2, gegebenen Ebenenbiischel 1. 0. die Punktreihe 2. O. 
der Nullpunkte dieser Ebenen. 
‘Ss, DaB aber das Strahlenbiischel F(y,) zur Punktreihe ¢(P) projektiv 
ist, zeigen wir folgendermaBen. Die Strahlenbiischel g und yg’ erzeugen 
rs auf ¢ zwei zu ¢(P) projektive Punktreihen ¢($8) und ¢(’). Diese Projek- 
an tivitiiten haben dieselben Doppelpunkte, oder, was dasselbe ist,*) die 
t- zwischen ¢(P) und ¢($) einerseits und zwischen ¢(P) und ¢($’) ander- 
mn seits bestehende Projektivitiéit hat dieselbe ,,Doppelinvolution“, oder auch, 
i, was gleichfalls auf dasselbe hinauskommt, sie sind vertauschbar.*) Waren 
r- nun diese beiden Projektivitiéten invers, so kénnten wir uns auf einen 
n- zuerst von Herrn Pasch**) gefundenen und bewiesenen Satz berufen; daf 
el dieser Satz aber auch fiir zwei beliebige vertauschbare Projektivititen gilt, 
t- geht unmittelbar aus der Ableitung hervor, die Herrn Segre***) fiir den 
el Satz von Herrn Pasvh gegeben hat. Dieser allgemeinere Satz laBt sich 
n, wie folgt aussprechen: 
n Wird einem verdnderlichen Punkte X einer Geraden durch eine Pro- 


jektivitdt ein Punkt Y und diesem durch eine mit der ersteren vertauschbare 
Projektivitit ein anderer Punkt Z zugeordnet, und ein weiterer Punkt R so 
bestimmt, dap das Quadrupel (X YZR) einem festen Gebilde projektiv ist, 


). so besteht auch zwischen der Reihe R und der Reihe Y eine mit jeder der 
n- gegebenen vertauschbare Projektivitit. 
e Einem Ebenenbiindel von 2, schlieBlich entspricht in & eine Fliche 2. O. 
n Denn das Ebenenbiindel schneidet aus « ein Strahlenfeld aus, dem durch 
die polare Korrelation ein Punktfeld in « zugeordnet ist. Zu jedem 
n Punkte des letzteren aber gehért eine Ebene D, welche die nicht in « 
t- liegenden durch den Punkt gehenden Komplexstrahlen enthiilt, in ihr (vgl. 
: *) Vgl. Segre, Journal f. Math. Bd. 100, 8. 321 f. 


**) Journal f. Math. Bd. 91, 8. 349, auch: Vorlesungen iibere neuere Geometrie, 
Leipzig 1882, 8. 134. 

***) a. a. 0. § 7 S. 323, vgl. auch H. Wiener, Rein geometrische Theorie der 
Darstellung bindrer Formen durch Punktgruppen auf der Geraden, Darmstadt 1885. 
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5. 247) ein Geradenpaar gg’ und eine Gerade g, des Biindels F; einer 
Punktreihe des Feldes ist, wie bewiesen, ein Strahlenbiischel 1. O. von 
Geraden y, zugeordnet. Also steht das Strahlenbiindel F in kollinearer 
Verwandtschaft zu dem Punktfeld ¢ und somit in linear-reziproker Ver- 
wandtschaft zu dem in 2, gegebenen Ebenenbiindel. Die beiden Biindel 


aber erzeugen die besagte Fliche 2. 0. 


3. 

Den durch EF gehenden Geraden von & entsprechen, wie wir sahen 
(vgl. S. 248), in 2, Ebenenbiischel 1. O. Fragen wir nun, ob dasselbe 
noch fiir andere Geraden der Fall ist. 

Zu zwei entsprechenden Punkten C und C’ von ¢ gehért (vgl. Nr. 2 
Absatz 1) ein bestimmter Punkt (,, (der Schnittpunkt von CC’ mit /,,), 
der als Schnittpunkt von CC’ mit ¢ anzusprechen ist, d. h. bei reellem 
Haupttetraeder der Punkt, der zusammen mit den Punkten X, Y, Z, in 
denen CC’ die Seiten 7,7,, 7,7, TT, des in ¢ liegenden Hauptdreiecks 
TT,T, schneidet, das fiir den Reyeschen Komplex charakteristische Doppel- 
verhiltnis (C,,X YZ) =A bestimmt. Ist nun C, der Schnitt von /, und 
CC’, also (C,,C,CC’) =k, so gehért zu jedem Punkte (,, offenbar eine 
einzige Gerade, fiir die das genannte Doppelverhiltnis (C,,X YZ) gleich 4 
ist, auf ihr liegt ein einziges Punktepaar CC’ und also auch nur ein 
Punkt C,, fiir den (C,,C,CC’) = k ist. 

Umgekehrt laBt sich zeigen, dap jedem Punkte C, cin einziger Punkt C,, 
zugehért. Das Strahlenbiischel C, in ¢ erzeugt nimlich mit dem Biischel C,’ 
einen Kegelschnitt m®”, der durch K~! in m®) transformiert wird. Beide 
Kegelschnitte gehen durch 7, 7,, 7, und durch C,. Das Biischel C, schneidet 
¢ = T,T, in einer zu ihm perspektiven Punktreihe ¢(P), die projektiv ist 
zu dem Strahlenbiischel 7(s), wenn man jedem Punkte P den Strahl s 
zuordnet, fiir welchen (7 P, TT,, TT,, s) =A ist. Diese beiden Strahlen- 
biischel C, und 7 schneiden sich wieder in einem Kegelschnitt n®, der 
gleichfalls durch 7, 7,, 7,,C, geht. Jeder durch C, gehende Strahl schneidet 
m®, m@”, n®@ bezw. in den Punkten C,C’,C,,. Unter diesen Strahlen gibt es 
aber nur einen, fiir den (C,,C,CC’) =k ist. Denn alle durch C, gehenden 
Geraden C,(w) werden von den Kegelschnitten des durch C,, 7, 7;, 7, be- 
stimmten Biischels in projektiven Punktreihen geschnitten.*) Nehmen 
wir eine bestimmte Gerade u, heraus, so werden auf ihr den Schnitt- 
punkten aller andern Geraden mit m®, m®’, n® immer dieselben drei Punkte 
C, C’, C,,, dem Punkte C, der iibrigen Geraden aber nacheinander alle 
anderen Punkte von wu, entsprechen. Das Doppelverhiltnis (C,,C,CC’), 


*) Steiner-Schréter-Sturm, Theorie der Kegelschnitte 3. Aufl., 8. 228. 
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das die drei Punkte, in denen m®, m®’ und n@ die Strahlen des Biischels 
C,(u) schneidet, zusammen mit C, bilden, durchliuft also alle Werte, 
aber jeden nur einmal. 

Ferner muB wegen der Konstanz der beiden Doppelverhiiltnisse 
(C,,X YZ) und (C,,C,CC’) einer geraden Punktreihe g(C) auch je eine 
gerade Punktreihe g,,(C,,) und g,(C,) entsprechen; denn g(C) und g’(C’) 
erzeugen ein Strahlenbiischel 2. O., dem auch die Seiten des Haupt- 
dreiecks in ¢ angehéren. 

Das aus den Punkten C, gebildete Feld steht also in Kollineation 
za dem aus den Punkten C,, gebildeten Punktfeld und also in Korrelation 
zu dem aus den Polaren von C,, gebildeten Strahlenfeld. Da nun (vgl. 
Nr. 2, Abs. 1) das Ebenenbiischel 2.0. von 2, zu einem solchen von 1. O. 
wird, wenn die Polare von C,, /, schneidet, so ist ersichtlich, dap der 
Geraden |, ein Ebenenbiischel 1. O. entspricht, wenn C,, also auch 1,, mit 
der Punktkernkurve dieser Korrelation inzident ist. 

Herr Ameseder hat gezeigt,*) da® dieser Kegelschnitt mit dem oben 
(S. 247) genannten identisch ist. Er nennt solche Geraden /, ,Ordnungs- 
linien* des Nullsystems. 

Unmiglich aber ist es, dap jeder Geraden der Ebene « in N ein Ebenen- 
biischel 1. O. entspricht, falls nicht von den vier Ecken des Haupttetraeders 
von K zwei ‘zusammenfallen. 

Es miiBte niimlich sonst, wenn man auf irgend einer in « liegenden 
Geraden die beiden in K entsprechenden Punkte CC’, auBerdem C,, so 
bestimmt, daB (C,,X YZ) =A ist, der auf dieser Geraden liegenden in 
bezug auf £*) konjugierte Punkt von C,,, er sei C,,, mit C, zusammen- 
fallen, d. h. (C,,C,,CC’) konstant und gleich & sein. Das ist aber schon 
fiir die Geraden nicht méglich, die durch einen und denselben nicht mit 
7, und J, zusammenfallenden Punkt X von ¢ gehen. Denn fiir die Ge- 
raden dieses Strahlenbiischels X liegt sowohl die Reihe der Punkte C als 
auch die der Punkte C’ und C,, auf je einer durch 7’ gehenden Geraden, die 
wir bezw. ¢, ¢’, ¢,, nennen, und wenn nun das Doppelverhiltnis (C,,C,,CC’) 
konstant sein soll, so miissen auch die Punkte C,, eine durch 7' gehende 
gerade Punktreihe ¢,, bilden. Die letztere muB auch durch den auf ¢ 
liegenden Pol des Triigers der Punktreihe C,, hindurchgehen, denn dieser 
Pol ist der Punkt C,, der Geraden ¢. Daraus aber wiirde folgen, dab 
alle Punkte von ¢,, in bezug auf f{) dieselbe Polare, niimlich @,,, hitten, 
und das ist unméglich, so lange f@ nicht zerfillt. 

, stets auf einer der Seiten des Dreiecks 77, 7, bleibt, 
also stets mit einem der Punkte X, Y, Z zusammenfillt, kénnte die Kon- 


Nur wenn (C, 


*) a. a. O. § 35. 
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stanz von (C,,C,,CC’) noch méglich sein. Dies tritt dann und nur dann 
ein, wenn 4= 1 ist, d. h. wenn K zu denjenigen Kollineationen gehért, 
fiir die zwei Tetraederecken, also auch zwei Tetraederflichen zusammen- 
fallen. Die Regelschar nimlich, von der oben (Nr. 2, Abs. 1) die Rede 
war, liegt auf einer Fliche 2. 0., die die Flaichen des Haupttetraeders 
von K beriihrt.*) Die durch jede Kante des Tetraeders an die Regel- 
fliche gelegten Tangentialebenen sind also die beiden in der betr. Kante, 
etwa ¢, sich schneidenden Tetraederfliichen. Fallen sie beide in eine ein- 
zige, ¢, zusammen, so geht durch sie nur eine Tangentialebene, die Kante ¢ 
muB also eine Tangente der Regelfliiche sein, der Beriihrungspunkt dieser 
Tangentialebene, d. i., wie die friihere Untersuchung zeigt, C 
dann stets auf ¢ liegen. 

Nur der Fall, daB f° in dieser Ebene « liegt, kann noch in Betracht 
kommen. Dann aber bilden die Punkte CC’ fiir das Biischel von Geraden 
mit dem Scheitel C,, wieder zwei durch 7' gehende gerade Punktreihen cc’, 
und die Konstanz von (C,,C,,CC’) fordert wieder, daB auch die Punkte 
C,, eine gerade durch 7 gehende Reihe @,, bilden. Nun ist é,, die Po- 
lare von C,, und da dies fiir alle Punkte C,, von ¢ gilt, so mup t die 
Polare von T in bezug auf €® sein. Schneiden nun die Strahlen ¢, c’, é,, 
die Gerade ¢ bezw. in den Punkten C4 C’4, C!,, so sind, wie wir friiher 


ls) 
(S. 251) bewiesen haben, die vier Punktreihen (', C’4, C!, und C,, unter 
sich projektiv und haben dieselben Doppelpunkte 7’, und 7,. Daraus aber 
folgt, daB 77, und TT, die Polaren von 7, bezw. 7, sein miissen, 
d. h. daB €° durch T, und Ty, geht. 

Dann aber hat das Doppelverhiiltnis (C,,C,,CC’) tatséichlich fiir alle 
Punkte C denselben konstanten Wert. K fiihrt nimlich f in einen zweiten 
Kegelschnitt 2@” iiber, und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
dieser beiden bilden ein Strahlenbiischel, das von 2. O., nicht von 1. 0. 
ist,**) weil K nicht perspektiv sein soll, und das den Kegelschnitt { um- 
hiillen mége. f®, f’ und [© beriihren sich doppelt in 7, und Z7,. Zwei 
beliebige Tangenten von [® schneiden aber f und f@’ in projektiven 
Punktquadrupeln, und in den dadurch auf den Tangenten bestimmten 
Projektivitiiten entsprechen sich auch deren Schnittpunkte mit der gemein- 
samen Beriihrungssehne.***) Sind die Schnittpunkte der einen Tangente 
mit f@ die Punkte C und G und mit £©’ die Punkte C’ und H, diejenigen 
der andern mit f® die Punkte C' und G' und mit f@” die Punkte (;’ 
und H', ihre Schnittpunkte mit ¢ bezw. C,, und C},, so ist also: 

CGC HC,, , C’G'C’ H'C),. 
*) Reye, G. d. L. I, 8. 5. Sturm, Liniengeometrie I, S. 335. 
**) Reye, G. d. L.I, 8. 187. 
**) Vgl. Steiner-Schriter-Sturm, Kegelschnitte 3. Aufl. S. 337. 


te» muB also 
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Aber es ist: m e 
(CGC,,C,,) = (C'G'C1,C1) = =+1, 
wenn C}, der Schnittpunkt der zweiten Tangente mit der Polaren von C}, 
in bezug auf f@ ist, also auch: 
(C,,C,,CC’) = (C3,C1,C' C*’). 

Damit ist aber der Beweis vollkommen erbracht, da die Konstanz des 
Doppelverhiiltnisses fiir jedes Biischel von Geraden mit demselben Scheitel 
C,, nach dem friiher Gesagten ohne weiteres ersichtlich ist. 


Ist der Wert dieses Doppelverhiltnisses gleich — 1, so fiihrt K f 
in sich tiber, und umgekehrt. 


Charlottenburg, Mai 1904. 
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Uber elliptisch-konvexe Ovale.*) 


Von 


Pau BOumer in Berlin. 


Absehnitt I. 
Formulierung des Theorems. 


1. Es sei f(x,y) =O die Gleichung einer analytischen Kurve (2), 
die ein konvexes Oval bildet, und es sei ferner gm der Winkel der iiuBeren 
Normale gegen die X-Achse. Es werde weiter mit 9 der durchweg positiv 
gerechnete Kriimmungsradius von (J) im Punkte z, y bezeichnet; als- 
dann bestehen fiir die Punkte von (7) die Gleichungen 


dx 


dp ~~ 9 sng, 





(1) 


dy _ 
dg = ~@¢@ cos Q. 


2. Spezialisieren wir die Lage des Koordinatensystems dahin, dab 


die X-Achse (M) im Punkte « = 0 beriihrt und daher g = — 


» ist, so 
hat der im Koordinatenursprunge (/) fiinfpunktig beriihrende Kegelschnitt 
(den wir hier kurz den ,,oskulierenden“ Kegelschnitt nennen wollen) eine 


Gleichung von der Form 


) y= 5 (Aa? +2Bary + Cy’). 


. i i* . —_— ' 

Setzt man ao =e, und ~° —g,, so lassen sich die GréBen A, B und C 
4 dp . 

durch die Werte ausdriicken, die e, 9, und ge, im Oskulationspunkte be- 

sitzen; denn differentiiert man (2) viermal nach @ und setzt dann in den 


: : tee a id 
vier so entstehenden Gleichungen fiir z,y und » beziiglich 0,0 und — ; 


*) Vergl. die Géttinger Inaugural-Dissertation des Verfassers: Uber geometrische 
Approximationen. Berlin 1904 (Gustav Schade). 
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ein, so verschwindet die erste der vier Gleichungen identisch und aus den 
drei tibrig bleibenden erhalt man 
, 1 9o*-+ 50,*—3 

(2’) A=; B=-#,; c=" aia 

3. Erteilt man C statt des vorstehenden Wertes eine stetige Folge 
von reellen Werten, so liefert die Gleichung (2) eine einfache Schar von 
Kegelschnitten, die mit (7) die Tangente und die GréBen 9 und oe, gemein 
haben, und daher (7) im Nullpunkte vierpunktig beriihren; unter ihnen 
gibt es eine einzige Parabel, die durch das Verschwinden der Determinante 
AC— B* bestimmt ist, wihrend AC— B?>0 den Ellipsen, AC— B*<0 
den Hyperbeln der Schar zukommt. Bildet man den Ausdruck AC — B? 
fiir (M), so erhilt man 


Pe 1 ° P 
(3) 90° (99° + 40,°— 300s) = goa 


und es ist der positive oder negative Wert von P das Kriterium dafiir, ob 
der oskulierende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 

4, Wir nennen nun eine Kurve (M) in einem Punkte M elliptisch 
oder hyperbolisch gekriimmt, jenachdem fiir den betreffenden Punkt die 
Ungleichung 

P>0O oder P<O0 
gilt, und bezeichnen M als eine elliptische oder eine hyperbolische Stelle 
der Kurve. 

Wir nennen ferner ein konvexes Oval, das in jedem seiner Punkte 
elliptisch gekriimmt ist, ein elliptisch-konvexes Oval. Dann besteht das 
Theorem: 

Fiinf beliebige Punkte eines elliptisch-konvexen Ovals liegen stets auf 
einer Ellipse. 


Abschnitt IL. 
Das Kriimmungsbild. 


5. Das Mittel zum Beweise des vorstehenden Theorems liefert uns 
eine Betrachtung, die wir der persénlichen Mitteilung des Herrn Min- 
kowski verdanken. Es sei wieder f(z, y)=0 die Gleichung eines 
konvexen Ovals (1/7), gm der Winkel der fuBeren Normale gegen die 
X-Achse und . 

(4) q=xcosp+y sing 

die Gleichung der Tangente an (/) im Punkte (xy), mithin g der Abstand 
dieser Tangente vom Nullpunkte; dann ist g eine Funktion von » und 
es gilt fiir den Beriihrungspunkt die Gleichung 

17 
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dq ‘ dz dy . 
do ~~ FEM + ¥ COBH + FCO | + FC aN 


oder gemiB (1) | 


dq , 
= “sin pm + y Cos g. 


Durch nochmalige Differentiation ergibt sich 





aq rd ‘ _ dz a 4 dy 
dgt ~ — 7c p —y sing — FZ sin @ + 7, CoB p 
oder gemiB (1) 
d*q . 
dgi = — Tees p — yan y + @. 


Beriicksichtigt man (4), so erhalt man 
d*q ‘ 
(5) digit (=e 


6. Ist nun C, ein beliebiger Punkt der Ebene — wir wollen ibn als 

»Aufpunkt* bezeichnen —, so trage man von C, aus in der Richtung @ die 
1 

GréBe @ * ab und errichte im Endpunkte ein Lot; dann umhiillt die 
Gesamtheit aller solcher Lote eine Kurve (M,), die wir das Kriimmungs- 
bild von (M) nennen wollen, und von der wir behaupten, daB sie ein 
konvexes, den Aufpunkt umschlieBendes Oval bildet, wenn (M) ein elliptisch 
konvexes Oval ist. 

Da niamlich fiir (/,) 


a 1 
q=e@ ° 
ist, ergibt sich aus (5) fiir den Kriimmungsradius g, von (M,) die 
Gleichung ‘ 
_ -> , @e =  9e%+4e,7—38ee, #=P 
ane" FT - eee —_— ne oe i 
Da nun ferner, wenn (JM) ein elliptisch-konvexes Oval ist, P durchweg 
positiv ist, gilt dies auch fiir g,, d. h. (M,) bildet ein konvexes Oval, 
das den Aufpunkt umschlieBt. 
7. Das Kriimmungsbild einer Parabel ist ein Punkt. 
Die Parabel habe die Gleichung 


a? 
Y= 3p’ 
dann ist 
, x 
7 = Pp’ 


oder auch, in Ubereinstimmung mit den oben getroffenen Bestimmungen, 


“= — p cig p 








od 


U 


1 
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und somit’ 


dx p 


dp sin?@ 
Beriicksichtigt man noch Gleichung (1), so folgt 


aS ee 
0 = ~ sin? @ 
Es wird also 
1 
q=—sing-p *, 


d. h. aber: alle Tangenten des Kriimmungsbildes gehen durch einen festen 
Punkt P,, der in der Achsenrichtung vom Aufpunkte in der Entfernung 
1 


—p * liegt, unter p den Parameter der Parabel verstanden. 

8. Hatten wir das Kriimmungsbild (M,) als Tangentengebilde’ ein- 
gefiihrt, so liefert der eben bewiesene Satz das Mittel, (/,) als Punkt- 
gebilde zu definieren, nimlich als den Ort 
der Kriimmungsbilder der Schmiegungsparabeln 
von (M). 

Das elliptisch-konvexe Oval (M) werde 
von der Schmiegungsparabel (P) im Koordi- 
natenursprunge C, oskuliert, und es sei das 
Koordinatensystem so festgelegt, daB die Y- 
Achse mit der Parabelachse parallel ist. Es 
sei ferner C, als Aufpunkt fiir die Kriim- 
mungsbilder (M,) von (M) und P, von (P) 
gewihlt. Wiahrend nun in C, die GréBen 
g und g, fiir (J/) und (P) gleich sind, und 
somit der Parallelstrahl durch P, zur Tangente an (M) und (P) in C, 
(M,) beriihrt, ist, wie sich aus Gleichung (3) ergibt, g, von (P) gréBer 
als g, von (JM), und es ist daher in der Umgebung von (C, der Kriim- 
mungsradius von (P) gréBer als der (durch gleiches g) entsprechende 
von (M); dann muB aber jeder Strahl durch P, die Kurve (M,) 
schneiden, da ja fiir die Punkte der Umgebung von C, die Ungleichung 








Fig. 1. 


1 1 


ee? <ey! 
besteht. Dies kann aber nur dann der Fall sein, wenn P, auf (M,) liegt. 
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Abschnitt III. 


Siitze iiber die Bertthrungen zwischen einem elliptisch-konvexen 
Ovale und einer Parabel. 


9. Wir treffen zunichst folgende Bestimmung iiber die Lage des 
Koordinatensystems: die Y-Achse mége stets parallel zur Achse der Parabel 
(P) angenommen werden und der Nullpunkt des Koordinatensystems 
sowie der Aufpunkt der Kriimmungsbilder (M,) und P, in denjenigen 
Punkt verlegt werden, der als C, eingefiihrt wird. 

Satz 1 Eine Parabel (P), die (M) in zwei getrennten Punkten C, 
und C, zweipunktig beriihrt, kann mit (M) keinen weiteren Punkt gemein 
haben. 

Den Beweis fiihren wir in drei Schritten. 

a) (P) kann (M) nicht zweimal von innen beriihren. Denn nehmen 
wir das Gegenteil an, so wird sowohl in C, wie in C, ep < gy sein und 
es miissen die beiden den Punkten C, und C, entsprechenden Strahlen 

1 1 
durch P, ganz auBerhalb von (M,) liegen, da ja 9, * > 0, ° ist. Hieraus 
folgt aber, daB auch fiir alle Punkte gleichen Winkels zwischen C, und C, 
op < oy sein muf. Nun driickt sich aber 
Y y die Abszisse eines beliebigen Punktes der 
f —_ beiden Kurven (M) und (P) durch die be- 
ziiglichen Gleichungen aus: 
Pat 
Ly = — } Ow sin pdg; 
; 
(6) #1 


~P 
Lp = — fer sin pdg. 
ou 

Da wegen der Wahl des Koordinaten- 
systems sin g fiir die Parabel stets negativ ist, 
kénnen beide Integrale, wenn man g, als 
obere Grenze einfiihrt, unméglich gleich sein; vielmehr muB stets xy > xp 
sein. — Im Falle, daB die Beriihrung in C, oder in C, und C, dreipunktig 
ist, gehen die Strahlen durch P, in Tangenten an (M,) iiber; dann gilt 
zwar die Ungleichung zwischen den Kriimmungsradien fiir C, (bezw. C, 
und C,) nicht, wohl aber fiir alle Zwischenwerte und somit wird auch 
hier der zweite Integralwert kleiner ausfallen als der erste. 

b) (P) kann nicht (M) einmal von auBen und einmal von innen 
beriihren. 





Fig. 2. 
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Nehmen wir wieder das Gegenteil als vorliegend an, so haben wir, 
wenn (P) in C, das Oval von innen, in C, von auben beriihrt, noch 
mindestens einen dritten Inzidenzpunkt C,. Legen wir durch C, eine 
Parabel (P’), die dieselbe Achsenrichtung wie (P) und einen kleineren 
Parameter hat, daher also (P) und folglich auch (22) von innen beriihrt, 
so list sich, wenn wir dem Parameter von (P’) eine stetige Folge ab- 
nehmender Werte erteilen, C, in zwei Schnittpunkte auf, von denen der 
eine C,' auf C, zuwandert, und es wandert gleichzeitig C, gegen C,’ 
hin; es existiert daher auch eine Parabel, die (MM) zweimal von innen 
beriihrt, womit der Satz auf den voraufgehenden zuriickgefiihrt ist. 

c) (P) kann (M) nicht zweimal von aupen beriihren und auBerdem 
noch treffen. 

Wenden wir dasselbe Verfahren wie soeben an, so verursacht das 
Auftreten des inneren Beriihrungspunktes von (P) und (M) einen Wider- 
spruch mit a) oder b). Damit ist aber Satz I erwiesen. 

10. Satz Il. (P) kann nicht (M) oskulieren und auBerdem noch 
schneiden oder beriihren. 

Wie wir oben (vergl. Nr. 8 und Fig. 1) sahen, liegt P, auf (@M,), 
und es ist fiir alle von g, verschiedenen Werte von m:op> oy. An- 
genommen nun, (P) schnitte oder beriihrte noeh einmal (7) und zwar 
im Punkte C,, dann wire y,(P)>y,(M). Nun gelten fiir die Abszissen 
der Punkte von (P) und (M) wieder die Gleichungen (6); fiihren wir 
als obere Grenzen die Winkel des Schnittpunktes C, ein, zerlegen das 
erste Integral in zwei positive Bestandteile: 


p2(M) g2(P) Po (M) 
Lp = — [er sin pdg — [ev sin p dq; ty = ae Oy sin pd 
t 2 (Mf) ~ 


und beriicksichtigen ferner, daB hierin fiir jedes beliebige gm mit Aus- 
nahme von g, die Ungleichung op > oy besteht, so erkennen wir, dab 
schon der erste Bestandteil von xp gréBer als xy ist. 

11. Satz UL. Fine Parabel (P), die (M) in C, dreipunktig beriihrt, 
kann mit (M) nicht mehr als einen weiteren Schnittpunkt gemein haben. 

Angenommen, (P) triite, in positivem Sinne durchlaufen, bei C, aus 
(M) heraus und hitte auf dem austretenden Aste einen Schnittpunkt C, 
mit (M), wo sie wieder in (M) eintritt, dany mu der Parallelstrahl 
durch P, zur Tangente an (J/) in C, die Kurve (M,) beriihren und zwar 
so, daB alle Strahlen durch P, mit gréBerem g (M,) schneiden. Daraus 
folgt aber in analoger Weise wie bei Satz II die Integralungleichung und 
die Unméglichkeit eines Schnittpunktes C). 

DaB ferner (P) auf dem eintretenden Aste nicht mehr als einen 
Schnittpunkt mit (17) haben kann, léBt sich aus der Betrachtung einer 
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Schar von Parabeln ableiten, die so, wie es in Nr.9, c) angegeben ist, 
durch C, gelegt werden. Die Annahme von (mindestens) drei weiteren 
Schnittpunkten ergiibe dann die Existenz einer Parabel, die (M) zweimal 
beriihrt und auBerdem schneidet, was gegen Satz I verstéBt. 


Abschnitt IV. 
Beweis des Theorems. 


12. Wir fiihren den Beweis des in Nr. 4 angekiindigten Theorems 
mit Hilfe folgender Uberlegung: Angenommen, man kénnte fiinf Punkte 
von (M) so auswihlen, daB sie auf einer Hyperbel liegen, so lassen sich 
auch stets fiinf Punkte bestimmen, die auf einer Parabel liegen, da man 
ja bei hinreichend nahem Zusammenriicken irgend welcher fiinf Punkte 
von (M) zu Ellipsen gelangt. Das Theorem wird also bewiesen sein, 
wenn wir gezeigt haben, daB® finf Punkte von (M) nie auf einer Parabel 
liegen kénnen, oder daB eine Parabel mit einem elliptisch-konvexen Oval 
nicht mehr als vier Punkte gemein haben kann. 

13. Aus den drei Sitzen des vorigen Abschnitts ergibt sich, dab 
mehr als vier Inzidenzpunkte von (/) und (P) nur dann auftreten kénnen, 
entweder wenn (P) einmal (M) 2-punktig beriihrt (in C,) und noch vier 
(oder mehr) getrennte Schnittpunkte mit (M) hat, oder wenn (P) das 
Oval (M) in sechs (oder mehr) getrennten Punkten schneidet. Fiir beide 
Falle la8t sich durch Betrachtung der Parabelschar analog Nr. 9, c) der 
Unmiglichkeitsbeweis fiihren; denn im ersten Falle mu es unter den 
Parabeln der durch C, gelegten Schar eine geben, die bei gleicher Ge- 
samtzahl von Inzidenzen (M) beriihrt, was dem Satze I widerspricht; und 
im zweiten Falle wird es, wenn man einen ganz beliebigen Punkt von (P) 
zum gemeinsamen Punkte der Schar wihlt, stets eine Parabel geben, die 
bei gleicher Gesamtzahl von Inzidenzen (1) beriihrt, was dem eben Be- 
wiesenen widerspricht. 

Damit ist aber die Unméglichkeit von sechs Inzidenzpunkten zwischen 


(P) und (M) und folglich auch das angekiindigte Theorem bewiesen. 
Berlin, im Juni 1904. 
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? 
l 
| Zur Theorie der n‘” Potenzreste in algebraischen Zahlkérpern. 
3 t 
} Von 
| W. Lrerzmann in Landsberg a. W. 
§ 1. 
Einleitung. 


Es sei » eine positive ganze rationale Zahl und zwar ergebe ihre 
Zerlegung in Primfaktoren 
) nm 2. Ue... Ué, 
Ich betrachte einen beliebigen Oberkérper & des Kérpers der n‘*" Ein- 
heitswurzel, den ich im folgenden auch als Grundkérper bezeichne. Im 
Fall h, = 1 enthalte & den Korper k (V—1). w sei eine ganze Zahl in k 
| und zwar soll, falls sie genau a Potenz einer Zahl in k ist, a relativ 
prim zu » sein. Dann wird durch Adjunktion von //u zu den Zahlen 
des Grundkérpers ein relativ-zyklischer Kérper K(V/u) vom Relativgrade n 
| bestimmt. Es sei & eine primitive 2%", & eine primitive J,:",---, &,, 
eine primitive /,’* Einheitswurzel; dann ist jede n‘* Einheitswurzel & in 
der Form 


t= g*. gS. - be 


darstellbar, wo k,,k,,---, %, ganze rationale Zahlen sind. Sei § speziell 
eine primitive n® Einheitswurzel, also etwa 


, ky = 1, k, =1,-+-, k= 1, 
dann fiihrt die Substitution 
S=(Vu:&Vu) 
und ihre » — 2 weiteren Potenzen eine Zahl des Kérpers k in die n — 1 


relativkonjugierten Zahlen, den Kérper k in seine » — 1 relativkonjugierten 
tiber. k ist mit seinen » — 1 relativkonjugierten K6érpern identisch. 
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Ich kann mir andererseits den Kérper K (V 2) auch entstanden denken als 


gt thy the 
Verschmelzung der Kérper K (i), K () “J i+ Kk (y “ und danach jede 
Substitution der Relativgruppe von K(j/u) in geeigneter Weise aufbauen 
aus Substitutionen der Relativgruppe 2”**, 1,"**, . . ., 1,"¢* relativ-zyklischer 
K6rper. 

Ich betrachte in dem Grundkérper k den Zahlring (Integritiitsbereich) 
der ganzen Zahlen und nenne eine Menge von Zalhlen dieses Zahlringes 
einen Zahlstrahl, wenn diese Menge invariant gegeniiber der Multiplikation 
ist. Der Zahlring selbst ist demnach der umfangreichste Zahlstrahl. Wir 
geben zur Verdeutlichung des Zahlstrahlbegriffes, dessen wir uns im 
folgenden als eines Hilfsbegriffes bedienen wollen, ein Beispiel aus dem 
Zahlring der ganzen rationalen Zahlen. In diesem Zahlring bildet die 
Menge aller Zahlen a, welche = 1(4) sind, einen Zahlstrahl, denn das 
Produkt je zweier solcher Strahlen a ist wieder eine Zahl, die = 1(4) 
ist. Ebenso bilden alle Zahlen a, welche = 1(4) sind, gemeinsam mit 
allen Zahlen 6, welche =3(4) sind, einen Zahlstrahl. Dieser zweite 
Zahlstrahl umfaBt auBer andern Zahlen alle Zahlen des erstbesprochenen 


Zahlstrahles.*) 


§ 2. 
Die Potenzreste. 


Definition 1. Ist w ein beliebiges Primideal und w eine beliebige 
ganze Zahl in /, dann heiBe uw in k ein n Potenzrest nach w, wenn u 
nach jeder ganzen rationalen positiven Potenz von w als Modul der x' 
Potenz einer (in der Regel von der Wahl des Exponenten von w ab- 
hangigen) ganzen Zahl in / kongruent ist. Soll uw ein n*™ Potenzrest 
nach Ww sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB wu ein 2’'", 
ein [,":'*,..., ein U,*e* Potenzrest nach Ww sei. 

Der Inbegriff aller n°" Potenzreste nach einem Primideal w_ bildet 
einen Zahlstrahl. Ebenso bildet die Menge der 2’*" Potenzreste nach w 
einen Zahlstrahl, gleichfalls die Menge der /,"*", . --, der 1,’°" Potenzreste 
nach w. Der von den n" Potenzresten nach w gebildete Zahlstrahl be- 
steht aus allen und nur aus solchen Zahlen, welche den Zahlstrahlen der 
2%ten, der U,":*",..-, der /%" Potenzreste nach w gemeinsam sind. Wir 
nennen deshalb den Zahlstrahl der ne" Potenzreste Haupistrahl, jene andern 
den 2%", den 1,"‘*',--+, den U,''** Nebenstrahl. Wir werden sagen, eine 


*) Vergl. R. Fueter, Der Klassenkérper der quadratischen Kérper und die 
komplexe Multiplikation. Inaug.-Diss. Gittingen 1903, pag. 5, 6. 

































Zur Theorie der n*" Potenzresté in algebraischen Zahlkérpern. 265 


Zahl gehért nur dem 1;‘**° Nebenstrahl an, wenn sie nicht gleichzeitig 
dem Hauptstrahl angehért. 

Wir betrachten weiter noch genauer die einzelnen Nebenstrahlen, 
etwa den 7"". Die Menge aller /;** Potenzreste nach w bildet einen 
Zahlstrahl, ebenso die Menge aller /,7'" ‘u. s. f., die Menge aller Ji— ‘te 
Potenzreste nach ww. 

Von ihnen liegt jeder Zahlstrahl ganz und gar in dem vorangehenden 
Zahlstrahl, es ist gleichsam immer der eine in den andern geschachtelt. 
Wir bezeichnen den von der Menge der //‘-*'* Potenzreste nach w, wo 
0<b,<h, ist, gebildeten Zahlstrahl als //i-**" Nebenstrahl. Gehért u 
dem /i-°:+**e" Nebenstrahl nicht mehr an, so sagen wir, w gehért nur 
dem /i-*:'e" Nebenstrahl an. mw heiBt dann nur 1)i—%'** Potenzrest nach w. 
Gehért w nur dem J/n—'n®", dem Lim-?nten,... Nebenstrahl an, dann heiBbt u 
nur Lin-?n. J tm-mter... Potenzrest nach w. 

Ist w weder 2'*, noch /,'*,---, noch 1," Potenzrest nach w, dann 
heiBt w ein Potenznichtrest nach Ww. 

Satz 1. Es sei & eine primitive 7/i** Einheitswurzel und das Prim- 
ideal p des Kérpers k prim zu 1 — &,; w sei eine ganze, genau durch die 
a” Potenz von yp teilbare Zahl des Kérpers k. Dann ist notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB w ein Ii" Potenzrest nach p wird, 
die Existenz einer ganzen Zahl @ in k, welche der Kongruenz 
(1) wall (pet) 
geniigt. 

Beweis: Der vorliegende Satz wird fiir h;= 1 in der Theorie der 
Primzahlpotenzreste bewiesen. Wir nehmen an, wir hitten ihn fiir den 
Exponenten h; — 1 von J; schon bewiesen. Dann ist es also bei beliebig 
vorgegebenem ganzen rationalen positiven Exponenten x >a + 1 méglich, 
eine ganze Zahl y in k so zu finden, dab 

h;—1 


(2) ey (P”) 
wird. Aus (1) und (2) folgt 
aa) 
y=soui \p' , 


worin, wie leicht ersichtlich 





a . ° e 
> ror elme ganze Zahl ist. Aus der Theorie 
| 


der 1°" Potenzreste folgt dann weiter die Existenz einer ganzen Zahl 6 
in k, welche die Kongruenz 


(3) y=B" (p") 
befriedigt; aus (2) und (3) folgt schlieBlich 


u=pi (p"). 












266 W. Lierzmann. 
Damit ist unser Satz, der entsprechend natiirlich auch fiir 1/:—°i'* Potenz- 
reste nach p gilt, ganz allgemein bewiesen (vergl. Def. 1). 

Satz 2. Es sei £, eine primitive /, Einheitswurzel, das Primideal [, 
des Kérpers & gehe genau zur /,‘°" Potenz in 1 — & auf, uw sei schlieBlich 
eine ganze, zu [, prime Zahl. des Kérpers k. Dann ist notwendige wnd 
hinreichende Bedingung dafiir, daB w ein 1i*" Potenzrest nach 1, wird, 
die Existenz einer ganzen Zahl « in k, welche der Kongruenz 

he 


(1) w= oli’ (1a% Geer i 1))+1) 
geniigt. 

Beweis: Der Satz wird fiir h; = 1 im der Theorie der Primzahl- 
potenzreste bewiesen. Ich nehme an, er sei auch schon fiir 1i—** Potenz- 
reste bewiesen. Ist dann » eine beliebige ganze rationale Zahl 

> 1, -Ui-*,+@-—-D)-¢]—)) +1, 
dann existiert demnach eine ganze Zahl y in k so, dab 
h;—1 


(2) w= yi (1,”) 


ist. Mithin wird zunachst 


yi = oi! ({, a ‘G+ @i- 1) -@j—1))+ ') . 
Ist € eine primitive /° Einheitswurzel, dann geht [, in 1 — & zur 
l,-U%-' Potenz auf; danach wird bei geeigneter Wahl von « 

yi 2 ‘a ti! (1,4 i - * i+ (hy~ 2) @-1)+ t) ; 
Wiederhole ich das noch h;-- 2 mal, dann komme ich auf 

A; 
y= ali (1,4-¥ +1) : 

Nach der Theorie der Primzahlpotenzreste ist jetzt eine ganze Zahl B in k 
angebbar so, daB 


wf 


yv=pi_ (t,”) 


wird. Damit wird dann auch in Verbindung mit (2) 


: w= (4), 
das war zu beweisen. 

Ist w teilbar genau durch die a‘ Potenz von [,, dann muB zunichst, 
damit w ein 1" Potenzrest nach [, wird, a=0 ({/%) sein; dann kann 
ich aber den Fall leicht auf den eben behandelten zuriickfiihren. 

Die Frage nach der notwendigen und hinreichenden Bedingung dafiir, 
daB eine ganze Zahl uw des Kérpers k ein n** Potenzrest nach irgend einem 
Primideal w ist, erledigt sich gemiB unserer Bemerkung (vergl. Def. 1), 
daB dann und nur dann uw dem Hauptstrahl der n*" Potenzreste nach w 
angehért, wenn uw gleichzeitig dem 2’**", dem 1,""", - - -, dem /,’e*” Neben- 
strahl angehért. 
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§ 3. 
H), 
Das Symbol { > | 


Definition 2. Es seien §, &,---,€, beziiglich 2%, J, ..., 1 rete 
primitive Einheitswurzeln; ) sei ein zu 1 — &, zu 1 —&,,---, au 1— §, 
primes Primideal und uw eine genau durch die a Potenz von p teilbare 


ganze Zahl in k, dann definieren wir das Symbol e durch die Kongruenz 
n(p)—1 
(1) [Fl=e " ©) 
wo n(p) die Norm von » genommen in i bedeutet. 
Es ist ow! eine ganze positive rationale Zahl, weil k den Koérper 
der »‘** Kinheitswurzel enthilt. Nach dem Fermatschen Satze ist das 
Symbol {} einer n‘®? Kinheitswurzel gleich, oder aber gleich 0. Das 


letztere ist der Fall, wenn a +0 ist. Gleichwohl wollen wir, wenn 
a = O(n) ist, eine andere Definition des Symbols an die Stelle von (1) 
treten lassen: Es sei x eine genau durch die erste Potenz von p teilbare, 


y eine zu ). prime, durch ; teilbare ganze Zahl in k, dann ist die 


ganze Zahl 
(2a) at — 9 = 
ma 
prim zu p. Wir definieren nun 
o-* ; 
(2b) Blog *  (p). 
Nach dieser Definition (2) ist also {< } + 0 auch, wenn a = O(n) ist. 


Wir stellen der Definition des Symbols {+} die folgenden Definitionen 


an die Seite: 
n(p)—1 


als) =e *"  ) 


2 


(f)=u *  &) 





n= 
ap) = ‘*  (p) 


und bemerken, daB im Falle a=0 etwa nach dem Modul J» eine der 
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Definition (2a), (2b) entsprechende Anderung in der Definition auch dieser 
Symbole einzutreten hat. 
Eine jede n® Einheitswurzel £ war von der Form 


on a. oe 
é ams E, ‘ é. - ety 
wo & eine 2%", & eine /,":",--.,& eine /,"e primitive Einheitswurzel ist 
und ky, k,,---,k, ganze positive rationale Exponenten sind. 


Daraus leiten wir die folgende Beziehung zwischen den neu definierten 
Symbolen und unserm oben definierten Symbol ab: 


(3) FG GY 


wo 








Gy: Uns Ue. ++ Ye = 1 (2%), 
(3b) di, +2". Ua... We == 1(Uh), 


a,- 2 Ut. est = 1 (Le) 


e-1 
ist. Ist namlich etwa 


eet ee 


worin &,', &,---, & beziiglich Qo, Jt, ..., 1%’ Einheitswurzeln sind, 
dann erhebe ich diese Gleichung zuniichst in die J,” - 1,’ .-- lee Potenz 
Fw) 1 2 e 


und erhalte 
Yr the... the 


m@)1 2 e ub rin. pra... phe 
= -)>=— é. *. | e. 
p oy p . 


a hy. ph v) 
u\° g 7a, tt-t2---be ’ 
AP) =§, 01 2 em &. 
20 


Mithin wird 


Analog kann ich mit jedem andern der e + 1 Faktoren verfahren; daraus 
erhellt dann die Richtigkeit der Beziehung (3a), (3b). 


Die Zahlen u, welche das Symbol & zu +1 machen, bilden einen 


Zahlstrahl, den wir Hauptstrahl nennen wollen. Ist niamlich u = « - 8, 
so ist nach der Definition des Symbols : 


{£\u(<).( Fy. 

pl lps Ups 

Die Zahlen u, welche das Symbol ; (*) zu +1 machen, bilden eben- 
vho 


falls einen Zahlstrahl, ebenso diejenigen, welche (F) zu + 1 machen u. s. f. 
a : 
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Wir nennen diese Zahlstrahlen 2%", J," u.s. f. Nebenstrahlen. Not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB u dem Hauptstrahl an- 
gehért, ist es, daB « dem 2%", dem 1,4'",..., dem J,’ Nebenstrahl 
gleichzeitig angehért. ' 

Definieren wir schlieBlich noch die Symbole 


ale)=e * @) 


(0 < by < hy). 


n(p)—1 


(=e % @) 


wi 
(0<b;<h,; i= 1,2,---,€) 
(F), res (“) noch die Ein- 


oo . . u 
dann kénnen wir an die Werte ( ), 
p ibe 


2%o th 
fiihrung 2’, ],%ter,..., /%e'e" Nebenstrahlen anschlieBen. 

Der so gewonnene Hauptstrahl stimmt in seinem Aufbau aus Neben- 
strahlen ganz und gar mit demjenigen iiberein, der sich an den Begriff 
des n‘*" Potenzrestes nach p anschloB. In der Tat sind beide identisch. 
Es gilt der 

Satz 3. Hs sei w eine ganze Zahl des Korpers k und » ein Primideal 
dieses Korpers, welches zu 1—&, 1—&,+---,1—6, prim ist. Gehdrt 
dann w dem von den n”" Potenzresten nach » gebildeten Hauptstrahl an, 


so gehirt uw auch dem aus ; = +1 entspringenden Hauptstrahl an und 


umgekehrt. Gehirt wu irgend welchen Nebenstrahlen des von den mn 
Potenzresten nach y gebildeten Hauptstrahles an, dann gehirt w auch 
den entsprechenden Nebenstrahlen des andern Hauptstrahles an und wm- 
gekehrt. 

Der Beweis dieses Satzes wird zunichst* die Identitat der /,°", dann 
der 72%" u.s.f. bis zu den //:*** Nebenstrahlen in den beiden Fillen 
nachweisen und wird von da zum Beweis der Identitit auch des Haupt- 
strahles iibergehen. 


Wir nennen auf Grund dieses Satzes das Symbol a das n'* Potenz- 


restsymbol. 
Satz 4. Es sei &; eine primitive /;:*° Einheitswurzel, p ein zu 1 — &,; 
primes Primideal in /, wu eine ganze Zahl in k, die nicht /;*° Potenz einer 


hi 
Zahl in & ist, dann ist die Relativdiskriminante des Kérpers K (V2) be- 


ziiglich & dann und nur dann prim zu p, wenn (F) + 0 ist. 
vi 
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Beweis. Wir beweisen zuniichst: Die notwendige und hinreichende 


hj 
Bedingung dafiir, daB die Relativdiskriminante von K (Va) beziiglich k 
prim zu irgend einem Primideal des Kérpers / ist, gleichgiiltig ob dieses 
prim zu 1 — &; oder ein Teiler von 1 — &, ist, ist die, daB die Relativ- 
diskriminante von K (Vu) beziiglich k, diejenige von K('Vu) beziiglich 
hj hj—1 

K (V/ a) u. s. f. bis zur Relativdiskriminante von K (Va) beziiglich K (Vu) 
prim zu jenem Primideal ist. Auf Grund eines Satzes, der fiir beliebige 
Relativkérper gilt (vgl. Hilbert, Algebraische Zahlkérper, Satz 41, pag. 209), 
leitet man leicht die Relation 
(1) Da =D, Do Da-r a 

Ve Va Vin Ve Ve 
her, wo D mit doppeltem Index die Relativdifferente der durch die Indizes 
angezeigten Kérper bedeutet. Nun ist die Relativdiskriminante die Relativ- 
norm der Relativdifferente (vgl. Hilbert, Algebr. Zahlkérper, Satz 38, 
pag. 205). Beachtet man das, so ergibt sich die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung. 

Wir kehren zu unserm speziellen Fall zuriick, wo p prim zu 1 —§&; 
ist. Soll die Relativdiskriminante von K (Vu) beziiglich k prim zu p sein, 
so muB p in w genau zu einer Potenz a aufgehen, welche = 0 (I;) ist. 
Das wird in der Theorie der Primzahlpotenzreste bewiesen. Soll weiter 


die Relativdiskriminante von K (Vx) beziiglich K (Vu) prim zu p sein, 
so muB ), gleichgiiltig ob es in K (Vu) in /; (verschiedene) Primfaktoren 
zerfallen ist oder nicht, in Vu zu eimer Potenz a’ aufgehen, welche 


=0/(l) ist, d. h. es muB a=0 (12) sein. So fortfahrend, erhilt man 
schlieBlich als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 


thi 
Relativdiskriminante von K (V a) beziiglich & prim zu p ist, die Forderung 
a =0 (1). 
Damit stimmt die Forderung ; (F) +0, wie Def. 2 lehrt, iiberein. 
Me 


Satz 5. Ist (+) gleich einer primitiven 1//~*' Kinheitswurzel, 
vi 
’ i 
dann zerfallt das zu 1— &, prime Primideal p im Kérper K (a) in Ii 


verschiedene Primideale. Ist (“) = 0, dann sei (*) eine primitive 
vi 


hi =- b; 
i 


J-%-%* Kinheitswurzel, wihrend das Symbol (t) schon == 0 


pi- +1 
t 
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whi 
wird. Dann zerfallt p im Kérper K (Va) in Ui+% gu je Li gleiche 
Primideale. 
Beweis. Ich bezeichne der Kiirze halber durch Restsymbole ohne 
Index links unten die /;°" Restsymbole und gebe durch Index rechts unten 
an, in welchem Kérper sie zu nehmen sind. Ich betrachte zuniichst das 


Symbol ($F), und habe drei Fille zu unterscheiden: 

1) (e} =. Dann ist die Relativdiskriminante von K (Vu) beziig- 
lich k und damit auch diejenige von K (Va) beziiglich & teilbar durch p. 
Es ist also auch aS =0. p zerfiilt in K (Vu) in J, gleiche Primideale. 


Sei p eines derselben, so ist, weil u durch eine, der Null nach /, in- 


kongruente Potenz von p teilbar ist, auch Vu durch eine der Null nach 
Di 


|, inkongruente Potenz von p teilbar. Es ist also auch (2), = 0 und 
Vu 

deshalb zerfallt p weiter in K (Vu) in 1, gleiche Primideale. Diese Schlub- 

folge laBt sich so von Kérper zu K6rper fortsetzen und man erhiilt: 


; hi 
p zerfallt in K (ja) in 1 gleiche Primideale. 
2) Es sei (t) = £, wo € eine primitive J, Einheitswurzel ist. Dann 
& 


ist in (S) = §& die Kinheitswurzel & eine primitive J/'*. p zerfallt 
vi 


wegen (t) = € zunichst in K (Vu) nicht. Weiter ist dann auch 
k 


\~ 


(ve) = € (vergl. fiir /; eine ungerade Primzahl Furtwingler, Uber das 
Ve 
Reziprozitiitsgesetz der /'* Potenzreste. Abh. d. Kgl. Gesellsch. d. Wiss. zu 


wi-d 
t5ttingen (1902) Hilfssatz 39, pag. 44) u. s. f. bis zu (¥ ), _,=6&. p ist 


phy Ve 
also im Kérper K (Va) ein Primideal. Diese SchluBfolge gilt nicht, wenn 
p in w zu einer Potenz aufgeht, welche == 0 (J) ist. Dann sei zwar 


pi >i . 
V 
(¥: os i om a oes mms 
V, 


Me Vu 


In diesem Falle ist also (f) eine primitive //i-*%* Einheitswurzel, 
i~ oj 
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dagegen ist schon (“) und damit auch ( ) = 0. p zerfillt dann 
wi- dt \P 


wh 
(7. i t 
in K Va) in 1%: gleiche Primideale. 
3) (f) =+ 1. p zerfallt in K (Vu) in J; verschiedene Primideale, es 


sei etwa 
p=p-sp---si-'p. 


” u . . , ne . : : 
Dann ist (£) sicherlich eine //:-'*° Kinheitswurzel, und ich habe be- 
.. 
it 
: 


ziiglich der weiteren Zerlegung von p mich zunichst an die Untersuchung 
iy 
‘ 

von (Ve), zu halten. Ist 
ae 77 


lt. 
/ vei 
1) (¥*), =0, so findet man wie oben leicht, daB p in k(j ‘,) in 


a“ 


1%~* gleiche Primideale zerfallt. (*) ist = 0. Ist 
whi 


B* 
2) (14), =, wo € wieder eine primitive /, Einheitswurzel ist, 
Ve 
Un 


dann zerfallt p in K(ja) nicht weiter und es wird (*) eine primitive 
vi 
' 
j4i-** Kinheitswurzel, sofern nicht (*)— 0 wird, ein Fall, der sich wie 
vi 
t 


im Fall 2 oben erledigen laBt. So bleibt nur die letzte Méglichkeit 


l. 
i;- 2 
3) (ve), =-+1. p zerfallt dann in K(‘Vu) in 1, verschiedene Prim- 
Ve ia 
vs) ;. Zu unter- 
5/4 


le 


ideale, deren eities p sei, und es ist weiter das Symbol ( 


Ai 
suchen. So dringt man Schritt fiir Schritt bis zum Kérper K (ja) in 
allen Fallen durch und findet auf diesem Wege, wie leicht zu iibersehen, 
die Bestiitigung der Aussage unseres Satzes. 


Mit diesem Satz ist das Zerlegungsgesetz der zu 1— £, primen Prim- 


yt 


ideale des Kérpers i im relativ-zyklischen Kérper K (Va) volistindig 
erledigt. 

Auf Satz 5 fuBend beweist man das folgende Zerlegungsgesetz fiir 
Primideale des Kérpers k im Kérper K(V/u): 

Satz 6.. Es sei mw eine ganze Zahl in /, von der wir voraussetzen, 


daB, im Falle sie die * Potenz einer Zahl in fk ist, b relativ prim zu 2 ist. 

















3] 


ae 
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Es seien weiter &, &,---,& primitive bezw. 2’t*, J,u%..., 1c Kinheits- 
wurzeln, und schlieBlich sei das Primideal p des Kérpers & prim zu den 


Zahlen 1 — &, 1 —§,---,1—&,. Ist dann + genan eine primitive 


Qro—%o -T-h... Ute "el® Kinheitswurzel, danw zerfiillt » im Kirper K (Vu) 


in Qh. 1,% ... 1% verschiedene Primfaktoren. Ist |\"\—0, dann — und 
1 e p ? 
awh nur dann — ist die Relativdiskriminante von K(V/u) beziiglich k 


teilbay durch » und yp zerfillt in eine Anzahl gleicher Ideale des Kérpers 
K(V/u), welche ein Teiler von » ist. Jedes dieser Ideale kann dann noch 
weiter in Primideale zerfallen (wie des genaueren aus dem 2. Teil von 
Satz 5 zu folgern ist). 


g 4, 
Das Symbol {4 . 


Definition 3. Es sei w eine ganze Zahl, &; eine primitive 1)i* 
Kinheitswurzel des Kérpers /, {, ein in 1—&, genau zur /,"°, in w genau 
zur a®® Potenz aufgehendes Primideal. Wir geben dann dem Symbol 


( *) den Wert + 1, wenn w nach der 


whi 
(1) lit + &—) G—-1)) +a+1™ 

Potenz von [, als Modul der //’*" Potenz einer ganzen Zahl in k kongruent 
wird. Ist (f) +1, jedoch w nach der um 1 verringerten Potenz (1) 

thi 
von [, als Modul der //'*" Potenz einer ganzen Zahl in k kongruent, also 
nach dem angefiihrten Modul (1) nur der //i-'" Potenz einer ganzen 
Zahl in k& kongruent; dann geben wir (*) den Wert §, wo €; eine 
os 

primitive /,° Eimheitswurzel ist. (Der Einfachheit halber ist eine nihere 
Bestimmung, welche der /,— 1 méglichen primitiven Einheitswurzeln im 
einzelnen Fall zu wihlen ist, offen gelassen.) Ist (*) weder 1 noch §,, 


jf 
hi 
dann setzen wir das Symbol = 0. . shifts 


Definition 4. Es sei { ein Primideal des K6érpers /, das in einer 
oder in mehreren der Zahlen 1 — &, 1—§,---,1—8&, aufgeht. Dann 


definieren wir das Symbol ‘oa durch die Gleichung 


| 


Mathematische Annalen. IX. 


a a, de 


bE OF > 


oh hy 
) ey 


=|= 


the 
e 
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worin die Exponenten ap, @,,---, a, so gewahlt sind, daB sie den Kongruenzen 




























hy hy he — hig 
ay-th.th...1% = 1(2), 
elo h h oe ezph e 
a,:2 -(,”- itis Sd = 1(1,"), ' 
gio, My 62 he—1 ——- lhe 
a 2°. a = 1’) 


geniigen. 
Definition 5. Ergibt die Zerlegung des Ideals a des Kirpers i 
in Primfaktoren das Resultat ) 


a =p -Q?--- Yw", 


dann definieren wir das Symbol {< durch die Gleichung 


Auf Grund dieser Definition ist, wenn a und 6 beliebige Ideale in / sind, 


fz) -1E1-(5) 


Satz 7. Es sei ein in irgend welchen der Zahlen 1—§, 1—&,,---, 1—&, 


aufgehendes Primideal und w eine ganze Zahl ink. Gehirt dann uw dem 
von den n” Potenzresten nach 1 gebildeten Hauptstrahl an, so gehort u 


auch dem aus {f= + 1 entspringenden Hauptstrahl an und umgekehrt. 


Gehirt uw irgend welchen der Ii" oder lji-' Nebenstrahlen an, dann 
gehirt w auch den entsprechenden Nebenstrahlen des anderen Hauptstrahles 
an und umgekehrt. 

Der Beweis des Satzes geht von der aus Definition 3 und Satz 2 
sich ergebenden Identitit der Nebenstrahlen aus und zeigt dann die 
Identitit auch der Hauptstrahlen auf Grund von Definition 4 und der 
Bemerkung, daB w dann und nur dann dem Hauptstrahl angehért, wenn 
uw gleichzeitig dem 2", dem 1,"'*",.-+, dem 1,“e" Nebenstrahl angehirt. 


Wir nennen auf Grund dieses Satzes, wie friiher ; \, auch } das 


n“ Potenzrestsymbol. 
Satz 8. Es sei &, eine primitive //‘* Kinheitswurzel, [, ein in 1 — &, 

genau zur |," Potenz aufgehendes Primideal in / und uw eine ganze Zahl 

desselben K6rpers, die nicht /;° Potenz einer Zahl in fk ist. Dann ist die 


hg 
Relativdiskriminante des Kérpers K (V2) beziiglich * dann und nur dann 


prim zu [,, wenn (f) + 0 ist. 
ial 
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Beweis. Es gehe das Primideal [, in u genau zur a" Potenz auf, 
dann ist zuniachst notwendig dafiir, daB die Relativdiskriminante des 


hi 


Kérpers K (i a) beziiglich & prim zu [, ist, daB a= 0 (I) ist. Dieselbe 
Forderung stellt auch (F) +0. Dann kénnen wir aber den Fall leicht 


vi f 
auf den einfacheren reduzieren, da8 uw prim zu [, ist. Wir setzen also in 
der Folge a = 0 voraus. 
Auf Grund eines schon im Beginn des Beweises zu Satz 4 abgeleiteten 
Hilfssatzes ist notwendig dafiir, daB die Relativdiskriminante des Kérpers 


thi 
K (Vu) beziiglich & prim zu [, ist, zuniichst, daB eine ganze, der 
Kongruenz 
. pi 

(1) w=a' (+) 
gentigende Zahl « in k existiert. Weiter mu8 damn, gleichgiiltig ob [, 
in K (/ a) in J, verschiedene Primideale zerfallen ist oder unzerlegt bleibt — 
ein dritter Fall ist wegen (1) ausgeschlossen — eine ganze Zahl @ in 
K (V/u) existieren so, daB 

Vi =e 
ist, damit auch die Relativdiskriminante von K(' u) beziiglich K (Vu) 
prim zu [, sei. Daraus folgt 


a. pe 1p, ids 
or (ci (HG »)) 


und darin kann man wegen (1) @ als ganze Zahl in / wihlen. So fort- 
fahrend erhilt man unter Benutzung der Definition 3 als Resultat: Not- 


ey 
wendige Bedingung dafiir, daB die Relativdiskriminante von K (Va) be- 
ziiglich k prim zu [, ist, ist (f) +0. Ist andererseits (*) +0, und 


ai Sh a 
t ‘ 


also eine ganze Zahl «@ in k so angebbar, daB 


hij Ai—1 /2.4(b:— 1) <1) 

psa (4 (4+ Gi- DG »)) 

ist, dann sind nacheinander die einzelnen Relativdiskriminanten von 

K (Vu) beziiglich k, von K (‘Vu) beziiglich K (V/u) u. s. f. prim zu [, und 

daraus folgt, wieder aus der im Beweis von Satz 4 abgeleiteten Beziehung, 
vi 


i 


daB auch die Relativdiskriminante von K (V 7 beziiglich & prim zu [, ist. 
Unsere Bedingung (¢) + 0 ist also auch hinreichend. 
vst 
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Folgerung: Ist uw eine zu 1 —&, prime ganze Zahl im Kérper k 
und nicht J, Potenz einer Zahl dieses K6rpers, dann ist die Relativ- 


UA 
Oe as 
diskriminante des Kérpers K (Va) beziiglich / dann und nur dann prim 
za 1—&,, wenn w der /,"\"* Potenz einer ganzen Zahl in i nach dem 
Modul 
\ hi & 0s —-1) (he -1)- Pa? 
(1 —Eyir® 1) (4; —1) A 
kongruent ist. (Ist z. B. 1; = 2, so lautet dieser Modul 4 - 2"~*.) 
Satz 9. Es sei w eine ganze Zahl des Kérpers k, die nicht /,° Potenz 
einer Zahl dieses Kérpers ist, und [, ein in | — & genau zur /,‘*" Potenz 
ott te —_ fu 
aufgehendes Primideal desselben Kérpers. Ist dann das Symbol ( ) 
Pull 1 
eine 1i—° primitive Einheitswurzel, wo nach der Definition 3 die Zahl b, 
({) ) 
nur der Werte h; und h,—1 fihig ist, dann zerfillt {, im Kérper K\y/u 


. . . . lu . . . 
in 1% verschivdene Primideale. Ist dagegen ( ) = 0, dann ist jedenfalls 
tie 
tei _ 
{, die /;* Potenz eines Ideals in K\Vu/). (Ob und wie dieses Ideal noch 
thi 
. . r : Ree . . . 

weiter in K\/u) zerfillt, ist aus dem nachfolgenden Beweise abzulesen.) 

Beweis: Wir bezeichnen durch Restsymbol ohne Index links unten 
allgemein die /,*°" Restsymbole und deuten durch einen Index rechts unten 
an 


, mm welchem Kérper das Symbol zu nehmen ist. Der Einfachheit 


halber nehmen wir [, prim zu w an. Andernfalls sind die Abiinderungen 
leicht zu treffen. Wir betrachten zuniichst das Symbol ({) - Es sei: 
1/k 
1) (*) =. Das ist der Fall, wenn 
ifk 
psa! (14) 
durch keine ganze Zahl @ in k zu befriedigen ist. [, zerfiallt dann in 
t; ,—) . . —" ° . ° * ry (i /- 
K (Vu) in J, gleiche Primideale, die Relativdiskriminante von K (V/u) 
thi 
beziiglich / und deshalb auch diejenige von Ky = beziiglich / ist teilbar 
durch [,, also ist (ft) =0. Ist etwa {,=[/' im Kérper K (Vu), 80 
“i 
wire, falls h; > 1 ist, weiter das Symbol (i ), zu betrachten. Auch 
1/) Vu 


das ist = 0, denn sonst kiimen wir auf einen Widerspruch mit (*) = 0, 
1/¢k 


wie eine, der im Satz 8 angestellten iihnliche Uberlegung lehrt. Es zerfiillt 
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also I, in K (‘Vu) wieder in 1; gleiche Primideale und das geht so fort: 
et 
{, zerfallt in K (Va) in 1) gleiche Primideale. Es sei 


2) (*) = £,, wo €, eine primitive J, Einheitswurzel ist. [, zerfallt 
1/k 


l; 
dann in K(j an) nicht. Ist h,;>1, dann haben wir weiter (ve), ins 
Vi 
Auge zu fassen. Dieses Symbol ist notwendig Null, denn sonst kimen wir in 
Widerspruch mit (*) =€,. [, zerfallt also in K(‘Vu) in J; gleiche, in 
1¢k 
ai 
K (ix) in 1/i-! gleiche Primideale. Es bleibt nur der Fall 
3) (+) =-+1 noch zu besprechen. [, zerfallt in K (V/u) in 1, ver- 
1/’k = 
schiedene Primideale. Ist [, eines derselben, so bieten sich genau wie 
= 
eben fiir das Symbol (ve) , drei Méglichkeiten: Ist das Symbol 0, 
i ~ 
dann zerfillt {, im Kérper K (‘V a) in 1; gleiche Primideale und, wie man 
ui 
genau wie im Fall 1) zeigen kann, in K (Va) in 1-1 gleiche Primideale. 
Es ist in diesem Fall (f ) =. Ist jenes Symbol einer primitiven /; 
we \4 


vi 
i 


Einheitswurzel gleich, dann bleibt [, in K (Vu) unzerlegt. Falls jetzt 


i 
h, > 2 ist, wird weiter (2) und alle folgenden Symbole = 0. Daraus 
7% 
M 


ergibt sich auch in diesem Fall, der wieder auf (F) = 0 fihrt, die 
1 


vi 
weitere Zerlegung. Ist schlieBlich das fragliche Symbol = +1, dann 


zerfallt {, in J; verschiedene Primideale des Korpers K (Vu), und es 
stehen fiir das folgende wieder drei Wege offen, u. s. f. Wir kommen 
auf diesem Wege schlieBlich auf das im Satz ausgesprochene Zerlegungs- 
gesetz. 

Auf den Sitzen dieses und des vorangegangenen Paragraphen fuBend 
beweist man den 

Satz 10. Es sei w eine ganze Zahl in k, von der wir voraussetzen, 
dap, im Falle sie genau die b” Potenz einer Zahl in k ist, b relativ prim 
zu n ist; w sei ein beliebiges Primideal in k. Ist dann {£} genau 
eine primitive Qho-% . |,i- ... Ure" Kinheitswurzel, dann zerfdllt w im 


Korper K(Vu) in Qh -1,% +++ 1% verschiedene Primideale. 
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Ist {=} =0, dann und auch nur dann ist die Relativdiskriminante 


von K(Vu) beziiglich k teilbar durch w, und w zerfiillt in eine Anzahl 
gleicher Ideale des Kérpers K(V/u), welche ein Teiler von n ist. 


~ 


§ 9. 
Primideale des Grundkorpers mit vorgeschriebenen 
n'*" Potenzrestsymbolen. 


Satz 11. Ist uw eine ganze Zahl in k, die nicht 2", fiir den Fall, dab 
h, + 0 ist, 1,"*,---,1,% Potenz einer Zahl in i ist, dann hat der Grenzwert 


lim [| 


1 
lu m = 
1 (m) (ww) 1 -| ~ n (1) , 


einen endlichen Wert, wenn in dem Ausdruck das erste Produkt iiber 
alle zu » relativ prime rationale ganze Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ---, »—1, 
das zweite Produkt iiber siimtliche Primideale w des Kérpers k erstreckt wird. 

Beweis. Wir nehmen an, der Satz sei fiir alle Teiler der Zahl n 
schon bewiesen. — Wir betrachten das unendliche Produkt 


, 1 
t,_(8) = | | : z Saou e 
Vie (8) 1— My (¥) 


das iiber alle Primideale Y% des Kérpers K(V/u) erstreckt wird, und in 
dem My die Norm genommen im Kérper K(//u) andeutet. Wir sondern, 
um den Beweis zu vereinfachen, zunichst denjenigen Teil des Produktes 
aus, dessen Faktoren aus Teilern der Relativdiskriminante entspringen. 
Das Produkt dieser Faktoren wird eine fiir s = 1 endliche GréBe etwa A 
sein. Wir erhalten also, wenn wir die Funktion A(s) einfthren, 


& (8) = A(s)- & (8) 


, ; ‘ 1 
£,_ (s) = | | a 
Vu > 1—n,_(B) 


() Ve 


ist, diesmal das Produkt nur iiber die zur Relativdiskriminante primen 


Primideale des Kérpers K (ju) erstreckt. Dies Produkt ordnen wir jetzt 
nach den Primidealen w des Grundkérpers k in folgender Weise an: Es 


. u . . *,° . . 
sel {<} genau eine 2"~%.],1—%...]%e~et® primitive Einheitswurzel. Dann 


zerfallt nach unsern Sitzen w in K(/u) in 2-1, --- 1, verschiedene 
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Primideale. Dem Ideal w entspricht also in dem obigen Produkt das folgende 
Faktorenaggregat: 


1 
—s-go—%. gh —.. the he—e) abo. thr... e 
1 - 1 e 


(1) ; am 
(; os oat 


1 
f(s) = Il ia 


(tv) 


Setze ich 


das Produkt iiber alle Primideale w des Kérpers k erstreckt, so sei a(s) 
der Faktor, der aus den in der Relativdiskriminante aufgehenden Prim- 
idealen entspringt. Ich habe dann analog dem obigen 


§.(s) = a(s) - & (8), 
& (8) “IT —— wn 


ist, diesmal das Produkt nur iiber die zur Relativdiskriminante primen 
Primideale des Kérpers k erstreckt. Nun wird vermége (1): 


(2) b (8) = (8) TIT 


m=1 (Ww) i-{. + ory 


wo 





Da der Grenzwert des Quotienten 


bn (8) 


lim — 
s=li 





—_ 
&.(8) 


endlich ist (vgl. Hilbert, Algebr. Zahlkérp. § 25, pag. 230), ist auch der 
Grenzwert 


und deshalb wegen (2) auch schlieBlich das Doppelprodukt in der Grenze 
s=1 endlich. Wir hatten angenommen, der Satz sei fiir alle Teiler 
von » schon bewiesen. Beachtet man alle aus dieser Annahme ent- 
springenden Gleichungen und zieht nachtraiglich die von Teilern der 
Relativdiskriminante herriihrenden Faktoren in das Produkt wieder hinein, 
dann folgt daraus die Aussage des vorliegenden Satzes. 

Satz 12. Es seien u,, uy,-+-, uw, dergestalt voneinander unabhingige 


ganze Zahlen des Korpers k, dap kein Produkt 


uw” . uy” oe ys 


“1 2 
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die n Potenz einer Zahl in k wird, wenn m,, mg, «+ 
Werte 0,1, 2,--+,w—1, ausgenommen 


‘+, m, irgend welche 


m, = 0, m, = 0,---,m,=0 


bedeuten. Dann existieren im Korper k stets wnendlich viele Primideale » 
und eine zu n relativ prime ganze rationale Zahl m <n derart, dap 


m 


(B) eu (Mma (B)"=e, 


m 


ist, WO €,, Cy,-++,¢, beliebig vorgeschriebene n* Einheitswurzeln sind. 

Der Beweis ist unter Benutzung von Satz 11 ganz analog wie im 
Falle von Primzahlpotenzresten zu fiihren. Wir fiigen noch an: 

Folgerung: Zu den Zahlen u,, uy,---, uw, des Satzes mégen noch 
andere ganze Zahlen u,’, uo, ---, uw. des Koérpers i treten, welche in der 
im Satz angegebenen Weise unabhingig voneinander und von den Zahlen 
Uy, Mg,***) 4, Sind; dann existieren in / stets unendlich viele Primideale yp, 
die auBer jenen n° Potenzrestsymbolen noch den folgenden Potenzrest- 
symbolen geniigen: 


n * 
(ui}” [tiny a! abit er = a o! 
pin lp ~ * Sere SS aa 
Darin sind »,,---,», Teiler von »; ¢,’,---, ¢, sind beziiglich »,", - - -, »," 
— HY uy _ 
vorschreibbare Einheitswurzeln, und 4 grea : bedeuten beziiglich 
n,’ 


nm 


n,*, ---, n,* Potenzrestsymbole. 


§ 6. 
Anwendungen. 

Es sei ein Grundkérper k vorgelegt, in dem das Reziprozititsgesetz 
der 2%", der 1,":"",---, der /,“ee" Potenzreste bewiesen ist. Diese Voraus- 
setzung trifft bei dem jetzigen Stande der Frage im Falle h, = 0,1, 2; 
h, = 1,--+,h, = 1 zu, wenn iiber / gewisse einschrinkende Voraussetzungen 
gemacht werden, deren wichtigste, und auch in diesen Anwendungen ver- 
wertete, die ist, daB die Anzahl h der Idealklassen in i relativ prim zu n ist. 

Wir werden eine ganze, zu 1 — &, 1 — &,,---,1—&, prime Zahl u 


des Kérpers k priméir beziiglich K(V/u) nennen, wenn die Relativdiskrimi- 
nante von K(j/u) beziiglich & prim zu 1—£,, 1—£,,---, 1—&, ist, wenn also 
- Pi (1 a gai N+ G-DGi-9)) 
(¢=0,1,2,---, e; 1, =2) 


als ganze Zahl in k vorausgesetzt. 


ist, &, 
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Wir werden eine ganze, zu 1— &, 1— &,,---,1—&, prime Zahl uw 
des Kérpers k hyperprimdr beziiglich K (Vu) nennen, wenn 
on «i (1 _ gy Gein (hj—1)) | = t,) 
(i=0, 1,2,-++,€; y=2) 
ist. Darin ist «, eine ganze Zahl in f, [,,---, f; 


gehenden Primideale. ‘ 
Ist fiir 1/'*° Potenzreste das Reziprozititsgesetz bewiesen, so gelten 


sind die in 1 — &, auf- 


i 
folgende Sitze — primar und hyperprimar auf den Kérper K (Va) be- 
zogen —: 

I. Ist w eine primire, v eine beliebige ganze, zu 1 — &; prime Zahl 


& hy (=) 
un ue 


IL. Sind w’, w”, v', v” solche ganze Zahlen in i, daB vv” und u’y” 
primaire Zahlen sind, dann ist 


(") (=) (“",) (en) 
, ta ae = on ie ae 4 
= 

vei - pi” nai 

: : 


thi vi * 
‘ ? 


Ill. Ist in 
mY = pw 
m ein Ideal, w cine Primirzahl des Kérpers k und h’ so gewahlt, dab 
h-h’=1(n) ist, dann und nur dann geniigt m den Restsymbolen 


@-+h Qe 


Darin durchlauft < alle Einheiten des Kérpers k, 4 die h-h'™ Potenzen 
aller Primfaktoren von 1 — &,, und € ist eine /, Einheitswurzel. 
IV. Ist w eine Hyperprimarzahl, dann und nur dann ist unter Be- 
nutzung der Bezeichnungen in III: 
vi 
GJ- +1. 


é 
vi (i) fk 

Wir sahen in Definition 2, wenn wir gleich die Definition 5 beachten, 
daB, wenn a ein Ideal in & ist, 


(}= (0) EY" 


vi 
] 


ist, wo 
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Ay . I”. 1," ne Lhe = 1(2’), 
a, - Dro . 1,” “és Ihe = 1(1,"), 


a -2. 1 on pre-t = 1(1)*) 
zu wahlen ist. . 


Wenden wir auf die einzelnen Faktoren von {“ die Satze I bis IV 


an, so erhalten wir vier Satze, welche den Kern des Reziprozititsgesetzes 
der n°? Potenzreste bilden. Wir beziehen die Bezeichnungen primar und 
hyperprimiir im folgenden auf den Kérper K(V/u). 
I. Ist w eine Primirzahl, v eine ganze, zu 1— &, 1— &,---,1—&, 
prime Zahl in k, dann ist 
it 
lvJ le 


II. Sind w’,u”’, v’, v” solche ganze Zahlen in kf, daB w’- uw” und v’- v” 
Primarzahlen in / sind, dann ist 


(e).(2) ae Et Ne 
v) lw lo’ J lw’ 
Ill. Es sei in 

m¥ = (w) 


m ein Ideal, w eine Primiirzahl des Kérpers, und h’ so gewahlt, daB 
h-hh’ =1(n) ist; dann und nur dann ist 


[g]-#h Qs 


((=0, 1,2,- 7°, @; I, = 2) 


wo €, eine /,° Einheitswurzel ist, <« die Einheiten, 4; die h-h’*® Potenzen 
der Primteiler von 1 — &; durchliuft. 
IV. Ist bei Benutzung der Bezeichnungen in III in 


mi — (u) 
die Zahl w hyperprimar, dann und nur dann ist 


A; 
m 


Ja 


lm J 


alow + & ( 
thi 


(im, 1,2,-+-, €; b=). 


¢ 
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§ 7. 


Zusammenfassung. 


Die vorliegenden Paragraphen behandeln ein erstes Kapitel der 
Theorie x Potenzreste in algebraischen Zahlkérpern. Bislang ist die 
Theorie der Primzahlpotenzreste*) und die der biquadratischen Reste**) 
unter gewissen Voraussetzungen iiber den Grundkérper bis zum Beweis 
der Reziprozitiitsgesetze geférdert. Die niichstdem zu behandelnden Potenz- 
reste sind die /‘*", wol eine Primzahl. Im vorhergehenden ist 

1. gezeigt, daB mit der Theorie der /'**' Potenzreste auch die all- 
gemeinere der »*’ Potenzreste erledigt ist, wo m eine beliebige ganze 
positive rationale Zahl ist. So zeigt speziell § 6, daB mit den Rezi- 
prozitiitsgesetzen I’ Potenzreste auch diejenigen m* Potenzreste ge- 
geben sind; 

2. werden die Grundlagen einer Theorie /'** Potenzreste gegeben; 
mit ihnen wegen 1 zugleich auch die einer Theorie n' Potenzreste: 

Es wird zunichst der Begriff des Potenzrestes — etwas von dem 
sonst iiblichen abweichend — definiert (Definition 1) und die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Zahl nach einem Primideal 
Potenzrest ist, angegeben. (Satz 1 und 2.) Jetzt wird auf Grund des 
verallgemeinerten Fermatschen Lehrsatzes das Potenzrestsymbol fiir solche 
Primideale definiert, welche prim zu / sind. (Definition 2.) Es wird dann 

1. das enge Verhiltnis zwischen Potenzrest und Potenzrestsymbol 
unter Benutzung des in der Einleitung kurz definierten Begriffes Zahl- 
strah] konstatiert (Satz 3.); 

2. die Zerlegung eines Primideals in einem relativ-zyklischen Ober- 
kérper mit dem Potenzrestsymbol in Zusammenhang gebracht derart, dab 
die Zerlegung mit der Kenntnis des Wertes des zugehérigen Potenzrest- 
symboles gegeben ist. (Satz 5.) 


*) Quadratische Reste behandelt: 

D. Hilbert, Wher die Theorie des relativ-quadratischen Zahlkérpers. Math. 
Ann. Bd. 51, 1899. 

I'e Potenzreste, wo J eine ungerade Primzahl ist, behandelt: 

D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkirper. Bericht, erstattet der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 1894/95. 5. Teil. 

Ph. Furtwaingler, Uber das Reziprozitiitsgesetz der /*" Potenzreste. Abhandl. 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen. 1902; und 

Reziprozitiitsgesetze zwischen I['*® Potenzresten in algebraischen Zahlkérpern. 
Math. Ann. Bd. 58, 1904. 

**) W. Lietzmann, Uber das biquadratische Reziprozitiitsgesetz in algebraischen 
Zahlkirpern. Inaug.-Diss. Godttingen 1904. 
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Die niachste Aufyabe ist es nun, auch fiir diejenigen Primideale des 
Grundkérpers, welche Teiler von / sind, und welche sich deshalb jener 
Definition fiir zu / relativprime Ideale nicht fiigen, ein geeignet definiertes 
Potenzrestsymbol einzufiihren. Geeignet wird das Symbol sein, wenn 
auch jetzt die Parallelitiit zwischen Symbolwert und Potenzrest und ebenso 
zwischen Symbolwert und Zerlegung des Primideals gewahrt bleibt. Das 
erfiillen die Definitionen 3 und 4, wie die darauf folgenden Siitze zeigen; 


sie entsprechen ganz und gar jenen Siitzen, welche wir fiir zu / relativ 

prime Primideale abgeleitet haben. (Satz 7 und 9.) Die Definition 3, : 
welche mit Satz 2 in organischem Zusammenhang steht, lift gleichzeitig 
erkennen, wie man fiir den Fall /''* Potenzreste die Begriffe primiire 

und hyperprimire Zahl, primares und hyperprimiires Ideal zu fassen haben 

wird. Eine Andeutung dessen ist in § 6 gemacht. 

Aus den Rahmen des Behandelten fallt der Inhalt von § 5 etwas 
heraus. In diesem Paragraphen wird der Beweis eines Satzes iiber 
Potenzreste gegeben, der seine Hauptanwendbarkeit erst nach Einfiihrung 
des Geschlechtsbegriffes gewinnen wird, eines Begriffes, dessen man zur 
Erledigung der Reziprozitiitsgesetze l'** Potenzreste bendtigt. 


Landsberg a. W., im Juli 1904. 




















E. Buscne. Kroneckersche Beziehung zwischen Geometrie und Zahlentheorie. 2RD 


Uber eine Kroneckersche Beziehung zwischen Geometrie und 
Zahlentheorie. 


Von 


E. Buscne in Bergedorf. 


In seinen Vorlesungen iiber Zahlentheorie*) hat Kronecker die 
Gitterpunkte einer Ebene, d. h. die Punkte, deren rechtwinklige Koordinaten 
beide ganze rationale Zahlen sind, in der Weise mit je einer positiven 
ganzen Zahl bezeichnet, daB er an den Punkt mit den Koordinaten 2, y 
den gréBten gemeinsamen Teiler (2, y) seiner beiden Koordinaten setzt. 
Fiir ein Stiick der Ebene in der Nahe des mit Null bezeichneten Null- 
punktes erhilt man so die folgende Figur: 


2321612821 6 
FILRSGAAAA SES 
£18 14.4 £824 498 
bo) 0 #4 6eH@ 
212121241241 2 
Pee A Se SE Be 
4821012383 45 6 
-e £2. Popups 24 
21212124121 2 
: FeL ABR 2 Oe 


Kronecker macht von dieser Zuordnung, die er auf den ersten 
Quadranten beschriinkt, hauptsiichlich Gebrauch, um Mittelwerte einwand- 
frei herzuleiten, ohne die Eigenschaften dieser verallgemeinerten geo- 
metrischen Veranschaulichung der natiirlichen Zahlenreihe ausfiihrlich zu 


*) herausgegeben von Hensel (Leipzig 1901), Bd. 1, 8. 242. 
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untersuchen. Zu dieser Untersuchung will ich im folgenden den Anfang 
machen. 

Rationale Zahlen sollen mit kleinen lateinischen, rationale ganze 
Zahlen mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet werden. 


§ 1. 
Eine Hilfsbetrachtung iiber Gitterpunkte. 


Die folgenden Bemerkungen iiber Gitterpunkte, bei denen die Kro- 
neckersche Bezeichnung noch nicht gebraucht wird, mégen vorangeschickt 
werden. 

Ein endlicher Bereich 8, der als vinfach zusammenhiingend und 
nirgends konkav vorausgesetzt wird, enthalte in seinem Innern eine Anzahl 
von Gitterpunkten. Es soll die Frage beantwortet werden, wieviele Ge- 
raden mit vorgeschriebener Richtung sich durch diese Gitterpunkte ziehen 
lassen. Ist der Richtungskoeffizient der Geraden irrational, so ist die 
gesuchte Anzahl einfach gleich der Anzahl der Gitterpunkte im Innern 
von %, da auf einer solchen Geraden nur ein Gitterpunkt liegen kann. 
Ist der Richtungskoeffizient rational und z. B. gleich dem positiven Bruch 
y:u, wo w und y teilerfremde Zahlen sind — ist die eine Null, so ist 
die andere gleich 1 zu nehmen — so liegen auf einer Geraden, die durch 
einen Gitterpunkt geht, im allgemeinen noch andere Gitterpunkte des 
Bereiches, die im Abstande Vu?+* aufeinander folgen. Nun verschiebe 


man den Bereich 8 so, daf jeder seiner Punkte um die Strecke Vu? + v 
in der betrachteten Richtung fortriickt. Der verschobene Bereich mige 8’ 
heiBen. Dann ist die Anzahl y’ der Gitterpunkte in dem Teil 6’ von &, 
der von 8’ nicht iiberdeckt wird, gleich der gesuchten Anzahl von ge- 
raden Linien, denn durch jeden dieser Punkte geht eine Linie der vor- 
geschriebenen Richtung, auf der in 6’ liegenden Strecke dieser Geraden 
liegt genau ein Gitterpunkt, und eine Gerade, die durch einen in dem 
Teil von % liegenden Gitterpunkt geht, der zugleich zu B’ gehirt — 
wenn ein solcher Teil vorhanden ist — geht auch durch b’ und trigt 
auf ihrer in 6’ liegenden Strecke einen Gitterpunkt, ist also in der An- 
zahl y’ mitgezaéhlt worden. Verschiebt man 8 weiter in genau derselben 
Weise nach $8”, so gibt die Anzahl y” der Gitterpunkte in dem Bereich 
6”, der zu B und YB, aber nicht zu B” gehért — wenn ein solcher Be- 
reich 6” existiert — die Anzahl der Geraden von der vorgeschriebenen 
Richtung an, die durch mindestens zwei Gitterpunkte in 8 gehen, usw. 

Wenn man die Anzahl der Gitterpunkte eines Bereiches durch eine 
um den Bereich gesetzte eckige Klammer bezeichnet, so ist also py’ =[6'| 
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die Anzahl der Geraden von der vorgeschriebenen Richtung, die mindestens 
einen Gitterpunkt in 8 tragen, y” =[6”] die Anzahl der Geraden, die 
mindestens zwei Gitterpunkte in 8 verbinden, usw. Die Anzahl der Ge- 
raden, die nur durch einen Gitterpunkt in 8 gehen, ist also [b’| — [6], 
die Anzahl der Geraden, die genau durch zwei Gitterpunkte in 8 gehen, 
ist [6”] — [6°], usw. 

Ist der Bereich 8 so beschaffen, daB er in seinem Innern ein recht- 
eckiges System von Gitterpunkten enthiilt, das parallel zur z-Achse in 
jeder Reihe «, parallel zur y-Achse in jeder Reihe 6 Punkte aufweist, so 
lassen sich die Zahlen |6’] usw. leicht angeben. Es ist [8] = «f, und 
der Teil des Bereiches B’, der zugleich zu 8 gehért, enthalt wieder ein 
Rechteck mit («—m)(6—yv) Gitterpunkten. Dabei ist eine Differenz « — u, 
B—v und allgemein « — xu, B --xv gleich "Null 2u setzen, wenn sie 
nicht positiv ist. Also ist jetzt 


(1) [6"] = «B — («—p) (B—») 

die Anzahl aller Geraden der durch uw und v bestimmten Richtung, die 
durch mindestens einen Gitterpunkt des Bereiches 8 gehen. Ferner ist 
(2) [6"] = («—")(B—v) — (a—2y)(B—2y) 

die Anzahl aller Geraden der betrachteten Richtung, die durch mindestens 
zwei Gitterpunkte von 8 gehen, usw. Endlich geben die Ausdriicke 


(3) up — 2(a—mw)(B—v) + («—24)(B—2y), 
(3”) c= HG a ditt — teat 3u)(B— sh 


(3) (a—(H— 1u)(6—@— 1)»)—2(a—xpt)(6—n9)-+ (a—(e+1)p)(B—GetD v) 
der Reihe nach die Anzahl der Geraden mit dem Richtungskoeffizienten 
vy: an, die genau durch 1, durch 2 usw., durch x Gitterpunkte des in 
% enthaltenen Gitterpunktrechtecks gehen. Es ist nicht méglich, diese 
Ausdriicke weiter auszurechnen, weil die Differenzen mit den Minuenden 
« und # in der angegebenen Weise symbolisch sind. Setzt man z. B. 
« =0, yv=1, so erhilt man fir 651 aus (1) und fiir 652 auch aus 
(2) usw. jedesmal « als die Anzahl der zur y-Achse parallelen Geraden, 
die durch Gitterpunkte gehend den rechteckigen Bereich durchziehen. 
Dagegen liefert von den Ausdriicken (3) nur der auf x = f beziigliche 
denselben Wert «, alle tibrigen geben Null. 

Wenn man die Anzahl aller verschiedenen Geraden bestimmen will, 
die aus einem Gitterpunktrechteck dadurch abgeleitet werden kénnen, dab 
man auf alle méglichen Arten zwei zu dem Rechteck gehérige Gitter- 
punkte miteinander verbindet, so kann man sich auf die Geraden, deren 
Richtungskoeffizienten 0, co und >O sind, beschriinken, da die, deren 
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Richtungskoeffizient eine endliche negative Zahl ist, in derselben Anzahl 
vorhanden sind, wie die mit positivem endlichen Richtungskoeffizienten. 
Die positiven Richtungskoeffizienten (einschlieBlich © und oo), die 

fiir das Gitterpunktrechteck mit je « und # Gitterpunkten in einer Reihe in 
Betracht kommen, bilden eine Fareysche Reihe F’,_, ,_,, die in bekannter 
Weise durch fortgesetzte Mediation aus den beiden Briichen 0:1 und 1:0 
abgeleitet werden kann, indem man nur die Briiche, deren Nenner < « —1, 
deren Zihler = 8—1 sind, in die Reihe aufnimmt. Unter Mediation 
verstehe ich mit Lucas die Herleitung des Bruches (y+46):(A+@) aus 
den beiden Briichen y:4 und 6:9. Gewoéhnlich pflegt man nur Fareysche 
Reihen zu betrachten, deren erster Index gleich dem zweiten ist. Die 
fundamentalen Eigenschaften dieser besonderen Fareyschen Reihen*) iiber- 
tragen sich aber ohne weiteres auf die hier zu verwendenden etwas all- 
gemeineren Reihen. Die Fareysche Reihe F,, ist z. B. 

3 23°33 8.5 2 4 

1? 4’ 8’? 2? 8’ 4’ 17 2717 17 0 


Nach diesem Hinweise folgt nun aus (2) sofort, daB die Anzahl aller 
verschiedenen Geraden mit nicht negativer Richtung, die sich als Ver- 


bindungslinien von je zwei Gitterpunkten des Gitterpunktrechteckes mit « 
und £ Punkten in einer Reihe ziehen lassen, gleich 


Ds {(a—p)(B—v) — (a—2u)(B—2y)} 
Fo —1,8-1 


’ 
a—1,f- 


ist, wo v:u die Fareysche Reihe F , durchlauft. 
§ 2. 
Die Kroneckersche Ebene. 


Es ist zweckmaBig, nicht nur die Punkte mit ganzen Koordinaten, 


sondern allgemeiner die mit rationalen Koordinaten — die rationalen 
Punkte der Ebene — in der Kroneckerschen Weise mit einer Zahl zu 


bezeichnen. Dazu ist es notwendig, den Begriff des Teilers einer Zahl 
mit Herrn Hensel**) dahin zu erweitern, daB man von einer rationalen 
Zahl b sagt, sie sei ein Teiler der rationalen Zahl a, wenn a:b eine ganze 
Zahl ist. Diese Bedingung ist dann und nur dann erfiillt, wenn die 
Primzahlpotenzen, aus denen a und b sich zusammensetzen, in a mit 


*) Vergl. Bachmann, Niedere Zahlentheorie (Leipzig 1902), Bd. I, 8. 121 ff. 
**) S. die Anmerkung zu § 1 der sechsten Vorlesung von Kroneckers Zahlen- 
theorie, Bd. 1, S. 502. 
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einem unter Beriicksichtigung des Vorzeichens nicht kleineren Exponenten 
vorkommen als in b. So ist z. B. 35:12 teilbar durch 7:180. Jede 
rationale Zahl hat dazn so viele Teiler wie es ganze Zahlen gibt. Der 
gréBte gemeinsame Teiler zweier rationalen Zahlen, deren Primzahlzer- 
legung bekannt ist, bestimmt sich wortlich nach derselben Vorschrift, die 
fiir ganze Zahlen gilt; er ist aber auch gleich dem Quotienten aus dem 
gréBten gemeinsamen (ganzzahligen) Teiler der beiden Zihler und dem 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der beiden Nenner, vorausgesetzt, daB 
die beiden Zahlen reduzierte Briiche sind. 

Kine Ebene, deren rationale Punkte z|y alle mit (#, y) bezeichnet 
sind, will ich eine Kroneckersche Ebene nennen. Unter einem Punkt 
einer solchen Ebene ist immer ein rationaler Punkt, unter einer Geraden 
eine rationale Gerade zu verstehen, d. h. eine Gerade mit rationalem 
Richtungskoeffizienten, die durch einen rationalen Punkt geht, deren 
Pliickersche Koordinaten also rationale Zahlen sind. 

Unter einem Gitterpunkt ohne weiteren Zusatz soll nach wie vor ein 
Punkt verstanden werden, dessen beide Koordinaten ganzzahlig sind. Es 
wird aber hiufig in das urspriingliche Gitter ein anderes, dessen Quadrat- 
seiten gleich dem A‘ Teil der urspriinglichen Liingeneinheit sind, ein- 
geschaltet werden. Die Kreuzungspunkte dieses Gitters mégen die zur 
Zahl 4 gehérigen Gitterpunkte genannt werden. Die Verbindungslinien 
der Gitterpunkte sollen Gitterstrahlen heifen. 

Bei der Beschreibung der Kroneckerschen Ebene kann man sich 
auf den Quadranten beschriinken, fiir den 2 >0, y 5S 0 ist, da die tibrigen 
Quadranten aus diesem durch eine Drehung oder auch durch Spiegelung 
an den Achsen, bezw. am Nullpunkt hervorgehen. Die Zahl, die nach 
der verallgemeinerten Kroneckerschen Vorschrift jeder Punkt der Ebene 
trigt, werde als die Nummer des Punktes bezeichnet. Nur die Gitter- 
punkte, und diese alle, haben eine ganzzahlige Nummer. Die zu 4 ge- 
hérigen Gitterpunkte sind die Punkte, deren Nummer einen ganzzahligen 
Zihler hat, wenn sie auf den Nenner 4 gebracht wird. 

Zuerst mégen die Punkte mit der Nummer 1 aufgesucht werden; es 
sind das die Gitterpunkte, deren Koordinaten relativ prim zueinander sind. 
Auf der positiven z-Achse gehért nur der Punkt 1/0 zu ihnen. Auf der 
Geraden y= 1 sind alle Gitterpunkte mit 1 bezeichnet, auf der Geraden 
y= 2 alle Gitterpunkte mit ungerader Abszisse, auf der Geraden y = 3 
alle Gitterpunkte, deren Abszisse nicht durch 3 teilbar ist, usw. Auf der 
Geraden y =x haben von den ersten x Gitterpunkten diejenigen (x) die 
Nummer 1, deren Abszisse relativ prim zu x ist, und diese Punktgruppe 
wiederholt sich nach je x Gitterpunkten. 

Unterwirft man jetzt die Ebene einer Ahnlichkeitstransformation. 


Mathematische Annalen. LX. 19 
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a =tz, 

y = ty, 
so ist (a’, y’) = (ta, ty) =t(2,y). Daraus folgt, daB das System aller 
Punkte mit der Nummer ¢ ein ihnliches Bild des Systems aller mit 1 
bezeichneten Punkte ist. Aus jedem mit 1 bezeichneten Punkt leitet man 
dadurch einen Punkt mit der Nummer ¢ ab, daB man den ersten Punkt 
mit dem Nullpunkt verbindet und seinen Abstand vom Nullpunkt ¢ mal 
vergréBert. Fiir ¢= oo erhilt man unendlich ferne Punkte, die alle als 
auf einer geraden Linie befindlich angesehen werden migen. Auf einem 
Halbstrahl durch den Nullpunkt liegen die Nummern der Punkte geradeso 
der GréBe nach geordnet wie bei der gewéhnlichen geometrischen Ver- 
anschaulichung der positiven Zahlen durch die Punkte einer Geraden. 


§ 3. 
Eine Anzahlbestimmung. 


Ein Problem, das Kronecker aufstellt und in einem besonderen 
Falle lést, besteht darin, fiir einen beliebigen endlichen Bereich 8 die 
Anzahl der Punkte in seinem Innern anzugeben, die mit der Nummer ¢ 
bezeichnet sind. Da das System ¢ dem System 1 ihnlich ist, kann diese 
Aufgabe darauf zuriickgefiihrt werden, in dem Bereich 8 = B’:¢, der aus 8B’ 


wn ac :) hervorgeht, die Punkte auf- 
zusuchen, die mit 1 bezeichnet sind. Um diese Anzahl, die ich im AnschluB 
an Kronecker %,(%) nennen will, zu bestimmen, ziehe man von der 
Anzahl [8] aller Gitterpunkte des Bereiches 8 die ab, deren Nummer 
durch zwei teilbar ist. Die Anzahl dieser Punkte ist [8:2]. Ferner ziehe 
man alle die [8:3] Punkte ab, deren Nummer durch drei teilbar ist, 
addiere aber wieder die Anzahl [8:6] der Punkte, deren Nummern durch 
zwei und drei zugleich teilbar sind usw. Man verfahre also genau so wie 
bei der bekannten Bestimmung der Eulerschen g-Funktion, die ja auch 
ein besonderer Fall der hier betrachteten Funktion ist. Es ist also 
(1) (8) = [B] — [(B: 2] — [B: 3] + [(B:2-3] —[B: 5] 4+ [B: 2-5] 
+[8:3-5)—[B:2-3.-5].--., 

wo die Reihe rechts auf alle Primzahlen ausgedehnt werden kann, aber 
nur bis auf die gréBte ausgedehnt zu werden braucht, die noch in einer 
der in 8 vorkommenden Nummern aufgeht. 

Man kann die Formel (1) kiirzer schreiben, wenn man sich des be- 
kannten Symbols w(x) bedient*). Dann ist 


durch die Ahnlichkeitstransformation ( 


*) Vgl. Bachmann: Analytische Zahlentheorie. S. 309 (Leipzig 1894). Kronecker 
setzt ¢, statt u(x). 
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(1 4,8) = 'u@[B:9), 
x=1 
und die Anzahl der mit t bezeichneten Punkte in 8 ist 
(0) (8) = >a) 1B: xt} 
x=1 


Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der Kroneckerschen Formel (2*) 
8. 307 a. a. O, die sich auf einen rechteckigen Bereich bezieht, dessen 
Seiten den Achsen parallel sind und dessen eine Ecke in den Nullpunkt 
fallt. (Darauf fihrt Kronecker den Fall zuriick, wo das Rechteck keine 
Ecke im Nullpunkt hat.) Bei dieser Annahme iiber 8 kann man, wie 
a. a. Q., die Berechnung der KlammergréBen mittels der Funktion [2] 
ausfiihren. Im allgemeinen Falle kann das ebenfalls geschehen, wenn die 
Begrenzung des Bereiches in geeigneter Weise gegeben ist. 
Fiir die Eulersche g-Funktion gilt bekanntiich die Gleichung 


(2) > 98) =*; 
é/t 


wo 0 die Teiler von rt durchliiuft (daB hier nur die ganzzahligen Teiler 
gemeint sind, geht aus der Bezeichnung mit einem griechischen Buch- 
staben hervor). Ein analoger Satz gilt fiir die Funktion %,(%), némlich 


(3*) >) %,(B : 8) = [8], 

5 
wo 0 .die Teiler aller der ganzzahligen Nummern durchliuft, die in dem 
Bereich 8 vertreten sind, und zwar so, daB jeder dieser Teiler nur einmal 
in Betracht gezogen wird. Man kann statt dessen auch 


3") > %B : x) = [8] 


schreiben, da ein Bereich 8:x, wenn x nicht wenigstens in einer der 
ganzzahligen Nummern von 8 aufgeht, iiberhaupt keinen Gitterpunkt 
enthiilt. 

Der Beweis von (3*) ist sehr einfach. Fiir 6 = 1 werden links die 
Gitterpunkte in 8 gezihlt, die die Nummer 1 haben. Sind allgemein a, 
Gitterpunkte. in 8 mit Vielfachen von 6 bezeichnet, so enthilt der Be- 
reich 8:0 genau w, Gitterpunkte, von denen %,(8:06) die Nummer 1 
haben. Ebenso viele Gitterpunkte tragen in 8 die Zahl d selbst. Man 
sieht, daB auf der linken Seite von (3*) gerade alle in 8 vorkommenden 
Gitterpunkte gezihlt werden, jeder einmal, wie es die rechte Seite verlangt. 
19* 
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Um eine Anwendung von der Formel (1*) zu machen, werde an- 
genommen, da der Bereich nur einen einzigen Gitterpunkt enthalte, der 
die Nummer tr >1 habe. Dann ist [8: x] jedesmal dann gleich 1, wenn 
x ein Teiler von rt ist, sonst aber gleich Null. Daraus folgt, da jetzt 
1, (B) =0 ist, die bekannte Fundamentaleigenschaft der Funktion u(x), 


wonach 
> H(3) =0 
F) 


ist, wenn @ alle ganzzahligen Teiler einer von 1 verschiedenen ganzen 
Zahl durchliuft. 

Ferner werde vorausgesetzt, daB der Bereich 8 aus a-f kleinen 
Bereichen bestehe, von denen jeder nur einen der «- 6 Gitterpunkte 


E.|%, (u=1,2---a; v=1,2---) 


enthalt. Bezeichnet man dann mit 


P(Vi» Vo0°* "Vos May Har’ *s Ko) 
die Zahl, die angibt, wie oft eine der Zahlen y zu einer der Zahlen 7 
relativ prim ist, so folgt aus (3*) 


é, g Sa 1) 1 "3 
Do(h, H.-F os a? 4 a = «af, 
0 


wo @ alle Zahlen durchliiuft, die in irgend einer Zahl €, und zugleich 
in irgend einer Zahl y, aufgehen. Dabei werden alle diejenigen Argu- 
mente, die nicht ganzzahlig ausfallen, einfach weggelassen. Setzt man 
B=1,y,=—t, «a=t, &, =u, so geht die Formel in (2) tiber, da 


, (1, 2,-->, Tv; t) = g(t) 
ist. 


§ 4. 
Veraligemeinerungen der Eulerschen g-Funktion. 


Die bisherigen Betrachtungen iiber die Kroneckersche Ebene lassen 
sich in so selbstverstiindlicher Weise auf mehr als zwei Dimensionen ver- 
allgemeinern, da8 ich hier ohne weiteres von dieser Ubertragung Gebrauch 
machen kann, um noch einige Formeln anzugeben, von denen ich eine, 
die iibrigens schon bekannt ist, spiiter benutzen werde. Unter 

Po(t) = P(A, 2,-++, 05 1,2,+-5t5++ 57), 
wo der Komplex der Zahlen 1, 2, -- ., c sich rechts 6 mal wiederholt, werde 
die Anzahl derjenigen Kombinationen mit Wiederholung und mit Unter- 
scheidung der Reihenfolge (der sogenannten Variationen) von je o der 
Zahlen 1, 2,---,r verstanden, die mit t den gréften gemeinsamen Teiler 1 
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haben, d. h. also die Anzahl] der mit der Nummer 1 bezeichneten Gitter- 
punkte des o + 1-dimensionalen Kroneckerschen Raumes unter den- 
jenigen +’ Gitterpunkten, deren o erste Koordinaten irgend einen der 
Werte 1,2,---,r haben, deren letzte Koordinate den Wert 1 _besitzt. 
Dann ist nach der auf ¢ + 1 Dimensionen iibertragenen Formel (1*) des 
vorigen Paragraphen 

; , ‘ 1 1 

1) =+-(1- di top fog 

(1) P(t) = 7 3) ma 

WO 2,,%,°-- die verschiedenen Primzahlen sind, die in rt aufgehen. 


Nach (3*) von § 3 ist auch 
>’ 9.(8) a tv”. 


O/t 
Diese Formeln sind bekannt. Dagegen sind, soviel ich weiB, die ent- 
sprechenden Gleichungen fiir die Kombinationen ohne Wiederholung und 
ohne Unterscheidung der Reihenfolge noch nicht aufgestellt worden. Da 
jetzt die Anzahl aller in Betracht kommenden Gitterpunkte gleich 


e __ &-+(¢--1)---(¢—e-+1) 
( 1-2---6 


6 


ist, so ist, wenn unter 
9,(t) = p(1, 2,---,t; 1,2,--+43-- 5 T) 
die gesuchte Anzahl, d. h. die Anzahl der mit 1 bezeichneten unter diesen 


(*) Gitterpunkten verstanden wird, nach § 3, Gl. (1*) 
G(r) = (*)—(™)— (8) 4 (8B) --., 


(‘) = si (ar— Var a7 + 74949? —-- + (6—D! a) 


6 


also, wenn 


gesetzt wird, 


a0) —ale- EY -G +E) 


1 


-ralet— Cy) 


1 
1 
a A (a) a eee i 
~ 6! (94(t) — %o1Po-1 ©) + Poa Po—2(t Le + (6 1)! p(x) . 


Unter Benutzung einer symbolischen Schreibweise kann man also 


\ __ @(t)- (p(t) —1) - (p(t) — 2) - - - (p(t) —6 +1) 
9,(t) = ———— > eee ini i i 





setzen. Dabei wird nach Ausfiihrung der Multiplikation (g(r))¢ durch ,(t), 
9,(t) durch g(r) ersetzt. So ist z. B. die Anzahl aller verschiedenen 
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Paare von zwei verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, -- -, 6, die mit 6 
den gréBten gemeinsamen Teiler 1 haben, gleich 


9: (6) = 4 (92(6) — 9(6))— 5 -36-(1—)(I— 5) — 3 -8-(1— )(1-3) 
=12-—-1=11. 


Diese Zahlenpaare sind 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 2,3; 2,5; 3,4; 3, 5; 
4,5; 5,6. Ihre Anzahl ist 11. 
Auch fiir die Funktion 9,(r) gilt der durch die Gleichung 


> F() = (2) 


ausgedriickte Satz, wie sich auch aus (3°) von § 3 sofort ergibt. 

Es ist klar, daB die Satze dieses Paragraphen wesentlich darauf be- 
ruhen, daB der eine unter den Komplexen von Zahlen, die als Argumente 
der g-Funktion auftreten, nur aus einer Zahl besteht. 


§ 5. 
Ein Satz iiber die Kroneckersche Funktion %,(0, (e—1, 8—1)). 


Mit %,(0, (@—1, ®—1)) werde nach Kronecker die Anzahl der 
Gitterpunkte mit der Nummer 1 bezeichnet, die in dem Rechteck mit 
den Ecken 0/0, «—1|0, a—1|f8—1, 0|6—1 liegen. Dabei soll der 
Rand des Bereiches mit zu seinem Innern gehéren, so daB in dem Recht- 
eck af Gitterpunkte liegen. Abweichend von Kronecker zihle ich also 
auch die Punkte 1{/0 und 0/1 mit bei der Bestimmung der Anzahl 
W,(0,(@—1,B—1)). Diese Anzahl kann auch angesehen werden als die 
Anzahl der Glieder der Fareyschen Reihe F,_,,_,. Sie ist endlich 
auch gleich der Anzahl von verschiedenen Geraden, die man von dem 
Nullpunkt aus nach allen iibrigen (titterpunkten des Rechtecks ziehen kann. ~ 

Die Anzahl der Geraden, die den Gitterpunkt a — 1 — &|B—1— 4, 
wo 0S ESa—1, 0S y= fB—1 ist, mit den Gitterpunkten des Recht- 
ecks verbinden, deren Koordinaten nicht kleiner als «a — 1 —£ bezw. 
B—1—~y sind, ist gleich &,(0, &,)); U,(0, 0, 0)) wird gleich Null 
gesetzt. Die Doppelsumme 

@-1 B-1 

> > 4%, & 0) 

§=0 y=0 
gibt demnach die Anzahl aller Verbindungsgeraden mit positivem Richtungs- 
koeffizienten (inkl. 0 und co) von Gitterpunkten des Rechtecks an, wenn 
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jede Gerade x — 1 mal gezahlt wird, falls auf ihr x Gitterpunkte liegen. 
Andererseits ist diese Anzahl nach den Ausdriicken (3) von § 1 gleich 


att (a— u)(B— v)—2(a—2u)(B—2v)+ («—3u) (B—3»)) 


+2 (e-2)0-2 )—2e- Ba) B— Be) +(e 4n(6— 4»)) 
aa ‘ ‘ 


+(x—1): («aH ce (0 rete 
+(a—(x+1)u)(6—(@+1)y)) 


- Seve (B—v), 


Fa — -1,8-1 
da die erste Summe so weit fortzusetzen ist, bis die symbolischen Dif- 


ferenzen alle gleich Null geworden sind. 
Fiir die Kroneckersche Funktion besteht also die Gleichung 


a-1 s-1 
s>% (0, (5, 9) = >" («—n) (6—»), 
5=0 =0 Fq-1,p-1 


wo w die Nenner, v die zugehdrigen Zihler der Fareyschen Reihe F,_, | 3_; 
durchliuft. 

Hier mége noch die folgende Bemerkung Platz finden. Die samt- 
lichen Gitterpunkte mit der Nummer 1 in dem betrachteten Rechteck, 
deren Anzahl 1, (0, (@—1, B—1)) ist, liegen auf dem Umfang einer viertel- 
sternférmigen Figur, die man erhalt, wenn man den Nullpunkt mit 1 0, 
darauf diesen Punkt mit dem Punkt verbindet, der dem zweiten Gliede 
der Fareyschen Reihe F’,_, ,_, entspricht, darauf diesen Punkt mit dem, 
der zu dem dritten Fareyschen Bruch gehért, usw. bis man iiber 0 1 
zum Nullpunkt zuriickkommt. Verbindet man alle diese mit 1 bezeich- 
neten Gitterpunkte mit dem Nullpunkt, so zerlegt man dadurch die 
viertelsternférmige haa in %,(0, @—1, B—1))—1 Dreiecke, die alle 


den Flacheninhalt & haben, weil fiir zwei aufeinander folgende Briiche 


y:4, 6:@ der Fareyschen Reihe die Beziehung 64 — ye = 1 gilt. Der 
Flicheninhalt der geradlinig begrenzten Figur, auf deren Umfang die mit 
1 bezeichneten Gitterpunkte des Rechtecks mit den Ecken 0 0, «—1 0, 


a—1|B—1, 0 B—1 liegen, ist also gleich = U4, (0, (@—1, p—1))— 
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§ 6. 
Eine Anzahlbestimmung mittels einer Verallgemeinerung 
des Symbols u(x). . mh 


Zieht man in einem rechteckigen System von Gitterpunkten die saimt- 
lichen Verbindungsgeraden der Gitterpunkte, so kann man nach dem 
vorigen Paragraphen die Anzahl der Geraden mit positivem Richtungs- 
koeffizienten, die durch einen der Gitterpunkte hindurchgehen, durch die 
Funktion %,(0, (&, y)) ausdriicken, die man nach dem Vorgange von 
Kronecker mit Hilfe des Symbols u(x) und der Funktion [2] weiter 
ausrechnen kann. Es soll jetzt die Aufgabe gelést werden, die Anzahl 
der Geraden eines solchen Systems von Gitterstrahlen zu bestimmen, die 
durch einen Punkt im Innern des Rechtecks mit nicht ganzzahligen ratio- 
nalen Koordinaten gehen, wobei man sich wieder auf die Geraden mit 
positivem Richtungskoeffizienten beschranken kann. 

Der Punkt P mége die auf ihren Generalnenner gebrachten Koordi- 
naten 9:4, 6:4 haben, wo (9, 6, 4) =1 ist und OC op Sid, O<6=SA 
vorausgesetzt werden midge. Dann werde das rechteckige System von 
Gitterpunkten 

1 B, 2 B,--+, «|B, 
1|2, 2/2, ---, «|2, 
1\1, 2\1,--+, @/1 


betrachtet und gefragt, wieviele verschiedene gerade Linien sich von P 
aus nach den Punkten dieses Systems ziehen lassen. 

VergréBert man die Figur durch eine Ahnlichkeitstransformation, die 
den Nullpunkt und die Achsen unveriindert léBt, 4 mal, so geht P in den 
Gitterpunkt @|6, die Gitterpunkte des Systems in solche Gitterpunkte tiber, 
deren Koordinaten beide durch 4 teilbar sind. Da die zu untersuchende 
Figur von der Bezeichnung der Punkte unabhingig ist, so werde nun noch 
der Nullpunkt in den Punkt @|o verlegt. Setzt man dann 4— 9 = 9’, 
4—6=6, so hat jetzt P die Koordinaten 0/0, und die Punkte des 
rechteckigen Systems, das mit $ bezeichnet werde, sind 


elo + (B—1)a4, eo +4 6 + (B—1)4, --+, o + (a—1)alo’ + (B—1)4, 
e|o +A, e@ +Ale +A, 7) eo + (a—1)A o +4, 
9 6, eo +A4\6, +50 +(a—l)die’. 


Die Nummern dieser Punkte sind alle zu 4 relativ prim. Der im 
vorigen Paragraphen behandelte Fall geht hieraus hervor, wenn 9 = 4, 


{ 
| 
| 
\ 
\ 
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6 =A, 4=1 gesetzt wird. Wiahrend dann also, um alle zu bestimmenden 
Geraden zu finden, der Nullpunkt mit den mit 1 bezeichneten Gitter- 
punkten des Systems verbunden werden mufte, weil eine Verbindungs- 
linie mit einem mit einer gréferen Nummer bezeichneten Gitterpunkte 
schon durch einen Punkt mit der Nummer 1 hindurchgeht, sind jetzt die 
Verbindungslinien des Nullpunktes mit allen den Punkten des Systems ® 
aufzusuchen, deren Nummer t< 4 ist. Denn auf einer solchen Linie liegen 
allerdings schon vor dem mit t bezeichneten Punkte tr — 1 andere Gitter- 
punkte mit den Nummern 1, 2,---,r — 1, von diesen gehért aber keiner 
zu den Punkten des Systems $%. Die Nummern zweier auf derselben 
Geraden des Nullpunktes aufeinander folgenden Punkte von ®t unter- 
scheiden sich nimlich um 4 voneinander, weil ihre Koordinatendifferenzen 
den gréBten gemeinschaftlichen Teiler 2 haben, so daB zwischen zwei 
solchen Punkten 4 Gitterpunkte liegen. Man muB also, um alle gesuchten 
Geraden zu erhalten, von den Verbindungslinien der Systempunkte mit 
dem Nullpunkt die ausschlieBen, die nach einem Punkt mit einer Nummer 
>A (eine Nummer = 4 kommt nicht vor) hinfiihren, weil auf diesen 
Geraden niher nach dem Nullpunkt zu schon ein Systempunkt mit einer 
Nummer <4 liegt. So wird man dazu veranlaBt, unter den Punkten 
des Systems ® die aufzusuchen, deren Nummer <4 ist. Man muB hier 
gewissermafen zwei Zahlen als relativ prim ansehen, wenn nur ihr groBter 
gemeinsamer Teiler <A ist, und die Aufgabe lésen, unter den Zahlen 


E=e +udA (u=0,1, 2,---,a—1) 


die zu bestimmen, die in dieser erweiterten Bedeutung des Wortes relativ 
prim zu den Zahlen 
n=O +vd (v=0,1,2,---,B—1) 

sind. Diese Anzahl ergibt sich, wenn man von der Gesamtzahl «f der 
Punkte des Systems die abzieht, deren Abszisse § und Ordinate y durch 
4+ 1 teilbar sind, ferner die, deren § und y beide durch 4 + 2 teilbar 
sind, usw., dann aber die Anzahl der Punkte wieder addiert, deren & und 4 
zugleich durch 4+ 1 und 4+ 2 teilbar sind usw. Die Zahlen 4+ 1, 4+2,---, 
die sogleich noch genauer angegeben werden sollen, treten hierbei also in 
derselben Weise auf, wie bei der analogen Bestimmung der Funktion 
(0, (@—1, B—1)) die Primzahlen 2, 3, 5,---; sie mégen deshalb ,, Pseudo- 
primzahlen iiber A“ genannt werden. 

Zu diesen Pseudoprimzahlen iiber 4 gehéren die Zahlen 4+ 1, 4+ 2,:- 
*y2A—1, 24,2441, ferner 24+3,24+5,---, indem immer die Zahlen 
weggelassen werden, die durch eine der schon aufgezihlten kleineren 
Pseudoprimzahlen teilbar sind. Zu den Pseudoprimzahlen iiber 4 gehéren 
demnach alle eigentlichen Primzahlen >A und eine Reihe von Nicht- 
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primzahlen, von denen die gréBte das Quadrat der gréBten eigentlichen 
Primzah] = A ist. Dabei ist zu bemerken, daB bei der besonderen Auf- 
gabe, die hier zu dem Begriff der Pseudoprimzahlen gefiihrt hat, unter 
den dabei zu verwendenden Pseudoprimzahlen keine vorkommt, die mit A 
einen gemeinsamen ganzzahligen Teiler hat, so daB man diese auch von 
vornherein ausschlieBen kénnte. Es ist aber einfacher, bei der Definition 
dieser Zahlen darauf kein Gewicht zu legen. Die Pseudoprimzahlen iiber 
6 z. B. sind 


7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 29, 31,--., 


wo nun nur noch alle iibrigen eigentlichen Primzahlen folgen. 

Es seien nun Aj, dg, +--+, 44’ die Pseudoprimzahlen iiber 4, die zugleich 
in mindestens einer Zahl € und einer Zahl » aufgehen, d. h. die in min- 
destens einer Nummer des Systems ® als Faktor vorkommen. Ferner 
seien Aj, A:,---, 4.” die in Nummern von ® aufgehenden kleinsten ge- 
meinsamen Vielfachen von je zwei der Zahlen 4’, ferner j’, Ay’, - +, Aj» 
die in Nummern von ft aufgehenden kleinsten gemeinsamen Vielfachen von 
je drei der Zahlen 4’ usw., wobei zu beachten ist, daB die Zahlen 4”, 4’” usw. 
unter sich nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen, und auch 
dieselbe Zahl z. B. unter den 4” und den 4” vorkommen kann. Bezeichnet 
man dann mit [¥:r] die Anzahl der Nummern des Systems i, die durch 
t teilbar sind, so ist die gesuchte Zahl von Geraden 


uw a a” 
(1) = op — SR] + SS Ra] — SR ay. 
t=1 *=1 t=1 


Um diesen Ausdruck weiter auszurechnen, werde jetzt eine Verall- 
gemeinerung des Zeichens u(x) eingefiihrt. Zuerst werde noch ohne 
Riicksicht auf die gerade vorliegende Aufgabe folgendermaBen definiert: 


(*) (1) =1, 
(2°) u,(%) = — 1, wenn x gleich einer Pseudoprimzahl iiber 2 ist. 


Ist x eine beliebige positive ganze Zahl, so sei diese w”) mal als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von y Pseudoprimzahlen iiber 4 darstellbar. Dann 
setze man 
(2°) w(x) = >) (-1)'o". 

Y 
Wenn «x iiberhaupt nicht als kleinstes gemeinsames Vielfaches von Pseudo- 
primzahlen iiber A darstellbar ist, z. B. wenn 1 <x =A ist, so werde 
(2*) u,(*) = 0 
gesetzt. Es miége ausdriicklich hervorgehoben werden, daB die Zahl u,(x) 
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sich nicht immer gleich + 1 oder 0 ergibt, sondern auch andere positive 
oder negative ganzzahlige Werte haben kann. 

Fiir die vorliegende Aufgabe ist es notwendig, die Definition von 
u,(*) dahin abzuiindern, daB das abgeiinderte Zeichen w(x) auch dann 
gleich Null gesetzt wird, wenn x nicht relativ prim zu 4 ist. 

Die Anzahl der Zahlen £, die durch eine Zahl x teilbar sind, ergibt 
sich aus der Kongruenz 

o + wA=O0 (mod x) 


oder 

4—o@+ "A= 0 (mod x) 
oder 
(3) (u+1)4 = @ (mod x). 


Setzt man die kleinste positive Lésung der Kongruenz vd = @ (mod. x) 
gleich v,, so dab 0 < v, =x ist, so ist der kleinste Wert von yu, fiir den 
(3) erfiillt ist, gleich v, — 1, und da w die Werte 0, 1, 2, ---, «—1 durch- 


lauft, so gibt es 
a eT wa 
a(t] 


Zahlen &, die durch x teilbar sind. Nennt man ferner o, = x die kleinste 
positive Lésung der Kongruenz 4 = 6 (mod x), so ergibt sich ebenso 


= 7 — 


als die Anzahl der Zahlen , die durch x teilbar sind. 

Wenn A mit x einen gemeinsamen ganzzahligen Teiler hat, der in @ 
aufgeht, so geht dieser Teiler nicht in 6 auf, da (9, 6,4) =1 ist. Wenn 
also x nicht relativ prim zu 4 ist, so gibt es mindestens eine der Zahlen 
v, und w, nicht. Wegen der Bedeutung des Zeichens u,(x), das dann 
gleich Null ist, kann aber auch fiir ein solches x in der folgenden Formel 
(4) v, und w, auftreten, da die entsprechenden Glieder wegen des Faktors 
,(*) verschwinden. Man setze etwa v, = @, = 0, wenn (x, 2) > 1 ist. 

Da nun die Anzahl der Punkte des Systems ft, deren Nummer durch 
die zu A teilerfremde Zahl x teilbar ist, also 

[R: x] — - ial a me “| 


x xu 





gefunden ist, so erhalt man nach (1), indem man mit Hilfe von u,(x) die 
Glieder zusammenfaBt, die dort dieselbe Zahl 4 in verschiedenen Summen 
haben, 


(4) r= P u, (x) [> | i — “| 
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als die Anzahl der Geraden, die den Punkt 9:4\6:A mit den Gitterpunkten 
verbinden, deren Abszissen 1,2,---, «, deren Ordinaten 1,2,---, B sind. 
Dabei ist 0< 9 ZA, O< 6 SA, @ und 6 nicht beide = A; v, und w, sind 
die kleinsten positiven Lisungen der Kongruenzen vi = 0, oA = 6 (mod x). 

Die Summe besteht nur aus einer endlichen Zahl von nicht ver- 


schwindenden Gliedern, wenn « und # endlich sind, da dann, wenn x 
eine gewisse Grenze iiberschreitet, mindestens eine der Zahlen v, und a, 
immer gréBer als a bezw. 6 ausfallt. Nur fiir 4 = 1, wo dann u,(x) = u(x) 
ist, sind unendlich viele Glieder von Null verschieden, weil dann immer 
v, = @, = 1 ist. In diesem Falle wird die Formel unbrauchbar, weil die 
Reihe nicht konvergiert. Den besonderen Fall 4 = 1 muB man deshalb 
in etwas abweichender Weise behandeln, wie das bei Kronecker a. a. O. 
geschehen ist. 

Setzt man in (4) 6 =A, so wird m, = 1 fiir jedes zu A teilerfremde 
x, uud wenn man #6 = 1 annimmt, so wird der zweite Faktor rechts be- 
stindig gleich 1, so daB man, da die linke Seite gleich 1 ist, weil nur 
der Punkt 9’|0 eine Nummer <4 hat, die Gleichung 
> hi) [- = “J = 1 

x=1 

erhalt, eine Verallgemeinerung einer Formel von Lipschitz iiber die 
Funktion u(x). 


g 7. 
Uber die Funktion f(x). 


Die Aufgabe, die im vorigen Paragraphen geliést worden ist, war so 
eingekleidet, daB sie auch abgesehen von der Bezeichnung der Punkte 
des Systems i mit Nummern eine geometrische Bedeutung hatte. Dabei 
wurde vorausgesetzt, daB die Koordinaten des Punktes von i, der dem 
Nullpunkt am nichsten war, kleiner als 2 waren. Die Aufgabe wurde 
auf die Bestimmung der Anzahl solcher Punkte von i zuriickgefiihrt, 
deren Nummer <4 war. Diese Bestimmung ist aber von der Voraus- 
setzung iiber die Lage des Systems ® zum Nullpunkt unabhiingig; es 
fallt bei anderer Lage nur die Deutung der gefundenen Zahl als eine 
Anzahl von Geraden weg. Sieht man also hiervon ab, so kann die vorige 
Uberlegung z. B. auf einen solchen Teil von QR angewandt werden, der 
nur aus einem Punkt mit der Nummer t besteht. Versteht man unter « die 
Zahl 0 oder 1, je nachdem r>A oder <A ist, so erhilt man aus (4) von § 6 


(1) > #8) =«, 


O/t 
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wo @ alle ganzzahligen Teiler von + durchliuft, da nur fiir eine Zahl x, 
die ein Teiler von t ist, die Anzahl, mit der u,(x) zu multiplizieren ist, 
von Null verschieden und zwar gleich 1 ist. Diese Anzahl, d. h. das 
Produkt der beiden KlammergréBen, war ja gleich der Anzahl der Nummern 
von i, die durch x teilbar sind. Die Fundamentaleigenschaft der Funktion 
u(x) dbertrigt sich also auf die verallgemeinerte Funktion. Dasselbe gilt 
iibrigens, da bei dieser Betrachtung der Umstand, daB die Nummern von 
R alle relativ prim zu 4 sind, nicht in Frage kommt, von der Funk- 
tion mu, (x). 

Man kann offenbar genau nach dem Muster der Funktionen p,(x) 
und «,(x) eine allgemeinere Funktion derselben Art definieren, indem man 
nach Annahme beliebiger ganzer positiver Zahlen festsetzt, daB zwei ganze 
Zahlen auch dann noch als relativ prim gelten sollen, wenn eine der an- 
genommenen Zahlen ihr grébter gemeinsamer Teiler ist, und aus den 
iibrigen ganzen positiven Zahlen die ,,Pseudoprimzahlen“ durch die Be- 
dingung aussondert, daB keine von ihnen durch eine andere teilbar ist. 
Auch von dieser allgemeinen Funktion gilt die Gleichung (1), wo « = 1 
ist, wenn die Zahl rt, deren ganzzahlige Teiler 0 durchliuft, durch keine 
Pseudoprimzahl teilbar ist, wihrend anderenfalls ¢ = 0 ist. Einer solchen 
Funktion kénnte man sich z. B. bei einer Formel bedienen, die Herr 
Zsigmondy in einer Arbeit: ,,Zur Verallgemeinerung der Funktion o(m) 
in der Zahlentheorie“*) angegeben hat, aber da von den dort verwendeten 
Pseudoprimzahlen n; vorausgesetzt wird, dab je zwei von ihnen relativ 
prim zueinander sind, so wiirde die Definition dieser Funktion von der 
des Zeichens u(x) nur durch den Umstand abweichen, daB die Zahlen n, 
keine eigentlichen Primzahlen sind, insbesondere wiirde diese Funktion 
auch nur die Werte + 1 und 0 annehmen. 


§ 8. 
Reduktion der Gitterpunkt-Nummern in bezug auf einen 
ganzzahligen Modul. 


Wenn man die Nummern der Gitterpunkte der Kroneckerschen 
Ebene nach einer positiven ganzen Zahl « als Modul auf ihren kleinsten 
nicht negativen Rest reduziert, so erhilt man eine Ebene, deren Gitter- 
punkte alle mit Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,---,a@— 1 bezeichnet sind. 
Die Zahl 0 kommt an den Punkten vor, deren Koordinaten beide durch 
« teilbar sind, also an den Hcken eines Netzes von Quadraten mit der 
Seitenlinge «, sonst nirgends. Die Punkte, die auf der unteren und auf 


*) Journal f. Math. Bd. 111, 8. 344. 
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der linken Seite eines solchen Quadrats liegen, sollen mit zu dem Innern 
des Quadrates gerechnet werden, von den Ecken nur der Schnittpunkt 
dieser beiden Seiten, der ,,Anfangspunkt“ des Quadrates, so dab zu dem 
Quadrat «*® Zahlen gehéren. Ein solches Quadrat mége ein ,,Restquadrat 
(mod «)“ heiBen. 

Die Gitterpunkte, deren Nummer mit « den gréBten gemeinsamen 
Teiler 0 hat, befinden sich an bestimmten Stellen in dem Quadrat, ihre 
Anzahl ist o,(@:0) (Vergl. die Gleichung (1) von § 4). Sie sind mit 
gewissen g(a:0) Zahlen bezeichnet, die aber in einem Restquadrat nicht 
alle verschieden sind (es ist fiir x > 1 immer (x) < g,(x)) und in dem- 
selben Restquadrat auch nicht alle vorzukommen brauchen. Daraus folgt, 
daB die Anzahl der verschiedenen Restquadrate (mod «) hichstens gleich 


x(«) =] [ oan 
0 


sein kann, wo 0 die ganzzahligen Teiler von « durchliuft. 

Es erfordert selbst fiir « = 3, wo x(a) = 256 ist, eine ziemlich lang- 
wierige Rechnung, um ein vorgegebenes Restquadrat nachzuweisen. So 
habe ich z. B. die Koordinaten &|7% des Anfangspunktes eines Restquadrats 
(mod 3), dessen von Null verschiedene Zahlen alle gleich 2 sind, durch 
Auflésen der Kongruenzen 


—&=O(mod3- 5), §€+1=0(mod 11-17-23), § + 2=0 (mod 8-29), 
y7=0(mod3-11), 4+1=O0(mod 5-17-29), 4+ 2=0 (mod 8-23) 
gefunden. Die kleinsten positiven Lésungen dieser Kongruenzen sind 

— = 11918070, » = 7865814. 


Dieses Quadrat hat in der nichtreduzierten Ebene die Gestalt: 


2 23 8 
5 17 29 
& 8.2, 


da auBer den beabsichtigten gemeinsamen Teilern keine anderen vor- 
kommen. 

Um zu beweisen, daB ein beliebig vorgeschriebenes Restquadrat in 
bezug auf einen Primzahlmodul a existiert, kann man folgendermaBen 
verfahren. Die Primzahlen, die kleiner als sind, seien @,, Q,,--',0,,°*)0,- 
Die Anfangskoordinaten £|4 des Restquadrates mégen nun so bestimmt 
werden, daB beide durch eine so hohe Potenz von g, teilbar sind, da fiir 
die Zahlen § + 4 und y + w (A, u=0,1,2,---,2—1) feststeht, durch welche 
Potenz von g, jede von ihnen teilbar ist. Ist etwa — durch 0,” teilbar, 




















Kroneckersche Beziehung zwischen Geometrie und Zahlentheorie. 303 


so sind §+0,, § + 20, ete. nur durch 9,, § + 07, § + 20? ete. nur durch 
0,” usw., §+ 9% durch 9,”, vielleicht aber auch durch 9%:+! teilbar. Es 


mu also x, so groB gewahlt werden, daB a <9”, also x, > et ist. 
Man setze deshalb x, = ES +1 und verlange von & und y, dab sie 


durch I | 0,” teilbar seien. Ferner sollen beide durch  teilbar sein. 
t=1 
Nun mége die Nummer des Punktes § + 4|4 + u als Rest (mod z) 
die Zahl tr, haben. Die Zahl § +4 sei durch das Produkt 9, 4+ 4 
durch das Produkt o“) von Potenzen der Primzahlen 9, teilbar, wo 0 
und 9) in ganz bestimmter Weise aus diesen Primzahlpotenzen zusam- 


mengesetzt sind; z. B. ist 9 = | / 0%, @ =1. Dann bestimme man 
=1 


eine Primzahl 6, , > so, dab 
(eo, oe) - 6, = Ti, (mod. 2) 


ist, was nach dem Dirichletschen Satz von der arithmetischen Pro- 
gression (der hier iibrigens nur der Kiirze wegen vorausgesetzt wird) 
immer geschehen kann, und lasse § und » die Kongruenzen 


§+i4=0 (mod 06,56; 4 nae O, 2-1)» (A=0, 1,2, ---,2—1) 
yre= Gy Gr Fn—1 yp (mod 0) 6, « Oi, u** On —1,u) (u=0,1,2,--.,.2—1) 


erfiillen. Wenn 6, , = 1(mod =) ist, kann man 6, , = 1 setzen, wenn mehrere 
6,,, denselben von 1 verschiedenen Rest haben, so wihle man diese alle 
verschieden voneinander, 6». ist gleich a zu setven. Das zweite System 
von Kongruenzen ist deshalb abweichend von dem ersten angenommen, 
damit (§+4,-+q) sicher nur durch die erste Potenz von 6, ,, teilbar ist. 

Es ist leicht ersichtlich, daB beide Systeme lésbar sind. Die Lé- 
sungen seien 

F=f +o, y=mt7o, 

wo o und o” die resultierenden Moduln der beiden Systeme sind, die 
also nur aus den Primzahlen g, und o,, zusammengesetzt sind, waihrend 
y und y” willkiirliche ganze Zahlen bedeuten. Nun kann es fiir y’ = 0, 
y’=0 vorkommen, daB eine Zahl & +4 und eine Zahl y, + uw nicht blob 
den beabsichtigten gemeinsamen Teiler (9, 9) - 6, haben, sondern noch 
einen anderen, der bewirken kénnte, daB die Nummer von § + 4|\y +4 
nicht den Rest r,, (mod x) hitte. Kin solcher Teiler kann aber weder 
durch eine Primzahl g,, noch durch eine Primzahl 6, ,, teilbar sein. Be- 
zeichnet man also das Produkt aller in den a Zahlen § + 4 auBer den 











E. Buscue. 


304 


Primzahlen g, und 6, , noch auftretenden verschiedenen Primzahlen mit @, 
so kann man y” noch so bestimmen, dab 


Y= +7 o =1 (mod a) 


ist, so daB, da jede in @ enthaltene Primzahl > ist, keine der Zahlen 
y+ durch eine dieser Primzahlen teilbar sein kann. Dann ist man 
sicher, daB (& +4,» +) = (e, 9) -6,,,= 1, (mod) ist. Aus dem 
Beweise ergibt sich auch, daB es unendlich viele Restquadrate der vor- 
geschriebenen Art gibt. 

Ich habe den Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Restquadrate 
von jeder méglichen Beschaffenheit nur fiir einen Primzahlmodul gefiihrt, 
weil das geniigt, um den folgenden Lehrsatz daraus zu entnehmen: 

In der Kroneckerschen Ebene gibt es unendlich viele beliebig grofe 
einfach zusammenhiingende Gebiete, in denen die Nummer 1 und, wie daraus 
durch eine Ahnlichkeitstransformation folgt, auch unendlich viele derartige 
Gebiete, in denen irgend eine gegebene Nummer t nicht vorkommt. 


g 9. 


Lineare Transformation der Kroneckerschen Ebene. 


Die bis jetzt behandelten Untersuchungen iiber die Kroneckersche 
Ebene beruhten unmittelbar auf ihrer Definition und auf dem Satz, daB das 
System der mit der Nummer ¢ bezeichneten Punkte dem System der mit 
1 bezeichneten Punkte thnlich ist. Siitze von ganz anderer Art als die 
bisherigen findet man dadurch, daB man die Gruppe der linearen homogenen 
ganzzahligen Substitutionen mit der Determinante +1 anwendet. Eine 
solche Substitution 

a’ = ax + By, 


y= ya t oy 
oder eo soll kurz ,eine Substitution genannt werden und zwar erster 


Art, wenn ad — By = +1, zweiter Art, wenn ad — py = —1 ist. Die 
entsprechenden Transformationen der Ebene mégen dementsprechend Be- 
wegungen erster oder zweiter Art heifen. 

Der Nullpunkt und die unendlich ferne Gerade bleiben bei jeder 
Bewegung ungeindert, die iibrigen Punkte und Geraden gehen im all- 
gemeinen in andere Punkte und Geraden iiber. Nur bei den Substitutionen 
erster Art, bei denen a+6=2 ist, geht jeder Punkt der Geraden 
(«—1)a+By=O0 durch den Nullpunkt in sich selbst iiber, und die Punkte 
der dieser Geraden parallelen Geraden bleiben auf ihren Geraden. Bei 
den Substitutionen erster Art, fiir die « + d = — 2 ist, geht jeder Punkt 














Kroneckersche Beziehung zwischen Geometrie und Zahlentheorie. 305 


der Geraden (a+1)x+ By=O0 in sein Spiegelbild in bezug auf den 
Nullpunkt oder in den ,,entgegengesetzten Punkt“, jede mit dieser Geraden 
parallele Gerade in ihr Spiegelbild in bezug auf den Nullpunkt oder in 
die ,,entgegengesetzte Gerade“ iiber. Von den Substitutionen erster Art 


sind nur die identische Substitution und die Substitution vy et in- 


volutorisch, d. h. wenn durch sie # y in 2’|y’ tibergeht, geht zugleich 
xy in xy iiber. 

Unter den Substitutionen zweiter Art sind die ausgezeichnet, bei denen 
«+0=0 ist; bei ihnen gehen wieder die Punkte der Geraden («—1)a+By=0 
in sich selbst tiber, aber eine zu ihr parallele Gerade in die entgegen- 
gesetzte. Jede derartige Transformation ist involutorisch, die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte haben den konstanten Richtungskoeffizienten 
—(a+1):8, die Mitte der Verbindungsstrecke liegt auf der festbleibenden 
Geraden. 

Da das Doppelverhiltnis von vier Punkten und die unendlich ferne 
Gerade unveriindert bleiben, so bleibt auch die Reihenfolge dreier in gerader 
Linie liegender Punkte bei jeder Bewegung ungeiindert. Aber wihrend 
bei einer Bewegung erster Art der vom Nullpunkt aus beurteilte Richtungs- 
sinn der Verbindungsstrecke zweier Punkte ungeiindert bleibt, kehrt er 
sich bei einer Bewegung zweiter Art um, d. h. wenn man eine endliche 
Strecke von dem als Anfangspunkt betrachteten Punkt bis zum Endpunkt 
durchliiuft und dabei den Nullpunkt etwa zur linken Hand hat, so ist das 
Gleiche oder das Gegenteil der Fall bei der durch eine Bewegung ab- 
geleiten Strecke, je nachdem die Bewegung erster oder zweiter Art ist. Das 
Entsprechende gilt von dem Sinn der Drehung, durch die eine erste e- 
rade in eine zweite, ohne dabei den Nullpunkt zu treffen, iibergefiihrt wird. 

Unendlich benachbarte Punkte gehen bei jeder Bewegung wieder in 
unendlich benachbarte Punkte iiber. 


§ 10. 
MaBbestimmung fiir die Punktgebilde der Kroneckerschen Ebene. 


Es ist bekannt, daB der gréBte gemeinsame ganzzahlige Teiler der 
Koordinaten eines Gitterpunktes unverindert bleibt, wenn man ihn durch 
eine Substitution in einen anderen Punkt transformiert, und das bleibt 
auch, wie man sofort sieht, giiltig, wenn der Begriff des Teilers und des 
gréBten gemeinsamen Teilers in der in § 2 angegebenen Weise verall- 
gemeinert wird. Also gilt der Satz: 

Die Nummer eines Punktes ist eine Invariante bei jeder Bewegung der 
Kroneckerschen Ebene. 


LX. 20 
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Ein Zusatz besteht darin, daB bei einer Bewegung das zu einer Zahl 
A gehérige Gitter wieder in das zu 4 gehérige Gitter iibergeht. 

Als geometrische Bedeutung einer Nummer a= «:4 kann die Tat- 
sache betrachtet werden, daB auf der Verbindungslinie des Nullpunktes 
mit dem mit a bezeichneten Punkte « Gitterpunkte des zu A gehérigen 
Gitters liegen, wenn der Punkt selbst mitgezahlt wird, aber nicht der 
Nullpunkt. 

Zwei Punkte, deren Nummern a = a@:4, b= 8:4 auf einen gemein- 
samen Nenner gebracht seien, der aber nicht ihr Generalnenner zu sein 
braucht, haben eine Invariante in der durch 4 dividierten Anzahl der 
Gitterpunkte des zu A gehérigen Gitters, die auf ihrer Verbindungslinie 
zwischen ihnen liegen, d. h. so, daB sie durch die beiden Punkte von dem 
unendlich fernen Punkt der Verbindungslinie getrennt werden. Dabei 
wird der eine von beiden Punkten mitgezihlt. Diese Invariante mége 
als die Entfernung 1. Ranges der beiden Punkte bezeichnet werden. Sie 
ist gleich dem gréBten gemeinsamen Teiler der Koordinatendifferenzen der 
beiden Punkte. 

Drei Punkte mit den Nummern a=a:i4, b=£B:4, c=y:A, wo d 
wieder nicht gerade der Generalnenner zu sein braucht, haben eine In- 
variante in der durch 4? dividierten Anzahl der Gitterpunkte des zu 4 
gehérigen Gitters, die innerhalb des von den drei Punkten gebildeten 
Dreiecks liegen, vermehrt um die halbe Anzahl der auf dem Umfang des 
Dreieckes auBer den Eckpunkten etwa noch liegenden derartigen Punkte 
und um 4, da auch einer der Eckpunkte noch zum Umfang gerechnet 
wird. Diese Invariante mége der Punktinhalt*) des durch die drei Punkte 
bestimmten Dreiecks genannt werden. Der Punktinhalt kann aus den 
Koordinaten der drei Punkte ebenso berechnet werden, wie der positiv 
genommene Flicheninhalt des Dreiecks, dem er gleich ist. 

Zwei Punkte 2, y, und 2 y, haben auBer der Entfernung 1. Ranges 
noch eine fundamentale Invariante, die als ihre Entfernung 2. Ranges be- 
zeichnet werden soll. Sie ist gleich dem doppelten Punktinhalt des Drei- 
ecks, dessen Ecken der Nullpunkt und die beiden Punkte sind, also gleich 
L,Y, — ¥,%,|- DaB auch diese Invariante eine Entfernung genannt wird, 
werde durch folgende Uberlegungen gerechtfertigt. Die Entfernung 1. Ranges 
ist zwar bei den Bewegungen der Ebene invariant, und sie hat auch die 
Kigenschaft der Addierbarkeit, d. h. die Entfernung 1. Ranges der Punkte 
P und Q vermehrt um die Entfernung 1. Ranges der Punkte Q und R 
ist gleich der Entfernung 1. Ranges der Punkte P und R, wenn P, Q, R 


*) Vergl. meine Arbeit: ,ber den Dreiecksinhalt und sein duales Analogon‘, 
Journal f. Math. Bd. 114, S. 1. 
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in dieser Reihenfolge auf derselben Geraden liegen, aber sie hat nicht 
die Eigenschaft der Stetigkeit, d. h. zwei Punktpaare P, Q und P’, Q’, 
von denen P und P’, Q und Q’ unendlich nahe aneinander liegen, haben 
Entfernungen 1. Ranges, die sich um beliebig viel voneinander unter- 
scheiden kénnen. Alle drei Eigenschaften hat aber die Entfernung 2 . Ranges. 
Allerdings wird die Entfernung 2. Ranges Null, wenn die beiden Punkte 
mit dem Nullpunkt in gerader Linie liegen, shee das kann bei der aus- 
gezeichneten Stellung des Nullpunktes in der Kroneckerschen Ebene 
ebensowenig AnstoB erregen wie der Umstand, daB der Euklidische 
Winkel zweier Geraden, die sich auf der unendlich fernen Geraden 
schneiden, gleich Null ist. Auch die Analogie mit der MaBbestimmung 
auf der Geraden fiihrt auf den Begriff der Entfernung 2. Ranges. Auf 
der Geraden gibt es zu den bisher definierten vier Invarianten zwei 
Analoga (die Substitutionen reduzieren sich in diesem Falle auf 2’ = +2), 
nimlich die Nummer (absoluter Betrag der Abszisse) eines Punktes und 
die Entfernung (1. Ranges) zweier Punkte. Diese kénnen als Analoga zu 
der Nummer eines Punktes und der Entfernung zweier Punkte der Ebene, 
aber auch als Analoga zu der Entfernung zweier Punkte und dem Punkt- 
inhalt des von drei Punkten gebildeten Dreiecks angesehen werden. Bei 
der zweiten Auffassung ist nun zu beachten, daB die Nummer eines 
Punktes der Geraden zugleich die Entfernung (1. Ranges) des Punktes 
vom Nullpunkt ist; ebenso ist die Entfernung 2. Ranges zweier Punkte 
der Kbene zugleich der doppelte Punktinhalt des durch die beiden Punkte 
und den Nulipunkt bestimmten Dreiecks. 

Die Definitionen der vier Invarianten behalten auch dann ihre Be- 
deutung, wenn man statt des rechtwinkligen Koordinatensystems ein pro- 
jektiv verallgemeinertes Koordinatengitter zugrunde legt, das von zwei 
Strahlenbiischeln mit im Endlichen liegenden Mittelpunkten gebildet wird, 
deren Strahlen in bekannter Weise ohne Zuhilfenahme einer Lingeneinheit 
den rationalen Zahlen zugeordnet sind, und deren mit oo bezeichneter 
Strahl die Verbindungslinie der Mittelpunkte ist. An die Stelle des 
Nullpunktes tritt dann der Schnittpunkt der beiden mit Null bezeichneten 
Strahlen, an die Stelle der unendlich fernen Geraden tritt die Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte. Im Interesse der Anschaulichkeit und der bequemen 
Herstellung etwa zu zeichnender Figuren behalte ich jedoch die urspriing- 
liche Form der Kroneckerschen Ebene bei. 

Ich will noch bemerken, daB ich, weil die Invariante eines Punktes, 
nimlich seine Nummer, unbedingt positiv genommen werden muB, auch die 
Invarianten von zwei und drei Punkten als absolute Zahlen definiert habe; 
man kénnte diesen Ausdriicken aber auch ein Vorzeichen beilegen, das dann 
bei den Substitutionen 2. Art in das entgegengesetzte verwandelt wiirde. 


20* 
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§ 11. 
Die Geraden der Kroneckerschen Ebene. 


Kronecker hat schon darauf hingewiesen, daf die Gitterpunkte, die 
auf einem einer Koordinatenachse parallelen Gitterstrahl liegen, als Nummern 
die ganzzahligen Teiler der Koordinate tragen, durch die der Strahl be- 
stimmt ist. Dasselbe gilt bei der Henselschen Erweiterung des Teiler- 
begriffes nicht nur fiir die Gitterpunkte, sondern fiir alle rationalen Punkte 
der Geraden und auch dann, wenn die Gerade durch keinen Gitterpunkt 
geht, denn es ist z B. die Nummer des Punktes a y einer durch den 
Punkt a|0 der positiven w#-Achse gehenden Geraden gleich (a, y), also 
ein Teiler von a. Die auf einer solchen Geraden liegenden Nummern 
wiederholen sich periodisch, und zwar haben zwei Punkte mit derselben 
Entfernung 1. Ranges a (das ist in diesem Falle zugleich die Euklidische 
Entfernung) dieselbe Nummer, denn es ist (a, y+xa)=(a,y). Der 
Teiler a wiederholt sich immer erst nach einer ganzen Periode, ein Teiler 
d <a im allgemeinen schon friiher. Die Nummern, die von einer Nummer a 
an gerechnet in Entfernungen 1. Ranges d aufeinander folgen, sind alle 
durch d teilbar. 

Die gréBte Nummer, die auf einer beliebigen Geraden vorkommt, 
mige als der Index der Geraden bezeichnet werden; die Gerade « = a hat 
also den Index a. 

Die Geraden des Punktes a|0, die parallel zu den Geraden x = uy 
(u=0,+1,+2,---) sind, zu denen also auch x =a gehdrt, tragen die 
Punkte, deren Koordinaten a+uy y sind. Diese Punkte haben die 
Nummern (a, y), also dieselben Nummern und in derselben Reihenfolge 
wie die Punkte von =a, so daf die zu einem bestimmten Wert von y 
gehérige Nummer von w unabhiingig ist. Diese Geraden mégen die Ge- 
raden erster Ordnung des Punktes a|0 oder in bezug auf a 0 heiBen; sie 
haben alle den Index a. Wenn a= ae ganzzahlig ist, so sind diese Geraden 
diejenigen, die durch a und die saimtlichen Gitterpunkte der Geraden y= 1 
gehen. Allgemein werden die Geraden des Punktes a 0 mit dem Richtungs- 
koeffizienten v:u (u=0, +1, +2, ---; v=0, 1, 2,---; w zu vy relativ 
prim) die Geraden »** Ordnung des Punktes a|0 genannt. Auf einer 
solchen Geraden liegt als Schnittpunkt mit der durch O|y gehenden 


Parallelen zur z-Achse der Punkt a + £ yy. Setzt man y=¢ty und 
x =xd, y=Ad, wo (x, 4) =1, also d die Nummer des Punktes « y sein 
soll, und eliminiert ¢ aus den Gleichungen 

xd=a-+ tu, 

Ad = tv, 
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so erhalt man 

d(xv—Au) = av. 
Hieraus folgt, daB auf jeder Geraden, die durch a|0 geht und in bezug 
auf diesen Punkt von der v*** Ordnung ist, nur solche Nummern vorkom- 
men, die Teiler von ay sind. Die gré8te Nummer auf einer solchen 
Geraden, also der Index der Geraden, ist av. Die Punkte, die mit dieser 
Nummer bezeichnet sind, ergeben sich, nachdem x und 4 aus 

xy—idu=1 

bestimmt sind, als die Punkte xav|dav. 

Ist 6’ die ganze Zahl av:d, so erhalt man als die Punkte, die die 
Nummer d haben, wenn man von den Lisungen der Gleichung 

nv —Au=0' 
die, fiir die (x, 4) =1 ist, auswihlt, die Punkte xd|dd. 

Fiir ein festes » gibt es p(v) Werte von uw, die zu einem gegebenen 
d verschiedene Systeme von Werten 4 geben. Diese Werte von u nehme 
man positiv und kleiner als y an. Die zugehérigen Geraden liegen dann 
zwischen zwei aufeinander folgenden Strahlen 1. Ordnung des Punktes 
a0, und dieses System von g(v) Geraden wiederholt sich in derselben 
Reihenfolge zwischen je zwei aufeinander folgenden Strahlen 1. Ordnung 
dieses Punktes, so daB je zwei Geraden mit demselben v und in bezug 
auf v kongruenten Werten von u gleiche Nummern tragen, die auch von 
dem Punkte a/0 an in derselben Reihenfolge aufeinander folgen. 

Der reziproke Wert des Index einer Geraden midge ihre Nwmmer 
heiBen. Diese Benennung ist deshalb geeignet, weil die Nummer einer 
Geraden das duale Analogon zu der Nummer eines Punktes ist. Denn 
die Punkte, in denen die durch den Punkt a 0 gehende Gerade mit dem 


Richtungskoeffizienten »v:gu die Koordinatenachsen schneidet, sind a0 


v 


und 0|— = Der gréBte gemeinsame (positive) Teiler der Pliickerschen 


Koordinaten X|Y der Geraden ist also 
P 1 1 
(x H<-S +5 
also gleich dem reziproken Wert des Index. Der reziproke Wert der 
Nummer eines Punktes mége dementsprechend auch der Index des Punktes 
genannt werden. 

Der Index einer Geraden bleibt bei den Bewegungen der Kronecker- 
schen Ebene invariant. Auch die Ordnung einer Geraden in bezug auf 
einen auf ihr liegenden Punkt, die gleich dem Index der Geraden dividiert 
dureh die Nummer des Punktes ist, ist eine invariante ganze Zahl. In bezug 
auf alle Punkte, deren Nummer gleich dem Index der Geraden ist, auf 
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der die Punkte liegen, ist die Gerade von der ersten Ordnung. Von einem 
solchen Punkte an tragen alle Geraden mit demselben Index ihre Nummern 
in derselben Reihenfolge. 

Alle Gitterstrahlen, und nur diese, haben einen ganzzahligen Index; 
die Geraden des Nullpunktes haben den Index Null, die Nummer ov. 

Die Ordnung eines Gitterstrahles in bezug auf einen auf ihm liegen- 
den Gitterpunkt hat eine besonders anschauliche Bedeutung. Sie gibt die 
Anzahl der zur Verbindungslinie des Gitterpunktes mit dem Nullpunkt 
parallelen Gitterstrahlen an, die die Gerade zwischen zwei auf ihr liegen- 
den aufeinander folgenden Gitterpunkten (deren Entfernung 1. Ranges 
gleich 1 ist) schneiden. 


§ 12. 


MaBbestimmungen fiir die Strahlengebilde. 


Nachdem die der Nummer eines Punktes entsprechende Invariante 
einer einzelnen Geraden eingefiihrt ist, sind nun auch die fundamentalen 
Invarianten von zwei und drei Geraden leicht vermittels dualer Uber- 
tragung aufzustellen. 


Unter dem Winkel 1. Ranges zweier Geraden p und g mit den Num 


a . + 848 
men a@=-—, b= 4 werde die durch A dividierte Anzahl von Geraden 


verstanden, die durch den Schnittpunkt von p und g — den Scheitelpunkt 
des Winkels — gehen und zwischen den Schenkeln p und g liegen, und 
deren Nummern, wenn sie auf den gemeinsamen Nenner 4 gebracht wer- 
den, ganzzahlige Zahler haben. Dabei liegt eine Gerade zwischen den 
Schenkeln des Winkels, wenn sie durch den Scheitelpunkt geht und durch 
die Schenkel von der Verbindungslinie des Scheitelpunktes mit dem Null- 
punkt getrennt wird. Von den Schenkeln des Winkels wird einer mit- 
gezahlt. Der Winkel 1. Ranges ist dem gréSten gemeinsamen Teiler der 
Koordinatendifferenzen der beiden Schenkel gleich. Zwei Gerade bilden 
immer einen endlichen Winkel 1. Ranges miteinander, wenn nicht min- 
destens ein Schenkel durch den Nullpunkt geht; ist das der Fall, so ist 
der Winkel unendlich groB. Nur wenn die Schenkel zusammenfallen, ist 
der Winkel 1. Ranges gleich Null. 

Um den Strahleninhult eines Dreiseits, der dem Punktinbalt eines 
Dreiecks dual entspricht, zu definieren, sind vorher die Begriffe des Uni- 
fanges eines Dreiseits und des ,,innerhalb“ eines Dreiseits liegenden Strahles 
zu erértern. Dabei wird vorausgesetzt, daB keine Seite des Dreiseits durch 
den Nullpunkt geht. Der Umfang eines Dreiseits wird von allen Strahlen 
gebildet, die durch die Schnittpunkte der Seiten gehen und zwischen den 
Seiten liegen. Liegt der Nullpunkt im Innern des durch die Schnittpunkte 
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der Seiten bestimmten Dreiecks, so wird der Umfang des Dreiseits nur 
von solchen Strahlen gebildet, die nicht durch Punkte innerhalb des Drei- 
ecks gehen. Wenn der Nullpunkt auBerhalb des Dreiecks liegt, so gehen 
durch zwei Ecken zum Umfang gehérige Strahlen, die alle durch Punkte 
innerhalb des Dreiecks gehen, durch die dritte Ecke geht kein solcher 
Strahl. Ein Strahl liegt innerhalb des Dreiseits, wenn jeder seiner 
Punkte zwei Strahlen mit dem Umfang gemeinsam hat. So liegt z. B. 
die unendlich ferne Gerade nur dann innerhalb eines Dreiseits, wenn der 
Nullpunkt innerhalb des durch das Dreiseit bestimmten Dreiecks liegt. 


Der Strahleninhalt eines Dreiseits, dessen Seiten die Nummern a =>, 


b= a c= ; haben, wird definiert als die durch 4? dividierte Anzahl 


der innerhalb des Dreiseits liegenden Geraden, deren auf den Nenner A 
gebrachten Nummern einen ganzzahligen Ziahler haben, vermehrt um die 
halbe Anzahl der aufer den Seiten des Dreiseits noch zum Umfang ge- 
hérigen derartigen Geraden und um 4. Der Strahleninhalt wird aus den 
Koordinaten der drei Seiten ebenso berechnet wie der Punktinhalt eines 
Dreiecks aus den Koordinaten der Eckpunkte. 

Unter dem Winkel 2. Ranges zweier Geraden X, Y; und X,! Y,, 
von denen keine durch den Nullpunkt geht, verstehe ich den doppelten 
Strahleninhalt des von den beiden Geraden und der unendlich fernen Ge- 
raden gebildeten Dreiseits, er ist also gleich |X, Y, — Y, X,'. Der Winkel 
2. Ranges wird unendlich groB, wenn mindestens ein Schenkel durch den 
Nullpnukt geht, er wird Null, wenn die Schenkel parallel sind. 

Transformiert man durch die Substitution 

X=ax + py, 

Y=yu+dy 
die Punkte der Ebene in die Geraden, so gehen die Invarianten von 1, 2, 3 
Punkten in die entsprechenden Invarianten von 1, 2,3 Geraden iiber und 
bleiben dabei ihrem Zahlenwert nach ungeindert. Aus dieser Transfor- 
mation folgt tibrigens auch am einfachsten die Existenz der innerhalb 
eines Dreiseits liegenden Strahlen. 

Unter diesen Transformationen mége die durch die Substitution 1. Art 


geo(", 0) 


herbeigefiihrte besonders hervorgehoben werden, weil bei ihr die ausge- 
zeichneten Elemente der Ebene méglichst einfach einander zugeordnet 
sind, niimlich so, daB jede Gerade des Nullpunktes dem auf ihr liegenden 
unendlich fernen Punkt entspricht. Auch kann man bei dieser Substitu- 
tion das einem gegebenen Element entsprechende auf sehr einfache Weise 
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finden. Ein Punkt P mit der Nummer a geht nimlich in die Gerade 
mit derselben Nummer iiber, die parallel zur Verbindungslinie des Null- 
punktes mit P ist und links von ihr liegt, wenn man sie vom Nullpunkt 
aus durchliuft. Die Geraden eines Punktes gehen bei dieser Zuordnung, 
die nicht involutorisch ist, nicht in die Punkte der dem Punkte zugeord- 
neten Geraden iiber, sondern in die Punkte der entgegengesetzten Geraden. 
Riickt der Punkt auf seiner Verbindungslinie mit dem Nullpunkt ins 
Unendliche, so daf seine Nummer zuletzt unendlich groB wird, so geht 
endlich die Gerade in diese Verbindungslinie iiber, indem sie, sich selbst 
parallel bleibend, sich dem Nullpunkt niihert. 

Eine beliebige Figur mége mit F’ oder mit f bezeichnet werden, je 
nachdem man sie als Punkt- oder als Liniengebilde ansieht. Transformiert 
man dann F' durch die Substitution J in f’, so ist also f’ = F’- J und f’ 
ist eine Linienfigur, die als Punktgebilde mit J” zu bezeichnen ist. 


Transformiert man F” durch J in f”’, so ist f°’ =F-J*?=F" und F” 
ist, da J? = ro a ist, das Spiegelbild von J’ in bezug auf den Null- 


punkt. Transformiert man weiter F” durch J in f”’, so ist f” = F- J® 
=F. (| re = F’”’ und endlich geht F’” durch J wieder in f = F iiber, 
da J‘ gleich der identischen Substitution ist. 

Wenn man nur die Gitterpunkte und die Gitterstrahlen, d. h. die 
Punkte mit ganzzahliger Nummer und die Geraden mit ganzzahligem 
Index in Betracht ziehen will, so kann man durch eine analoge Zuordnung 
jedem Gitterpunkt einen Gitterstrahl zuweisen, indem man einem Gitter- 
punkt den Gitterstrahl entsprechen laBt, dessen Index gleich der Nummer 
des Gitterpunktes ist, und der parallel zur Verbindungslinie des Null- 
punktes mit dem Gitterpunkt und links von ihr liegt. Diese Zuordnung 
ist aber geometrisch bei weitem nicht so einfach, wie die eben betrachtete. 


§ 13. 
Die Fundamentaleigenschaft der Kroneckerschen Ebene. 


Die in den vier letzten Paragraphen erledigten Vorbereitungen erlauben 
es, nun die Fundamentaleigenschaft der Kroneckerschen Ebene in folgen- 
dem Satz auszusprechen: 

In der Kroneckerschen Ebene ist jedes Element (Punkt oder Gerade) 
mit jedem anderen gleichartigen, das dieselbe Nummer hat, gleichberechtigt, 
wenn man als Mafbestimmungen die Entfernungen und Winkel 1. und 2. 
Ranges und den Punkt- und Strahleninhalt benutzt. 

Hierdurch wird deutlich zum Ausdruck gebracht, wie sich die 
Kroneckersche Ebene von einer Cartesischen Ebene mit Euklidischer 
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MaBbestimmungen unterscheidet; im letzteren Falle ist jedes eigentliche 
Element mit jedem anderen gleichartigen eigentlichen Element gleich- 
berechtigt. 

Um den Satz durch ein einfaches Beispiel zu erliiutern, betrachte 
man ein beliebiges Dreieck. Durch die co* Bewegungen kann dieses 
Dreieck in co* andere Dreiecke iibergefiihrt werden. Entsprechende Ecken 
und Seiten dieser Dreiecke haben dieselbe Nummer, die Entfernungen 
1. und 2. Ranges, durch welche entsprechende Seiten der Dreiecke gemessen 
werden, sind gleich, dasselbe gilt von den Winkeln. Ferner haben alle 
diese Dreiecke nicht nur denselben Punktinhalt, sondern die Punkte, die 
im Innern der Dreiecke liegen, haben auch in allen dieselben Nummern, 
und jeder Punktreihe im Innern eines Dreiecks entspricht in jedem anderen 
Dreieck eine Punktreihe, deren Punkte in derselben Reihenfolge mit den- 
selben Nummern bezeichnet sind. Dasselbe gilt von dem Strahleninhalte 
der als Dreiseite betrachteten Figuren und von den Nummern der inner- 
halb der Dreiseite liegenden Strahlen. 

Aus dem Satz am Schlusse von § 8, der nun auch auf Gerade an- 
gewendet werden kann, wenn man den Begriff des ,,Gebietes“ dualistisch 
umformt, folgt noch die bemerkenswerte Kigentiimlicheit der Kronecker- 
schen Ebene, daB es unendlich viele beliebig ,,groBe“ im Endlichen liegende 
yeinfach zusammenhingende“ Gebiete in ihr gibt, in die ein gegebenes 
Element durch keine Bewegung hineingelangen kann. 


§ 14. 
Einige Folgerungen und Zusiitze. 


Obgleich durch den Satz des vorigen Paragraphen ein gewisser Ab- 
schlu8 fiir diese nur die Gesamtgruppe der Bewegungen in Betracht 
ziehenden Anfangsgriinde der Theorie der Kroneckerschen Ebene herbei- 
gefiihrt ist, mége es doch erlaubt sein, noch einige weitere Einzelheiten 
anzugeben, z. B. einige Beziehungen der verschiedenen Invarianten zu- 
einander. Die Beweise sind so einfach, da sie wegbleiben kénnen, zumal 
da sie nur fiir spezielle Lagen der Elemente zu fiihren wiiren, so daB z. B. 
einer der betrachteten Punkte immer auf der positiven 2-Achse angenom- 
men werden kann. 

Kine beliebige Gerade g des Nullpunktes hat den Index Null; die 
Geraden, die zu ihr parallel sind und sich mehr und mehr von ihr ent- 
fernen, haben Indizes, die von Null an alle positiven rationalen Zahlen 
der Gréfe nach durchlaufen. Unter ihnen sind die beiden Geraden mit 
dem Index 1 hervorzuheben, welche die — alle mit 1 bezeichneten — Gitter- 
punkte tragen, die g am nichsten liegen. Auf allen diesen Parallelen hat 
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die Entfernung 1. Ranges dasselhbe Verhialtnis zu der Euklidischen Ent 
fernung, nimlich 1: /u?+ v*, wenn v:u der Richtungskoeffizient von 
q ist. 

Die Entfernung 2. Ranges ist gleich dem Index der Geraden, die 
durch die beiden Punkte bestimmt wird, multipliziert mit der Entfernung 
1. Ranges. Das, Verhiltnis, nach dem eine Strecke durch einen Punkt 
geteilt wird, ist deshalb unabhingig davon, ob man die Entfernung 1. oder 
2. Ranges oder die Kuklidische Entfernung zugrunde legt. 

Die Entfernung 2. Ranges zweier Punkte P und Q mit den Nummern 
a und b ist gleich ab-e(a;b). Die ganzzahlige Invariante g(a; b) gibt 
die Anzahl der zur Verbindungslinie des Punktes P mit dem Nullpunkt 
parallelen Geraden an, deren Index durch b teilbar ist, und die die Ver- 
bindungsstrecke der beiden Punkte schneiden. Dabei ist o(a; b) = 9(b; @). 

Der Index der Verbindungslinie zweier Punkte ist ein gemeinsames 
Vielfaches der Nummern der beiden Punkte; die Nummer der Verbindungs- 
linie ist ein gemeinsamer Teiler der Indizes der beiden Punkte. 

Was bisher von den Entfernungen und Punkten ausgesagt ist, gilt 
natiirlich dual entsprechend von den Winkeln und Geraden. 

Der doppelte Punktinhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt der 
Entfernungen 2. Ranges eines Eckpunktes von den beiden anderen, multi- 
pliziert mit dem Winkel 2. Ranges, dessen Scheitelpunkt der erstgenannte 
Eckpunkt ist. Hieraus folgt, da&B von den drei Entfernungen 2. Ranges 
der Eckpunkte eines Dreiecks sich je zwei wie die gegeniiberliegenden 
Winkel 2. Ranges verhalten. 

Der doppelte Punktinhalt eines Dreiecks, in dessen Innern der Null- 
punkt liegt, ist gleich der Summe der drei Entfernungen 2. Ranges der 
Eckpunkte. Dieser Satz modifiziert sich in leicht ersichtlicher Weise, 
wenn der Nullpunkt auBerhalb des Dreiecks liegt. Da das Analoge auch 
vom Strahleninhalt gilt, so ist das Verhiltnis zwischen der Entfernung 
2. Ranges zweier Eckpunkte und dem gegeniiberliegenden Winkel 2. Ranges 
gleich dem Verhiiltnis zwischen dem Punkt- und dem Strahleninhalt der 
aus drei Punkten und ihren Verbindungslinien bestehenden Figur. 

Uber den Winkel 2. Ranges mége noch bemerkt werden, daf er gleich 
ist dem Quotienten aus der Entfernung 1. Ranges der beiden Schnittpunkte 
seiner Schenkel mit einer der beiden entgegengesetzten Geraden vom 
Index 1, die zur Verbindungslinie seines Scheitelpunktes mit dem Null- 
punkt parallel sind, und auferdem dem Quadrat der Nummer seines 
Scheitelpunktes. Aus dieser Bestimmung des Winkels 2. Ranges, die fiir 
die Berechnung eines gezeichnet vorliegenden Winkels oft besonders hequem 
ist, folgt auch unmittelbar die Addierbarkeit zweier solcher Winkel mit 
gemeinsamem Scheitelpunkt und einem gemeinsamen Schenkel. 
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Der Ort fiir die Punkte, die von einem gegebenen Punkt eine ge- 
gebene Entfernung 2. Ranges haben, besteht aus zwei entgegengesetzten 
Parallelen zu der Verbindungslinie des Punktes mit dem Nullpunkt. Bei 
den Bewegungen, die diesen Punkt unveriindert lassen, gehen diese beiden 
Parallelen in sich iiber, und zwar jede in sich selbst, wenn die Bewegung 
von der ersten Art («+ 6=2), die eine in die andere, wenn die Bewegung 
von der zweiten Art («+ 0=0) ist. Ein solches Parallelenpaar ist also 
das Analogon eines Kreises in einer Cartesischen Ebene mit Euklidischer 
MaBbestimmung. Durch zwei beliebige Punkte ist ein derartiges Paral- 
lelenpaar bestimmt: es sind niaimlich die durch die Punkte gehenden Paral- 
lelen zu der Verbindungslinie des in der Mitte zwischen den beiden Punkten 
liegenden Punktes mit dem Nullpunkt. Hat diese Verbindungslinie den 
Richtungskoeffizienten v:u, so sind z. B. die siimtlichen Bewegungen 
1. Art, bei denen die beiden Punkte sich so bewegen, daB sie dieselhe 
intfernung 2. Ranges von ihrem fest bleibenden Mittelpunkt behalten, die 


durch die Substitutionen 
(’ — xuv xu? ) 
.—xv 1l+xupr 


bestimmten, wo der Parameter x cine beliebige ganze Zahl ist. Diese 
Substitutionen bilden, wie auch aus ihrer geometrischen Bedeutung folgt, 
eine Gruppe. Setzt man zwei von ihnen mit den Parametern x und x’ 
zusammen, so hat die resultierende Substitution den Parameter x + x’. 
Dual entsprechend ist der Ort fiir alle Geraden, die mit einer gegebenen 
Geraden einen gegebenen Winkel 2. Ranges bilden, ein Paar von entgegen- 
gesetzten Punkten. 

Die Entfernung 2. Ranges eines Punktes von jedem Punkt der ihm 
durch die in § 13 erwihnte Substitution J zugeordneten Geraden ist gleich 1, 
und jeder Winkel 2. Ranges}, den eine Gerade des Punktes mit der dem 
Punkt zugeordneten Geraden bildet, ist gleich 1. 

Der Ort der Punkte, die von einem gegebenen Punkt eine gegebene 
Entfernung 1. Ranges haben, ist eine sternférmige Linie mit unendlich 
vielen Spitzen, wie eine solche sich z. B. aus der am Schlusse von § 5 
betrachteten Figur ergibt, wenn « und f unendlich gro8 angenommen 
werden. Die ,,Linie“ besteht natiirlich nur aus diskreten Punkten, da die 
Verbindungsstrecken dieser Punkte nicht mit zu dem Ort gehéren. Bei 
allen Bewegungen, die den gegebenen Punkt fest lassen, geht dieser 
Komplex von Punkten in sich selbst iiber. 
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§ 15. 
Uber die Funktion (a, y). 


Zum SchluB will ich darauf hinweisen, daf sich aus den bisherigen 
Untersuchungen iiber die Kroneckersche Ebene fiir die Funktion (a, y) 
von zwei rationalen Veriinderlichen die folgenden Kigenschaften ergeben 
haben. Die Funktion ist eine zur Gruppe der linearen homogenen ganz- 
zahligen Substitutionen mit der Determinante + 1 gehérige automorphe 
Funktion. Sie ist fiir einen im Endlichen liegenden rationalen Punkt x y 
in der durch diesen Punkt und den Nullpunkt bestimmten Richtung stetig 
und differentiierbar, in jeder anderen Richtung unstetig. In der aus- 
gezeichneten Richtung hat sie nur ein Minimum, nimlich den Wert Null 
im Nullpunkt, in jeder anderen Richtung oszilliert sie in jedem noch so 
kleinen Intervall unendlich oft. Ihre Werte wiederholen sich nach ge- 
wissen fiir die verschiedenen Richtungen verschiedenen Intervallen periodisch, 
und zwar nimmt sie auf einer Geraden mit dem Index a alle Teiler der 
Zahl a unendlich oft als Werte an. Jeder unendlich ferne Punkt ist ein 
wesentlich singulirer Punkt, in dem die Funktion, je nachdem man sich 
dem Punkt auf einer Geraden des Nullpunktes oder auf einer dazu 
parallelen Geraden mit dem Index a@ niihert, den Wert oo oder einen 
unbestimmt bleibenden Teiler von a als Wert annimmt. Bei genauerer 
funktionentheoretischer Untersuchung wiirde es sich wohl empfehlen, die 
unendlich ferne Gerade durch einen unendlich fernen Punkt zu ersetzen, 
der dann der einzige wesentlich singulire Punkt wiire. 

Die Funktion (2, y) ist urspriinglich nur fiir die rationalen Punkte defi- 
niert. Wegen ihrer Stetigkeit in den rationalen Richtungen des Nullpunktes 
kann man den Bereich, in dem sie bestimmt ist, aber auch auf die 
irrationalen Punkte # y ausdehnen, fiir die y: a einen rationalen Wert hat. 
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Uber den gré8ten gemeinsamen Teiler zweier Formen. 
Von 


Joser KiirscuHAx in Budapest. 


Wann ist der griBte gemeinschaftliche Teiler zweier dem vollstiin- 

digen holoiden Bereiche |.A| entstammenden Formen 
f= F(x, Ley°**y Tn) G= G(x, Ug," * *y 1m) 

wieder eine wirkliche Form? Diese elementare aber fundamentale Frage 
finden wir bei Julius Kénig (Kinleitung in die allgemeine Theorie der 
algebraischen Gripen, Leipzig 1903, Kap. III, § 16) in der folgenden 
Weise beantwortet: 

Die dem vollstiindigen orthoiden Bereiche |A| entstammenden Formen 
F und G haben — vorausgesetzt, dap sie in bezug auf irgend eine Un- 
bestimmte x, reguldr sind — dann und nur dann eine wirkliche Form zum 
gemeinsamen Teiler, wenn thre Resultante in bezug auf x, verschwindet. 

Fiir nicht reguliire Formen ist kein neues Kriterium nétig, denn sie 
lassen sich mittels linearer Transformation in regulire tiberfiihren. Dennoch 
scheint mir der folgende, auch fiir nicht regulire Formen richtige Satz 
bemerkenswert zu sein: 

Die dem vollstindigen orthoiden Bereiche |A| entstammenden Formen 
F und G haben dann und nur dann eine wirkliche Form zum gemeinsamen 
Teiler, wenn die in bezug auf 4 gebildete Resultante der Formen 


F, _ F(a, + AN; Xs + Aue; a Un + AY) 
G,= G(r, +H, Ty + Ye, mg? y Bn + AY) 
verschwindet. Hier bedeuten y,, Yo, **; Ym, 4 neue Unbestimmte. 


DaB diese Bedingung eine notwendige ist, folgt einfach aus dem 
folgenden Umstande: wenn F’ und G durch die wirkliche Form 


D(x, Hey" *y Xm) 
teilbar sind, so ist 


D, = D(a, + AY; X + AYe, ae Lin AY mn) 


ein solcher gemeinsamer Teiler von J’, und G,, der 4 wirklich enthilt. 
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Das Verschwinden von 
hatin (| v2) 
4 


’ 


ist aber auch eine hinreichende Bedingung. Wenn niimlich diese Resultante ; 
verschwindet, so muB — indem wir fiir 
By Hqy** *y Ligity Lny Ay Yr 


der Reihe nach 
By) 29° * ty Zm_4) 0, 2m) 1 





einsetzen — auch die in bezug auf z,, gebildete Resultante von 


“mm 
I — vf (2; + Zn» & + me sie m1 > enim -—1) em y 
as a q ~ ~ + ~ 
G = G (4 t+ 2m) “— + 2n Yo» “°° om—1 + 2nVin—1 Zn) 
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verschwinden. Nun sind aber F und G solche dem Bereiche 


[A - ([A], Y) Yo) ne Yn—1| 
entstammende Formen von 2,, 4,+--,2,) Welche in bezug auf z,, 
sind. Ks werden also nach dem zu Anfange zitierten Satze die Formen 
F und G einen solchen gemeinsamen Teiler 
A (41 225 °° +> 2nd Yar Yor?» Ys) 
haben, der wenigstens eine der GréBen z enthilt. 


regulir 


F und G entstehen aus /’ und G mittels der Transformation 

Hy = 2p Su Yry Ve = 2 2m Yor? * *y Umi = Fea + 2nYn—19 &m = 2m 
mit der Determinante 1 und mit Koeffizienten, die dem Bereiche | A | 
entstammen. Die Umkehrung dieser Transformation fiihrt F’ und G wieder 
in F' und G iiber, die Form A aber in den gréBten gemeinsamen Teiler | 
D von F und G, wo nun D wirklich wenigstens eine der GréBen x ent- 
halten wird. Dabei haben wir 7’ und G als dem Bereiche [A] entstam- 
mend betrachtet. Der gréfBte gemeinsame Teiler dieser Formen ist aber 
derselbe, ob wir [A] oder [A | zugrunde legen. 


Budapest, den 4. Juni 1904. 
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Notiz zu meiner Arbeit tiber Hamiltonsche Gruppen.*) 
Von 


Ernst Wenpt in Bremen. 


Der Zweck der folgenden Zeilen ist, auf einige Abhandlungen der 
Herren Miller und d’Alessandro hinzuweisen, die mir bei Abfassung 
meiner Arbeit nicht bekannt waren und die ich daher nicht habe zitieren 
kénnen. 

Zuniichst hat Herr Miller bald nach dem Erscheinen der grund- 

legenden Abhandlung des Herrn Dedekind**) itiber Hamiltonsche Gruppen 
auf die Wichtigkeit derjenigen besonderen Hamiltonschen Gruppen auf- 
merksam gemacht, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist***), Im Jahre 
1898 hat er dann eine neue vollstindige Herleitung}) der Dedekind- . 
schen Resultate gegeben und einige weitere Folgerungen daraus gezogen. 
Der einzige Fortschritt in meiner Arbeit, die durchaus keine neuen Er- 
gebnisse bietet, ja sogar einige von Herrn Miller angefiihrten Sitze 
nicht enthilt, scheint mir in der kiirzeren, einheitlichen Darstellung und 
in der Vermeidung von ineinander geschachtelten Induktionsschliissen zu 
liegen, deren sich Herr Miller bedient. 

Die zweite Abhandlung des Herrn Miller war auch Herrn d’Alessandro 
entgangen, der im Jahre 1899 eine Arbeit}+) iiber Hamiltonsche Gruppen 
verbffentlichte. In derselben hat er, um seine eigenen Worte zu ge- 
brauchen, ,den von Herrn Dedekind behandelten Gegenstand mit kleinen 


*) Math. Ann. Bd. 59, S. 187. 
**) Math. Ann. Bd. 48, S. 548. 
***) Miller: Les groupes hamiltoniens. C. R., vol. 126, pag. 1406. 
+) Miller: On the Hamilton groups. Bull. of the Am. Math. Soc., vol. 4, 
pag. 510. 
++) D'Alessandro: Sui gruppi Hamiltoniani. Giorn. di Matematica, vol. 37, 
pag. 138. 
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Modifikationen auseinandergesetzt“ und die bis dahin unbekannte Tatsache 
bewiesen, daB eine Hamiltonsche Gruppe der anharmonischen Gruppe von 
vier Elementen isomorph ist. 

Zum Schlu8 will ich noch eine Abhandlung erwihnen, in welcher 
sich Herr Miller mit den Isomorphismen einer Hamiltonschen Gruppe in 


sich beschiiftigt*). 
Bremen, den 23. Dez. 1904. 
*) Miller: The isomorphisms of a Hamiltonian group with itself. Bull. of the 


Am. Math. Soc., vol. 5, p. 292. 
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Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet. 


1e Von 


E. Srupy in Bonn. 


1. 
Einleitung. 

Die Methode der analytischen Fortsetzung hat in ihrer Anwendung 
auf den MafSbegriff zu einer ungemein fruchtbaren Erweiterung der reellen 
Kuklidischen oder Nicht-Euklidischen Geometrie, niémlich zur Ausdehnung 
von vielen ihrer Begriffe auf das komplexe Gebiet gefiihrt. Namentlich wird 
die Lésung wichtiger Integrationsprobleme erleichtert bei Gebrauch von 
komplexen Veriinderlichen und imaginiren Transformationen. Indessen 
sind fast ausschlieBlich solche Siitze der Verallgemeinerung durch ana- 
lytische Fortsetzung zugiinglich, die in (analytischen) Gleichuwngen ihren 
Ausdravk finden: Das ganze grofe und wichtige Gebiet jener Erscheinungen, 
die durch Ungleichungen ausgedriickt werden, also der Kreis der Probleme 
iiber Maxima und Minima bei reellen Figuren, der Bereich der Variations- 





rechnung, bleibt von dem ErweiterungsprozeB unberiihrt. Soviel wir wissen, 
hat schon der. fiir diese ganze Gattung von Problemen grundlegende Satz 
von der Geraden als kiirzestem Weg bis jetzt keine Ausdehnung auf das 
komplexe Gebiet gefunden. — 

Wir wollen nun nachweisen, dab bei Gebrauch einer von der ana- 
lytischen Fortsetzung verschiedenen Methode auch fiir diese Art von 
Aufgaben eine sachgemiibe Erweiterung gefunden werden kann. Wegen 
der sich darbietenden grofen Fiille neuer und schwieriger Probleme 
werden wir uns freilich dabei auf die Vorfiihrung von einigen wenigen 
grundlegenden Tatsachen und méglicherweise ziemlich willkiirlich gewahlten 
Beispielen beschriinken miissen. 

Die anzuwendende Methode beruht auf der Theorie der sogenannten 
Hermiteschen Formen, nimlich bilinearer Formen 2a,,7,%, mit kon- 
jugiert-komplexen Verinderlichen und konjugiert-komplexen Koeffizienten 
a;, = G,,, hauptsichlich soleher Formen von nicht-verschwindender Diskri- 
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minante. Diese Formen und die zugehérigen imaginir-geometrischen 
Figuren haben bekanntlich Eigenschaften, die in vieler Hinsicht analog 


sind zu den EKigenschaften quadratischer Formen und der zu diesen ge- 
hérigen Polarsysteme. Wir werden zeigen, dab die Analogie sich auch 
auf die sogenannte projektive Mafbestimmung erstreckt, die man nach 
Cayley aus einer (durch gewisse Ungleichungen beschriinkten) quadra- 
tischen Form ableiten kann: Wie insbesondere aus einer reellen quadra- 
tischen Form der Begriff der reelien ,,Entfernung“ zweier reeller Punkte 
abgeleitet wird, so werden wir aus einer Hermiteschen Form einen Begriff 


der ebenfalls noch vreellen ,,Entfernung“ zweier Punkte mit komplexen 


”? 
Koordinaten ableiten. Dabei wird der zweite Begriff den ilteren Begriff 
der Cayleyschen Entfernung in dem Falle umfassen, wo die benutzte 
Hermitesche Form lauter reelle Koeffizienten hat (was sich immer durch 
lineare Transformationen erreichen laBt). 

Der zu erkliirende Grundbegriff der Entfernung zweier Punkte wird 
also auch im komplexen Gebiete mit den Pridikaten ,,griBer“ und _,,kleiner“ 
verbunden werden kimnen. Damit ist dann, im Prinzip, eine Erweiterung 
der reellen MaBgeometrie (also auch der Begriffe Oberfliiche und Volumen) 
gegeben, und es wird sich zeigen, daB diese Erweiterung den Forderungen 
geniigt, von denen wir ausgegangen sind. 

Wir werden ferner finden, da8 die zu begriindende MaBgeometrie sich 
noch auf eine ganz andere Art an vorhandene Untersuchungen anschlieBt, 
und als deren natiirliche Fortsetzung betrachtet werden kann. Sie umfabt 
niimlich, bei unbestimmter Dimensionenzahl, die Theorie der Mannigfaltig- 
keiten von konstantem KriimmungsmaB, und sie wird auBerdem auch um- 
gekehrt von dieser umfaft. Wir werden nachweisen, da$ in Euklidischen 
oder Nicht-Euklidischen Riiumen von passender Dimensionenzahl sich 
(rationale) Mannigfaltigkeiten angeben lassen, deren Bogenelement voll- 
kommen iibereinstimmt mit dem aus einer Hermiteschen Form abzuleiten- 
den Bogenelement. Aus den hiermit zusammenhiingenden Tatsachen ergibt 
sich, unter anderem, die bemerkenswerte Folgerung, daB zu jeder beliebigen 
endlichen Gruppe von diskreten Kollineationen eine holoedrisch-isomorphe 
und in jeder Hinsicht fiquivalente Gruppe von reellen Euklidischen oder 
Nicht-Euklidischen Bewegungen hergestellt werden kann. 

In der Darstellung werden wir uns kurz fassen. Um den Umfang 
unserer Untersuchung nicht gar zu sehr anschwellen zu lassen, werden 
wir eine Reihe von Beweisen nur skizzieren oder ganz unterdriicken. 
Aber die grundlegenden Tatsachen wenigstens, namentlich den Satz iiber 
die kiirzesten Wege, und ebenso die zuletzt angedeuteten Siitze werden 
wir eingehend begriinden. Wir setzen voraus, daB dem Leser C. Segres 
Untersuchungen iiber die Geometrie der Hermiteschen Formen bekannt 
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sind, und ebenso die von Loewy itiber die automorphen linearen Trans- 
formationen einer Hermiteschen Form.*) Da von dem zuletzt genannten 
scharfsinnigen Analytiker die geometrischen Begriffsbildungen, auf die es 
hier ankommt, nicht betrachtet worden sind, so fiigen wir einige Be- 
merkungen hinzu, auf die wir uns weiterhin stiitzen werden. 

Deuten wir die Verinderlichen 2, ,---,2, als homogene Punktkoordinaten 
in einem sogenannten Raum von x — 1 Dimensionen, so gehért zu allen 
Hermiteschen Formen von nicht verschwindender Diskriminante, die sich 
nur um einen (reellen) Faktor unterscheiden, ein und dasselbe Polarsystem 
(antipolarita nach Segre), in Punktkoordinaten dargestellt durch eine Glei- 
chung der Form 

2a,;%,y,=9 oder a,x, 9,=—0 
{4;=@,, |a,| +9}, 
und in Koordinaten von linearen ft, _, (Gebietenn—1** Stufe) durch eine 
entsprechende Gleichung. Es gilt nun folgender Satz: 


Die Kollineationen und Antikollineationen, Korrelationen und Anti- 
korrelationen, die ein Hermitesches Polarsystem im Gebiet n*” Stufe (n> 2) 
in Ruhe lassen, bilden eine sogenannte gemischte Gruppe mit n*? — 1 wesent- 
lichen reellen Parametern. Diese besteht, bei ungeradem n immer und bei 
geradem n dann, wenn die zugehirigen Hermiteschen Formen nicht als 


y . . n A . 
Summen von gleichvielen, =, positiven und negativen Produkten der Form 


2,4, dargestellt werden kinnen, aus vier getrennten kontinuierlichen Scharen 
von Transformationen, im ausgeschlossenen Falle aber aus viermal zwei 
Scharen.**) : 
Die von Kollineationen gebildete kontinuierliche Untergruppe G,2~, dieser 
Gruppe ist transitiv®**), und iiberdies primitiv}+) und einfach. Sind die 


*) C. Segre, Un nuovo campo di ricerche geometriche. Torino, 1890. (Die 
Bedeutung der Ausdriicke Antikollineation und Antikorrelation ist dort nachzutesen.) 
Vgl. auch: Sulle variet’ che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi. 
Cire. Mat. di Palermo, 1891. Rappresentazioni reali delle forme complesse e gli 
enti iperalgebrici. Math. Ann. Bd. 40 (1892). A. Loewy, Uber bilineare Formen 
mit konjugiert-imaginiiren Variablen. Nova Acta Leopold. Bd. 71, Nr. 8. 1898. 

*) Im Falle n=2 hat man natiirlich nur zwei oder zweimal zwei Scharen 
(von Projektivitiiten und Antiprojektivitiiten). 

***) Tm tiblichen Sinne des Wortes. Bei definiten Hermiteschen Formen kann 
jeder Punkt ohne Ausnahme mit jedem anderen zur Deckung gebracht werden. 
Andernfalls wird das komplexe Gebiet durch die Nullstellen der Hermiteschen Form 
in zwei Teilgebiete zerlegt. Irgend ein Punkt im Innern eines dieser Gebiete kann 
in jeden anderen Punkt desselben Gebietes tibergefiihrt werden. Ebenso jeder Punkt 
auf der Grenze in jeden anderen. Im erwihnten Sonderfalle kinnen auch die beiden 
Gebiete vertauscht werden; daher riihrt dann die Verdoppelung der Scharenzahl. 
+) Primitiv im (2n-- 2)-dimensionalen gewéhnlichen komplexen Gebiet. Diese 
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zum Polarsystem gehdrigen Hermiteschen Formen definit, so bildet jede der 
vier Scharen von Transformationen ein abgeschlossenes Kontinuum. 


Das Behauptete laBt sich gréBtenteils ohne Miihe aus der erwahnten 
Untersuchung des Herrn Loewy entnehmen.*) Andere Hilfsmittel ver- 
langt nur der Beweis des wichtigen Satzes von der Hinfachheit der Gruppe 
G,2-1. Wir erbringen diesen Beweis in § 12. 

Die folgende Untersuchung bezieht sich unmittelbar nur auf solche 
Hermitesche Formen, die (durch lineare Transformationen) in eine der 
Gestalten 

4, %, + MF +--++ 4,7, (nm >> 2) 

iibergefiihrt werden kénnen, wobei durchweg die oberen oder durchweg 
die unteren Vorzeichen zu wihlen sind. Den Kollineationen (G,:_,) und 
Antikollineationen (H,:_,;), die das zugehérige Polarsystem in Ruhe lassen, 
wird eine iihnliche Rolle zufallen, wie den Bewegungen und Umlegungen 
in der sphiirischen oder pseudosphirischen Geometrie; wir werden sie 
daher ebenfalls als Bewegungen und Umlegungen, und zwar, zur Ver- 
meidung von Mibverstindnissen, als Hermitesche Bewegungen und Um- 
legungen bezeichnen. 

Wir werden annehmen, daB die erwiihnten kanonischen Ausdriicke 
der zu betrachtenden Hermiteschen Formen bereits hergestellt seien, weil 
das vielleicht von dem einen oder anderen Leser als eine Erleichterung 
empfunden werden mag. Wir bemerken aber, daf die auszufiihrenden 
Schliisse und Rechnungen eine Spezialisierung des Koordinatensystems 


Gruppen wiirden bei der iiblichen Klassifikationsmethode nicht unter den ,,primitiven“ 
Gruppen einer gewoéhnlich als (2n—2)-dimensional bezeichneten, in Wirklichkeit 
aber 2(2n— 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit erscheinen, sondern unter deren ,,reell- 
primitiven“ Gruppen. ' 

*) Es handelt sich, bei Gebrauch der Bezeichnungsweise von Frobenius (und 
Loewy), der Reihe nach um die Lisung der vier Gleichungen 

ASA=eS, BSB=oS, C’SC=o(S’)', DSD=es—, 
wo @ eine unbestimmte von Null verschiedene reelle Zah] bedeutet. Diese Zahl oe 
muB dann immer positiv sein, es sei denn, daB der im Texte genannte Ausnahmefall 
vorliegt. Zwischen den Lisungen der ersten und vierten Gleichung, und denen der 
zweiten und dritten besteht der Zusammenhang 
D=AS~', C=—=BSs’-!=Bs-'. 


“+1 Lésungen der ersten Gleichung hat Loewy im Falle g@>0 in der 


Alle oo 
Form . 
A=YVe-e?.(8+iT) '(S—iT) { S+iT| +0} 
dargestellt, wo 7' eine zweite Hermitesche Form bedeutet. Die hiernach noch iibrigen 
Gleichungen sind in allgemeinster Weise gelist, sobald man eine spezielle Lisung 
z. B. der zweiten Gleichung kennt, die unschwer herzustellen ist. Abhnliches gilt in 
dem Sonderfall, wo @ <0 sein kann. 
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nicht erfordern. Wir werden ferner etwas ausfiihrlicher nur den Fall 
n=3, d.h., die sogenannte ebene Geometrie im (vierdimensionalen) kom- 
plexen Gebiet behandeln. Die zu erérternden Hermiteschen Formen werden 
dann also diese sein: 


HZ, + Uy%, + %yXy, UX, — %yXy — 1K. 


2. 


Hyperbolische Hermitesche MaBbestimmung auf den einzelnen 
geraden Linien. 


Um es nun méglichst anschaulich zu machen, wie man aus einer 
Hermiteschen Form eine Ma&bestimmung analog der Cayleyschen ableiten 
kann, wollen wir an geliufige Vorstellungen ankniipfen, indem wir zugleich 
den Weg beschreiben, auf dem die weiterhin zu entwickelnden lormeln 
sich dargeboten haben. 

Wir betrachten zuniichst den zweiten Fall, also eine terniire indefinite 
Hermitesche Form, von nicht verschwindender Diskriminante. Das System 
der Nullstellen dieser Form, also die Gesamtheit aller der Gleichung 


(2#) = 4,4, — 4,2, — 4,2, = 0 
geniigenden Punkte des terniiren komplexen Gebiets, bildet eine stetig 
zusammenhingende dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die wir einen 
(realen) Hermiteschen Punktkomplex nennen. Mit diesem Komplex ist nun 
ein zweiter, der zu ihm reziproke Hermitesche Linienkomplex 

(wt) = u,%, — Ut, — ust, = O 
verbunden.*) Beide bestimmen einander vollkommen in der Weise, daf 
der Linienkomplex alle Geraden umfaBt, die einen einzigen Punkt des 
Punktkomplexes enthalten, und der Punktkomplex alle Punkte, die auf 
einer einzigen Geraden des Linienkomplexes liegen. Von den Punkten 
nun, fiir die die erste Hermitesche Form einen positiven Wert annimmt, 
sagen wir, daB sie im Inneren des Punktkomplexes liegen. Sie haben die 
charakteristische Eigenschaft, daB jede Gerade durch einen solchen Punkt 
oo’ Punkte des Punktkomplexes enthilt. Diese oo’ Punkte bilden eine 
nach v. Staudt sogenannte Kette. Im biniiren Gebiete der Geraden sind 
sie wieder die Nullstellen einer indefiniten Hermiteschen Form; bei Ab- 
bildung dieses Gebietes auf die Riemannsche Zahlenkugel erscheint ihre 


*) Beide Figuren werden von ©. Segre, der sie wohl zuerst niiher betrachtet 
hat, unter dem Namen iperconica zusammengefaBt. Dieses Wort lift sich ohne 
Geschmacklosigkeit nicht ins Deutsche tibertragen. — Indem wir der Einheitlichkeit 
zuliebe unsere Bezeichnungen alle an den Namen von Hermite kniipfen, wiinschen 
wir dem verdienten italienischen Geometer natiirlich nicht zu nahe zu treten. 
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Gesamtheit, wie iiberhaupt jede Kette, als Kreis. Jeder reelle Kreis auf 
der Bildkugel zerlegt nun aber diese in zwei ,,Halbkugeln“, und auf irgend 
einer von diesen definiert er bekanntlich, als sogenanntes absolutes Gebilde, 
eindeutig eine Nicht-Euklidische reelle Ma&bestimmung vom Kriimmungs- 
mae —1. Dabei fungieren als (zugingliche) ,gerade Linien“ Stiicke 
der Bilder von gewissen oo? Ketten, niimlich die Kreisbogen oder ,,Halb- 
kreise“ auf der Halbkugel, die den absoluten Kreis unter rechtem Winkel 
treffen. Wir bemerken, da8 diese Halbkreise erschépfend auch dadurch 
charakterisiert sind, daB ihre Punkte in der zum absoluten Kreis ge- 
hérigen konformen Spiegelung oder Inversion mit Punkten der ergiinzen 
den Halbkreise gepaart sind. Jetzt fiihren wir unsere Abbildung riickwiirts 
aus, und nehmen dabei die eine der beiden gefundenen MafSbestimmungen 
mit. Dann ergibt sich das, was wir eine hyperbolische Hermitesche Maf- 
bestimmung nennen wollen. Irgend zwei Punkte xz, y im Inneren des 
Hermiteschen Komplexes erhalten eine, abgesehen vom Vorzeichen, vollig 
bestimmte und zwar reelle Entfernung (a, y). Durch je zwei solche 
Punkte kann ferner, auf der sie verbindenden Geraden, eine einzige 
,»Normalkette* gelegt werden. Diese Normalketten sind dadurch charakte- 
risiert, daB ihre Punkte paarweise in bezug auf den Hermiteschen Punkt- 
komplex oder in dessen ,,Polarsystem“ konjugiert sind, d. h. zu je zweien 
£, » der Gleichung 
(&%) = &.0, — &%, — &5%; = 9 

geniigen. Fiir die Entfernungen von je drei Punkten 2, y, z, die im Inneren 
des Komplexes und iiberdies auf derselben Normalkette liegen, besteht 
bei sachgemaBer Wahl der Vorzeichen die Gleichung 


(y, 2) + (2, «) + (x, y) = 0; 
vor allem aber besteht fiir je drei Punkte, die auf derselben Geraden im 
Inneren, aber nicht auf derselben Normalkette liegen, die Ungleichung 
(2, y) + (@, 4) >(y, 2), 

wofern in diesem Falle bei allen drei Entfernungen der positive Wert 
gewahlt wird. Zu den Normalketten, die offenbar in oo® Exemplaren 
vorhanden sind, gehéren bei der hier gemachten Annahme insbesondere 
die oo? reellen Ketten (deren jede den reellen Zug einer reellen Geraden 
bildet). Andrerseits enthilt der Hermitesche Komplex oo! reelle Punkte, 
die den reellen Zug einer irreduzibelen Kurve 2. Ordnung bilden. Fiir 
die im Inneren dieser Kurve gelegenen reellen Punktepaare ergibt sich 
daher eine speziellere MaBbestimmung, von der man leicht einsieht, daf 
sie mit einer Cayleyschen zusammenfillt. 

Indem wir weitere Folgerungen, und insbesondere eine analoge auf 
gerade Linien beziigliche MaBbestimmung vorliufig iibergehen, fiigen wir 
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nur noch einige Bemerkungen gruppentheoretischen Inhalts hinzu. Unter 
den oo Kollineationen und den oo’ Antikollineationen, die durch Zu- 
sammensetzung der Kollineationen mit der involutorischen Antikollineation 
4“; = &,, u; = %,; entstehen, lassen nach dem in § 1 allgemein Bemerkten 
je co® die beiden reziproken Hermiteschen Komplexe in Ruhe. Sie bilden 
die Gruppe (G,, H,) der Bewegungen und Umlegungen im betrachteten 
vierdimensionalen ,,Hermiteschen Raume“ (worunter wir natiirlich das 
Innere des Punktkomplexes verstehen). Fiir die zugehdrigen Aquivalenz- 
begriffe brauchen wir die Worte (Hermitesche) Kongruenz und Symmetrie. 
Zu der Gruppe (G,, H,) gehért als (charakteristische) transzendente 
Invariante der eingefiihrte Entfernungsbegriff. Die beiden reziproken 
Hermiteschen Komplexe werden auch als absolute Komplexe hezeichnet; 
ihr Polarsystem heiBt das absolute (Hermitesche) Polarsystem. 

Hilt man eine Gerade fest, so reduzieren sich fiir deren Punkte die 
Scharen G,, H, von Transformationen der Reihe nach auf zwei Scharen 
3) Nj, zwischen denen im Gebiete der Bildkugel ein analytischer aber 
imagindrer Zusammenhang stattfindet. Sie bilden zusammen die reellen 
Transformationen der dreigliedrigen kontinuierlichen Gruppe g, der reellen 
und komplexen Bewegungen in der hyperbolischen Geometrie und sind 
in dieser als eigentliche (y,) und uneigentliche (7) Bewegungen zu unter- 
scheiden. 

Halt man andrerseits den Inbegriff aller reellen Punkte fest, so 
reduziert sich schon G, allein auf eine gemischte Gruppe 4,’ (73, 4;) reeller 
Transformationen des reellen Gebietes, die ebenfalls komplex-kontinuierlich, 
und zu der Gruppe g; (73, 73) holoedrisch-isomorph ist; und auf dieselben 
2. 00° Transformationen des reellen Gebietes reduziert sich dann auch die 
Transformationen-Schar H,. Auch diese Gruppe g, besteht aus den als 
eigentlich (y,’) und uneigentlich (y,’) zu unterscheidenden reellen Be- 
wegungen einer zweidimensionalen hyperbolischen Mannigfaltigkeit. 

Die gewohnliche hyperbolische MaBbestimmung und die zugehdrige reelle 
ebene Geometrie ist also in der terndren Hermiteschen hyperbolischen Map- 
bestimmung und entsprechenden Geometrie auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten eingeschlossen. 

Ubrigens kann man, durch Einfiihrung hyperkomplexer GréBen, diesen 
Satz auch auf das komplexe hyperbolische Gebiet ausdehnen. 

Die Bewegungsgruppen g,, g; sind analytisch-kontinuierlich und ein- 
fach, und ihre reellen Untergruppen y;, 7; sind reell-kontinuierlich und 
reell-einfach. Aber auch die Gruppe G, der Hermiteschen Bewegungen 
selbst ist kontinuierlich und einfach*), sowohl im gewéhnlichen komplexen 


*) Eine zu ihr isomorphe Gruppe reeller Beriihrungstransformationen hat Fr. Engel 
angegeben: Leipz. Ber. 1892, 8. 292ff. 
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als auch noch im hyperkomplexen Gebiete (vgl. § 1). Die zuletzt erwahnte 
eigentlich von 16 Parametern abhiingige Gruppe ist holoedrisch-isomorph 
zur Gruppe aller reellen und komplexen Kollineationen eines terniren 
Gebietes. (S. § 12.) Da die Gruppe G, — schon in der Zahl ihrer Para- 
meter — durchaus verschieden ist von der (zehngliedrigen) Gruppe der Be- 
wegungen in einer reellen vierdimensionalen Mannigfaltigkeit konstanten 
Riemannschen Kriimmungsmafes, so ergibt sich, daB gegeniiber dieser 
Art von Geometrie etwas wirklich Neues vorliegt. Die Hermitesche 
MaBbestimmung im biniren Gebiet irgend einer Geraden aber hat in der Tat 
das konstante Kriimmungsmai —1: Es ist dieselbe, die in einem be 
sonderen Falle schon von Beltrami angegeben worden ist.*) 


3. 
Kiirzeste Wege bei hyperbolischer Hermitescher Ma®Bbestimmune. 


Analytische Ausdriicke fiir die Entfernung (x, y) zweier Punkte x, y 
im Inneren des absoluten Komplexes, oder also, im hyperbolischen Hermite- 
schen Raume, sind die folgenden: 


Vey ey) 


(£ y) = 2 arccos h : — D’ . 
er VanVon  ° * 
= le YEP @y) + Vey (ey) - - (@z)(yy) 
“ (xy) (ey) — /(xy) (ey) — (22) (yy) ? 
Yer y) (zy) — ( yi 


vorausgesetzt, dap man, wie zuvor, der Mapbestimmung auf der geraden 
Linie das Kriimmungsmaf — 1 beilegt. 

Hier bedeutet D% eines der beiden zueinander reziproken reellen 
Doppelverhiltnisse, die die Punkte x, y im biniiren Gebiet der sie ver- 
bindenden (so lange sie verschieden sind, eindeutig bestimmten) Normal- 
kette mit den beiden demselben Gebiet angehérigen Punkten des Hermite- 
schen Komplexes bilden. Alle vorkommenden Wurzelgréfen sind reell, 
und fiir die Funktionen arccos und lg ist deren reeller Wert zu setzen. 
Hierdurch ist die Entfernung (2, y) bis auf das Vorzeichen bestimmt, 
und dieses kann ebenfalls positiv gewaihlt werden, wie wir es nunmehr 
voraussetzen wollen. Wir diirfen und wollen iiberdies in der nachfolgen- 


*) Saggio di interpretazione della Geometria non-euclidea. Giornale di Mate- 
matiche, VI (1868). Opere, t. I. Nr. XXIV. Spezielle Fille der weiterhin (in § 4) zu 
entwickelnden Formeln sind auch die bei Darboux, Théorie des surfaces, I. p. 32, 
angegehenen Ausdriicke. Hermitesche Formen hat mit der gewéhnlichen Nicht- 
Euklidischen MaSbestimmung (n = 2) bereits Herr L. Schlesinger in Verbindung 
gebracht (z. B. in der Festschrift J. Bolyai in memoriam, De applicationibus geometriae 
absolutae analyticis), ohne indessen die weiterhin anzugebenden Ausdriicke fiir die 
Entfernung (‘c, y) explizite aufzustellen. 
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den Betrachtung annehmen, daS alle vorkommenden WurzelgréBen selbst 
positiv sind. — Zuniichst ergibt sich: 

Die Entfernung zweier Punkte x, y im Inneren des absoluten Punkt- 
komplexes verschwindet dann und nur dann, wenn diese Punkte zusammenfallen. 
Sie wird unendlich, sobald mindestens der eine Punkt auf den absoluten 
Komplex riickt. 

Schriinkt man die Veriinderlichkeit der Punkte x, y auf die im Inneren 
des absoluten Komplexes gelegenen Punkte irgend einer geeigneten Ge- 
raden ein, so erhalt man, wie schon bemerkt, eine Mabbestimmung von 
der konstanten Kriimmung —1. Betrachtet man andrerseits nur reelle 
Punkte, und zwar solche, die im Inneren des Kegelschnittes 2,2?—a,?—a,?=0 
liegen, so erhiilt man eine (Cayleysche) MaBbestimmung von der kon- 


— 1 : es . ™ — 
stanten Kriimmung —=- In beiden Fallen gilt daher fiir Wege, die in 


einer der genannten Mannigfaltigkeiten von co? Punkten verlaufen, der Satz: 


Der kiirzeste Weg zwischen zwei verschiedenen Punkten im Inneren des 
absoluten Komplexes liegt auf ihrer geraden Verbindungslinie und ist das 
zwischen beiden Punkten enthaltene endliche Stiick der sie verbindenden 
Normalkette. Die Linge dieses Weges aber ist die (als absolute Gripe 
betrachtete) Entfernung beider Punkte. 


Der Beweis dieses Satzes beruht auf der nur dem logischen Werte 
Werte nach spezielleren Aussage: 


In jedem Dreieck ist die Summe der (absoluten) Léngen von irgend 
zwei Seiten gréBer als die Linge der dritten Seite, oder mindestens dieser 
gleich. Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Ecken des Dreiecks 
in (mindestens) einer Normalkette liegen, und iiberdies die letzte Seite die 
gemeinsame Ecke der beiden ersten enthiilt. 


Dabei bedeutet das Wort ,,Dreieck“ die Figur von irgend drei nicht 
notwendig von einander verschiedenen Punkten, im Inneren des absoluten 
Punktgebildes. Diese drei Punkte heiBen ,,Ecken“ des Dreiecks. _ ,,Seite“ 
des Dreiecks heiBt das irgend zwei Ecken verbindende Normalkettenstiick, 
das keinen unendlich fernen Punkt enthilt, oder, wenn beide Ecken im 
selben Punkt zusammenfallen, dieser Punkt selbst. ,,Liinge“ einer Seite 
wird die Entfernung ihrer Ecken genannt; sie wird in diesem Satze als 
eine absolute GréBe, also nicht als negativer Werte fiahig betrachtet. 

Wir wollen nun nachweisen, daB der zweite der angefiihrten Siitze 
allgemein richtig ist, d. h., bei wnbeschriinkter Verénderlichkeit der drei 
Punkte x, y, ¢ im Inneren des absoluten Punktkomplexes, wnd da folglich 
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der erste Satz auch gilt bei wnbeschriinkter Verdnderlichkeit des Weges 
zwischen zwei Punkten. 
Wir diirfen dabei annehmen, da8 


(y, 2) >, x) 2 (x,y) 
sei, und haben dann nur noch zu zeigen, daB 


(y, 2) maw: (x, y) < (x, 2), 
oder daB 


cosh ; (y, 2) cosh + s (2, y)— sinh = (y2) sinh 5 (a, y) <¢ osh— = (x, 2), 
oder endlich, daB 


Viy2) (¥2)-V(ay) (Zy) — (y¥) - V(w2) (2) < 
< V(yzZ) (yz) — (yy) -V(ay) (Zy) — (x) (yy). 
Da nach Voraussetzung die linke Seite dieser Ungleichung oder Gleichung 
nicht negativ sein kann, so ist mit ihr wiederum fquivalent die folgende 
in bezug auf xz, y, 2 symmetrische Ungleichung oder Gleichung, die aus 
jener durch Quadrieren erhalten wird: 
2V (yz) (2£) (ay) - (92) (Za) (Fy) = 
=— (2X) (YY) (22) + (Lz (y'2 (YZ) + (YY): (2£)(Zx) + (2Z)-(xY) (Ly). 

Wenn nun, wie iiblich, (wyz) die aus den Koordinaten der drei Punkte 
gebildete Determinante bezeichnet, so ist 





(ayz) (~yz) = |(@%) (yy) (22)!, 


also 
(yz) (2%) (xy) + (92) (Zx) (Fy) => 
=> — (w%) (yy) (22) + (w%)-(y2) (92) + (y¥)-(2%) (Za) + (27)-(x) (Zy). 


Andrerseits ist 


2V (yz) (2%) (ay) - (Fz) (2x) (€y) > (yz) (2¥) (ay) + (G2) (Za) (Fy). 
Die Addition beider Ungleichungen gibt das verlangte Resultat. 

Soll das Gleichheitszeichen bestehen, so miissen die letzten Unglei- 
chungen beide als Gleichungen erfiillt sein. Hieraus folgt zunichst 

(ayz) =0 
d. h. die drei Punkte liegen in gerader Linie, ferner 
(yZ) (2%) (xy) = (Yz) (Zax) (€y). 

Diese weitere Bedingung sagt nun aus, daB die drei Punkte iiberdies einer 
Normalkette angehéren. Denkt man sich nimlich die Koordinaten zweier 
verschiedener Punkte y, 2 in bestimmter Weise gewahlt, und versteht man 
unter 6, t Parameter mit reellem Verhiltnis, so wird, wie bereits Herr 
Segre bemerkt hat, der Punkt oy + rz irgend eine der oo! die Punkte 
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y, 2 verbindenden Ketten durchlaufen. Als Bedingung dafiir, daB diese 
Kette eine Normalkette ist, findet man ohne weiteres 
(yz) = (yz). 
Wihlt man die Koordinaten von y, 2 von vornherein dieser Bedingung 
gemiB, was ohne weiteres geschehen kann, so erhilt man statt obiger 
Gleichung die einfachere 
(2) (wy) — @a) (€y) = 0, 
die, fiir sich allein betrachtet, als Ort des Punktes x einen speziellen 
Hermiteschen Komplex liefert. Dieser aber durchdringt die Gerade ye in 
einer Kette, und zwar gerade in der Kette oy-+ 1z. In dieser Normal- 
kette also liegt der Punkt 2, und auBerdem hat man, nach der nunmehrigen 
Annahme, die Gleichung 
(y, 2) =(y, #) + (@, 2). 
Diese aber kann nur dann richtig sein, wenn der Punkt x auf der Seite 
yz des betrachteten Dreiecks selbst (also nicht in deren Verliingerung) 
liegt. Die Behauptung ist also erwiesen, soweit das terniire Gebiet in 
Frage kommt. Da8 bei unbestimmter Stufenzahl dieselben Siitze gelten, 
folgt nunmehr unmittelbar daraus, daB man drei verschiedene Punkte 
eines Gebietes x‘ Stufe immer durch (mindestens) eine Ebene ver- 
binden kann. 

Wir verfolgen den Gegenstand nicht weiter, sondern wenden uns 
nunmehr zu einer anderen Art der MaBbestimmung, die der gewéhnlichen 
sogenannten elliptischen MaSbestimmung analog ist und etwas eingehender 
behandelt werden soll. 


4. 
Die elliptische Hermitesche MaSbestimmung. 


Wir gehen jetzt von einer durchweg-positiven Hermiteschen Form 
aus, die wir uns in die angefiihrte kanonische Gestalt gesetzt denken, und 
fiir die wir wiederum das (bisher in einem anderen Sinne verwendete) 
Zeichen (x~%) gebrauchen: 

(x#) = 4,4, + 1%, + 47s. 

Die vorgefiihrten Betrachtungen lassen sich auf diesen Fall ohne 
Miihe iibertragen. Ein wesentlicher Unterschied besteht aber insofern, als 
nunmehr die vorgelegte Form und ihre reziproke 

(Wi) = Uy, + Ugh, + Us, 
keine Nullstellen im komplexen Gebiet haben: Erst wenn man dieses als 
eine reelle vierdimensionale Mannigfaltigkeit auffaBt, und diese von neuem 
durch Einfiihrung komplexer Koordinaten erweitert, erst durch Einfiihrung 
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hyperkomplexer GréBen also, kann der auch in diesem Falle in gewisser 
Weise ,,vorhandene“ absolute Komplex (nunmehr eine imaginire sechs- 
dimensionale Mannigfaltigkeit) zur Erscheinung gebracht werden. Das 
Polarsystem dieses hyperimaginiiren oder ,,idealen“ Komplexes aber, die 
umkehrbare Zuordnung eines Punktes x zu einer Geraden u vermiége der 
Gleichungen 


) = (#9) = 2, + UH, + 2s = 9, 
>) 


(2 
(0% 


Sy 


1 


& 


| 


(ud) = u, 8, + ud, + uy, 6;, = 0, 
kiirzer 

“r= Ut, u=z, 
ist auch in diesem Falle eine Figur des gewéhnlichen komplexen Gebiets. 

Betrachten wir nunmehr das komplexe Gebiet einer beliebigen Ge- 
raden, so erkennen wir, da deren Punkte ausnahmslos durch die Be- 
dingung des Konjugiertseins (77)=0O oder (¢y}=—0 mit anderen Punkten 
derselben Geraden gepaart sind. Bei der Abbildung auf die Riemannsche 
Zahlenkugel erscheint diese Paarung wiederum als reelle Inversion, und 
zwar als Inversion ohne reelle Doppelelemente. Man kann also die 
Abbildung so einrichten, daB gepaarte Punkte einander auf der Kugel 
diametral gegeniiberliegen. Dann liefert die gewéhnliche MaBbestimmung 
auf der Kugel vom KriimmungsmaB +1 ohne weiteres eine entsprechende 
MaBbestimmung zur Hermiteschen Form, die wir als elliptische Hermitesche 
Mafbestimmung bezeichnen. Die ,,Entfernung“ zweier Punkte, die nun- 
mehr keinerlei Beschrinkung unterliegen, wird also wiederum eine reelle 
Funktion. Diese aber ist nunmehr reell-periodisch, und zwar ist ihre 
Periode 22. Irgend zwei Punkte fallen dann und nw dann zusammen, 
wenn ihre Entfernung = 0 mod. 2z ist. Auf den wie zuvor zu erklirenden 
Normalketten sind die Entfernungen addierbar; man hat bei geeigneter 
Wahl der Vorzeichen fiir je drei Punkte einer solchen Kette die Kongruenz 

(y, 2) + (2,4) + (@,y)=0 mod. 22. 

Jede Normalkette lauft in sich zuriick, unendlich ferne Punkte gibt 
es auf ihr erst im hyperkomplexen Gebiet, wenn man den Entfernungs- 
begriff, nunmehr durch den ProzeB der analytischen Fortsetzung, auch 
auf dieses ausdehnen will. Man erhilt ferner neben dem Begriff der 
Entfernung zweier Punkte einen ganz in gleicher Weise zu erklarenden 
Begriff des Winkels zweier Geraden, wiihrend im zuvor betrachteten Falle 
bei der hier nétigen Riicksicht auf die Realitiit aller zu bestimmenden 
GréBen und auf das Innere des absoluten Punktkomplexes die entsprechen- 
den Begriffsbildungen (deren zweite wir der Kirze halber nicht betrachtet 
haben) nur unvollkommen korrelativ sind. 

Die analytischen Ausdriicke, z. B. fiir die Entfernung zweier Punkte 
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x,y werden ihnlich den zuvor aufgestellten; fiir Kosinus und Sinus der 
halben Entfernung ergeben sich die Formeln: 


Vey) @y) V (ez) (yy) — (@y) @y)_ 
Vez) Viv)’ Vez) Vy) 

Zur richtigen Auffassung dieser Definitionsgleichungen ist zu beachten, 
da sie eigentlich etwas mehr liefern, als man nétig hat und in der 
Regel auch brauchen kann. Wiahrend nimlich die Entfernung (2, y) nur 
mod. 22 bestimmt sein soll, liefern diese Gleichungen, nach Entscheidung 
iiber die Vorzeichen aller WurzelgréBen, die Entfernung bis auf Vielfache 
von 4a genau. Man mu daher eigentlich auf den rechten Seiten jener 
Gleichungen noch einen Faktor hinzufiigen, dessen Wert insofern unbestimmt 
bleibt, als er nach Belieben gleich +1 oder —1 gesetzt werden darf. 
Wir haben diesen Umstand in den Formeln nicht zur Erscheinung ge- 
bracht, was wegen der Unbestimmtheit der Wurzelgréfen als statthaft 
gelten kann. Jedenfalls empfehlen sich diese Formeln durch ihren ein- 
facheren Bau gegeniiber den daraus hervorgehenden Ausdriicken fiir 
cos (%, y) und sin (z, y). 

Wir formulieren nun sogleich den Fundamentalsatz, dessen Beweis 
dem in § 2 gefiihrten Beweis analog ist: 


1 . £ 
cos = (7, y) = sin > (x,y) = 


Nimmi man in einer elliptischen Hermiteschen Mafbestimmung fiir die 
Entfernung zweier Punkte den absolut kleinsten positiven Wert an, so ist in 
jedem Dreieck (ad. h. bei je drei paarweise durch Normalketten verbundenen 
Punkten) die Summe der Liingen irgend zweier Seiten grifer als die Lénge 
(er dritten Seite, oder mindestens dieser gleich. 

Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die drei Punkte in 
(mindestens) einer Normalkette liegen, und wenn iiberdies die letzte Seite 
entweder die griBte mégliche Liinge x hat, oder die gemeinsame Ecke der 
beiden ersten Seiten enthiilt. 


Hieraus folgt unmittelbar: 

Die geoditischen Binder*) in der betrachteten vierdimensionalen Mannig- 
faltigkeit legen auf Geraden und sind die co® Normalketten. Insbesondere 
ist, bei der hier gemachten Annahme, jede reelle Kette (d. h. der reclle Zug 
jeder beliebigen reellen Geraden) ein geoditisches Band. 

Ferner ergibt sich: 
Durch irgend zwei verschiedene nicht-konjugierte Punkte geht ein ein- 





*) Die im vierdimensionalen Gebiete reellen und analytischen Mannigfaltigkeiten 
von oo’ Punkten nennen wir (reale) Bénder (fili, nach Segre). Der Ausdruck Linie 
wird besser vermieden, weil z. B. eine gerade ,,Linie‘ eine zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit ist; ebenso ist ,,Kurve nicht empfehlenswert... 
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ziges geodiitisches Band (eine Normalkette), und auf diesem liegt der kiirzeste 
Weg zwischen den beiden Punkten, dessen Liinge der absolut kleinste Betrag 
ihrer Entfernung und immer kleiner als x ist. Durch je zwei konjugierte 
Punkte dagegen gehen co! Normalketten, und jeder direkte (d. h. in keinem 
seiner Teile doppelt iiberdeckte) Weg zwischen beiden Punkten, der auf einer 
dieser Ketten liegt, ist ein kiirzester Weg, von der Linge x. 

Eine Art von Umkehrung des letzten Satzes ist der folgende: 

Zwei von demselben Punkte x ausgehende geodiitische Binder treffen 
sich in keinem weiteren Punkte, wenn sie auf verschiedenen Geraden liegen. 
Dagegen treffen sich alle solchen geoditischen Binder, die derselben Geraden 
angehdren, in einem zweiten Punkte, dem konjugierten des ersten, nach 


Durchlaufung je eines Weges von der Linge x. Der Ort aller dieser auf 


die co* Geraden durch x verteilten Punkte y ist eine Gerade, die absolute 
Polare des Punktes x: 
(Zy) = Ty, + Teyp + Zyys = 0. 

Weiter ist deutlich: 

Auf jeder Geraden gibt es co? Normalketten, und je zwei von diesen 
schneiden einander in zwei Punkten, die zu einander konjugiert sind. Fiir 
die oo? Punkte der Geraden reduziert sich die elliptische Hermitesche Map- 
bestimmung auf eine sphdrische vom Kriimmungsmafe Eins. 

Im ganzen enthilt jede Gerade oo*® Ketten, und die Geraden sind 
die einzigen Kongruenzen (zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten) von 
Punkten der Art. Es gibt aber auch Kongruenzen von Punkten, die 
gerade oo* Ketten enthalten, die ,,nicht-synektischen*) Kettenkongruenzen“. 





*) Eine Kongruenz von Punkten p nennen wir synektisch, wenn die fiinf Ver- 
hiiltnisse der reellen und imaginiiren Bestandteile der Koordinaten eines Kongruenz- 
punktes als reelle analytische Funktionen von zwei (wesentlichen) Parametern s, t 
dargestellt werden kinnen, der Art, daB die Differentialgleichung 

Op op 
(»35 st) ‘ahi 
besteht. Man kann dann immer die Parameter und Koordinaten so wiihlen, daB die 
komplexen Koordinaten p; selbst analytische Funktionen einer komplexen Veriinder- 
lichen s+ it werden. Eine synektische Kongruenz ist also dasselbe, wie eine ge- 
wohnlich so genannte als Ort von oo? Punkten des komplexen Gebietes betrachtete 
analytische Kurve. Sie hat die charakteristische Eigenschaft, an jeder Stelle all- 
gemeiner Lage {(pp'p’)=+-0} eine von der Fortschreitungsrichtung unabhiingige 
Tangente zazulassen. Ist sie nicht eine gerade Linie, so erfiillen diese Tangenten 
eine zweite, zur ersten reziproke Kongruenz, (pp' x) = (ax) =0, 
{ (aa’ u) = (pp'p”) (wp) j, 

die ebenfalls synektisch ist. 

Eine Kongruenz von Punkten heibt Kettenkongruenz, wenn ihre oo? Punkte (oder 
vielmehr deren Koordinaten) mit Hilfe (der Koordinaten) von dreien p,, p,, p, unter 
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Alle diese Kongruenzen, zu denen offenbar die Kongruenz aller reellen 
Punkte gehért, sind zueinander projektiv; sie sind daher in co* Exemplaren 
vorhanden. Durch je vier Punkte, deren keine drei in gerader Linie 
liegen, geht eine (leicht zu bestimmende) Kongruenz der Art. Verbindet 
man je zwei Punkte einer solchen Kongruenz durch eine Gerade, so erhiilt 
man nicht oo*, sondern nur oo* gerade Linien, die eine neue, zu der 
ersten reziproke ,nicht-synektische Kettenkongruenz“ bilden. Diese Eigen- 
schaft, mit Linienkongruenzen gepaart zu sein, charakterisiert die von 
Punkten gebildeten nicht-synektischen Kettenkongruenzen vollkommen. 

Nunmehr kénnen wir dem letzten Satz einen zweiten ihnlichen 
Inhalts an die Seite stellen: 

Auer den co* Geraden gibt es noch oo® Kongruenzen von Punkten, 
die co® Normalketten (geodiitische Bénder) enthalten. Es sind das alle die 
nicht-synektischen Kettenkongruenzen, deren siimtliche Ketten Normalketten 
sind, darunter, bei der hier gemachten Annahme, die Kongruenz aller 
reellen Punkte. 

Je zwei Ketten in einer solchen ,normalen Kettenkongruenz“ schneiden 
einander in einem Punkte; die Kongruenz ist Trigerin eines reellen terndren 
Gebietes. Fiir die co* Punkte einer jeden normalen Kettenkongruenz reduziert 
sich die elliptische Hermitesche MaBbestimmung auf eine ebenfalls elliptische 
Mafbestimmung vom Kriimmungsmaf i 

Es ist leicht, alle diese von co* geoditischen Biindern beschriebenen 
Kongruenzen zu charakterisieren und erschépfend zu bestimmen. Jede 
nicht-synektische Kettenkongruenz, die ein absolutes Poldreieck p, q, r 
{charakterisiert durch die Bedingungen (pqr)+ 0, (q7) = 0, (rp) = 90, 
(pq) = 0} enthilt, enthalt deren oo%, und ist eine normale Kettenkon- 
gruenz. Durch je drei Punkte p, q, r, die den Bedingungen (pqr) + 0, 
(a7) +0, (rB) +0, (pg) +, (az) (rD) (pa) = @r) (Fp) (Ba) gentigen, 
geht eine normale Kettenkongruenz, usw.*) 

Eine wichtige Erginzung zu dem Gesagten bildet der Satz: 

Die genannten beiden Scharen von oof und co® Kongruenzen konstanter 
Kriimmung sind identisch mit den Kongruenzen (von Punkten), deren 
geodiitische Biinder zugleich geoditische Binder des vierfach-ausgedehnten 
Punktkontinuums selbst sind. 


ihnen in der Form o, p, + 6, p, + 6, p, dargestellt werden kiénnen, wo 6, : o, : , reelle 
VerhiltnisgréBen sind. Es gibt nur zwei projektiv-verschiedene Klassen von Ketten- 
kongruenzen, niimlich die im Texte genannten und die synektischen. Diese letzten 
bestehen aus den oo? Punkten je einer geraden Linie. 

*) Auf die letzte Gleichung wird man auch gefiihrt, wenn man verlangt, daB 
die Verbindungslinien der Ecken p,q, r irgend eines Dreiecks mit den entsprechen- 
den Ecken des polar zugeordneten Dreiecks durch denselben Punkt gehen. 
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Komplexe (d. h. dreifach-ausgedehnte Punktmannigfaltigkeiten) von der 
gleichen Eigenschaft gibt es im ternéren Gebiete nicht. 

Ein solcher. Punktkomplex miiBte nimlich zunichst von oo Ketten 
beschrieben werden kénnen. Dieser Forderung geniigen nun nur die 
Komplexe, die von oo’ geraden Linien beschrieben werden, und auferdem 
die Hermiteschen Komplexe, und zwar die von verschwindender Diskrimi- 
nante (Kettenkomplexe, bestehend aus allen Punkten auf den co’ Geraden 
einer Linienkette) auf zwei Arten. Keiner aber unter ihnen erfiillt die 
weitere Forderung, da8 darin enthaltene oof Ketten Normalketten sind. 
Beachtenswert scheint uns auch die folgende Bemerkung zu sein: 

Es ist unmiglich, durch doppelte Uberdeckung des vierfach ausgedehnten 
Punktkontinuums von der elliptischen Hermiteschen Mafbestimmung zu einer 
anderen iiberzugehen, die sich zu ihr dhnlich verhielte, wie die sphirische 
Mafbestimmung zur gewihnlichen elliptischen (dcr elementaren MaBbestim- 
mung im Linienbiindel). 

Man kann zwar in der Tat jedes der gefundenen co*® Exemplare 
elliptischer MaBbestimmung zu einer sphirischen erweitern, indem man 
deren geodiitische Binder erst nach zweimaligem Umlauf in sich zuriick- 
kehren laBt. Sollte jedoch dieser ProzeB fiir den Gesamtraum gelten, so 
miiBte er auch auf die co‘ Geraden sich erstrecken, deren jede schon von 
vornherein den Zusammenhang der Kugel hat. Das aber ist aus nahe- 
liegenden Griinden unmédglich.*) 

Hervorgehoben werden mu8 wohl noch, da die erklirte Entfernung 
zweier Punkte (a, y) die Gruppe (G,, H,) der Bewegungen und Umlegungen 
(vgl. § 1) im elliptischen Hermiteschen Raume vollkommen charakterisiert. 
Die Entfernung ist auBerdem die einzige unabhingige Invariante zweier 
Punkte gegeniiber dieser Gruppe. D. h., jede beliebige absolute Invariante 
zweier Punkte ist eine Funktion ihrer Entfernung. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir die Transformierbarkeit eines Punktepaares 
2“, y im ein anderes 2’, y’ kann in der Form 


(7, y)=+(a2,y) mod. 22 
geschrieben werden.**) 

Alle Punkte y, die von einem gegebenen Punkte xz eine konstante 
Entfernung r haben, bilden, wenn r == 0,2 mod. 22 eine dreidimensionale 
ySpharische* Mannigfaltigkeit, und, wenn r =a mod. 2 eine (doppelt 
zihlende) Gerade, die absolute Polare des Punktes x. Die oo* oder co® 


*) Dagegen kann man eine weitere Art der Geometrie dadurch gewinnen, dab 
man jeden Punkt p mit seiner absoluten Polare (px)=0 oder «= zu einem ein- 
zigen Begriff zusammenfaBt. 

**) Analoges gilt im hyperbolisches und parabolischen Falle (§ 3 und § 14) 
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Punkte beider Figuren werden, wenn man den ,,Mittelpunkt“ 2 der kon- 
struierten co’ konzentrischen spharischen Mannigfaltigkeiten festhalt, transitiv 
untereinander vertauscht durch die viergliedrige Gruppe, auf die sich dann 
(t,, H, reduziert. Die Punkte der absoluten Polare von 2 selbst, die 
Punkte irgend einer festgehaltenen Geraden also, werden aber dabei nur 
dreigliedrig unter einander vertauscht. 

Die dreigliedrige gemischte Gruppe, zu der wir hier gekommen sind, 
ist analog zu der in § 2 (S. 327) besprochenen Gruppe g,. Wir betrachten 
sie noch in Kiirze, wie auch die zu g,’ analoge Gruppe (siehe ebenda), 
da der vorliegende elliptische Fall sich von dem zuvor erérterten hyper- 
bolischen in bezug auf das Verhalten dieser wichtigen Gruppen des 
binaéren Gebietes wesentlich unterscheidet. 

Hilt man eine Gerade fest, so reduzieren sich fiir deren Punkte die 
Transformationen beider Scharen G,, H, zwar auch hier der Reihe nach 
auf zwei Scharen g;, h; von Transformationen, die zusammen eine Gruppe 
bilden. Auf der Bildkugel erscheinen diese Transformationen, bei passender 
Wahl der Abbildung, als die Bewegungen und Umlegungen im elementaren 
Sinne. Die Gruppe g, ist kontinuierlich, zwischen g, und h, besteht aber 
nicht wie zuvor (S. 327) bei y, und y, ein (komplex-)analytischer Zusam- 
menhang. 

Hilt man ferner das reelle Gebiet (oder irgend eine normale Ketten- 
kongruenz) fest, so reduzieren sich in diesem Gebiete beide Scharen 
G,, H, auf eime und dieselbe reelle Gruppe g,' elliptischer Bewegungen, 
die nicht wie die friiher betrachtete Gruppe g,’ im reellen Gebiete gemischt, 
sondern auch in diesem kontinuierlich ist. 

Es hat also die in § 2 betrachtete Transformationenschar y, in der Schar 
h, nur ein ziemlich entferntes Analogon, die. Schar »,' aber gar keines. 


5. 


Volumelemente und Gesamtvolumen des elliptischen 
Hermiteschen Raumes. 


Fiir die Differentialgeometrie irgend einer m-dimensionalen zu einer 
bestimmten quadratischen Form des Bogenelementes gehérigen Mannig- 
faltigkeit ist von grundlegender Bedeutung die Bildung einer Reihe von 
Differentialausdriicken da,,---, do,,, die wir als ein- bis m-dimensionale 
Volumelemente oder Elementarvolumina bezeichnen kénnen. Das erste 
von diesen d@, ist eben das Bogenelement ds selbst, und dieses bestimmt 
durch seinen Ausdruck nach einfachen Regeln die ganze Reihe. In 
unserem Falle ist m= 4 und 
dst — 4 ude da) — (wd x)(@da) | 

(wa)? 
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338 E, Srupy. 


Sind nun 2, «+ dx, x + dx irgend drei verschiedene sogenannte benach- 
barte Punkte, so ist der ,, Winkel“ zwischen den durch die Symbole d 
und @ unterschiedenen Fortschreitungsrichtungen durch den Kosinussatz 
der Elementargeometrie mit Hilfe der gegenseitigen Abstiinde der drei 
Punkte und eines Grenziibergangs erklirt. Man findet auf diese Weise 


ds - ds -cos (ds, ds) = 
iy ~ (x#) (ad) (x) (#02) | | 
~ (@*)* |\(dx#) (dxdz)| |(d%x) (dz 82) | \’ 


(wdxd«x) (Zdzdz) 
16 ey ~~ 


no 











{ds-ds-sin (ds, ds)}* = 


4 |(w#) (adZ) |(@x) (€dx)|)? 
- war {| caer (dxdz)|  |(d#x) (dzéz) 
wo das Limes-Zeichen, wie in solchen Fallen iiblich, unterdriickt ist. Der 
zweite Ausdruck, der als Summe von zwei niemals negativen Gréfen 
erscheint, ist unmittelbar das LElementarvolumen da,, aufs Quadrat 
erhoben. Der erste aber liefert mit Hilfe elementarer Determinantensitze 
die simtlichen Ausdriicke da,°. 

Wir unterscheiden jetzt die bei Bildung von da,” zu benutzenden i: 
verschiedenen Zuwiichse der Koordinaten von x durch dem Zeichen d 
angehingte Indizes. Wir setzen dann 





Po (w%) (ad,;Z) | | (x) (€d,x) 
“  \(da#) (djad,£)\|  |\(d,Zx) (d,¥d,x) 


und erhalten unmittelbar 


Qk 
dw? Se 
(a2) 


* 1€14 Gg * * Cee | (k= 1, 2, 3, 4), 

wahrend fiir k >4 die entsprechend gebildeten Ausdriicke, wenn man 

von GréBen héherer als der 2k" Ordnung absieht, siimtlich verschwinden. 
Die Determinante rechts im Ausdruck von dw? ist in den Fallen 

k = 3,4 durch (xZ), (wZ)* teilbar, und die Abscheidung dieser Faktoren 

fiihrt zu einem zweiten, iibrigens auch in den Fillen kK=1,2 geltenden 

Ausdruck fiir dw?, nimlich 


00 + O01 --- Ok 
* 00 01 
‘ Qk 10 10 11411---1k+1k| 
daz = 
(2s 


| 

| 
pee” ° ° ‘ eee ° vu) 

| 

| 


kO kO k1+k1 --- kkK+kk| 
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Hier sind zwei mit Nullen auszufiillende Stellen der Determinante mit 
Sternen ++ besetzt; ferner bezeichnen die Ziffern die verschiedenartigen 
Inkremente, so daB 


00 =(xz), O0i=(@d,x), ij = (d,xd,2). 


Wir wollen nun das k-fache Integral 


do, 


in einigen besonders wichtigen Fiillen bilden. Dabei werden wir alle 
Elementarvolumina da, als positive GréBen betrachten. 

Zunichst findet man den Umfang oder die Gesamtldnge S irgend einer 
Kette, die in der Form oy + tz (6:t reell) dargestellt ist*), 





S=fds =[de,, a SiR oP CS) — oF) : 
{(y¥) (#2) — (y2) G4) | — 7 {(y2) — Ga)}* 


Wir werden von diesem Ausdruck, der im Fall der Normalkette { (y7)=(92) | 
S = 2m liefert, spaiter eine Anwendung zu machen haben. 

Sodann kennen wir bereits /da,, erstreckt iiber alle (zweidimensionalen) 
Volumelemente einer Kettenkongruenz, in zwei Fallen, nimlich dann, 
wenn diese entweder synektisch (eine Gerade) oder normal ist: Man hat 
entsprechend 


fda, = 4x, [de = 82.**) 


Wir betrachten jetzt eine dreidimensionale sphdrische Mannigfaltig- 
keit (§ 4), also den Ort aller Punkte, die von irgend einem Punkt 2 den 
konstanten Abstand r (0<r<2) haben. Man erkennt ohne weiteres, 


*) Ist die Kette als Ort der Geraden, die sie treffen (Kettenkomplex), durch 
eine gleich Null gesetzte Hermitesche Form dargestellt, symbolisch (wa) (wa) =0 
{ wo J = ; (ce cx’ oe’”) (& & &”) = O und (a &)(@a’) — (w&)* > 0 sein muB , 80 ergibt sich 
S*_ (ae) (@a’) — (a&)* ; 
4x2 





(«a’)(Ga") — 5 («a 
**) Bei einer beliebigen Kettenkongruenz wird 


1 
tae _a(i— Be) _ 
J On) Va—2) a — Pe) 
0 





wo k* eine spiter zu erkliirende Invariante der Kongruenz bedeutet, die zwischen den 
Grenzen 1 und 0 liegt. Diese Grenzfiille, dieselben, in denen das auszuwertende 
Integral nicht elliptisch ist, entsprechen den im Texte bezeichneten Kongruenzen. 


22° 
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daB diese Figur ein spezieller Hermitescher Komplex von nicht ver- 
schwindender Diskriminante ist, und also das vierdimensionale Punkt- 


kontinuum in ein inneres und ein iiuferes Gebiet zerlegt. Wir verlangen, 
Jdo, und fd, zu berechnen, das erste Integral erstreckt iiber alle drei- 
dimensionalen Volumenelemente auf dem Komplex selbst, das zweite tiber 
alle vierdimensionalen in seinem Inneren. Das gelingt ohne Schwierig- 
keit*), und es findet sich: 


¥ eee r 
[dog = 162°. sin® — 


‘cos >; ) 


> 
{do, = 82°. sin*t > - 
e = 
Im Grenzfall r = x, wo sich die sphirische Mannigfaltigkeit auf eine 
synektische Kongruenz zusammenzieht, niimlich auf eine Gerade, die 
absolute Polare ihres Mittelpunktes, liefert die letzte Formel das Volumen 
des ganzen komplexen Gebietes: 


{do, = 87’. 


Beiliufig bemerkt hat man im Gebiete n‘* (statt dritter) Stufe fiir 
das (2 — 2)-dimensionale Volumen des Inneren einer sphirischen Mannig- 
faltigkeit den Ausdruck 


: 1 { , r ‘pie 
d@,,._9™=; 4a sin? 
J ta-2 (wm —1)! | 2) ? 
woraus wieder fiir ra das Gesamtvolumen des (2”— 2)-dimensionalen 
elliptischen Hermiteschen Raumes hervorgeht**), wiihrend eine Differen- 
tiation nach r das zur sphirischen Mannigfaltigkeit gehérige Integral 
Sda@,,_3 ergibt. 


6. 
Der Winkel zweier Gerader im elliptischen Hermiteschen Raume. 


Im vorigen Paragraphen haben wir den Begriff des Winkels zweier 
Fortschreitungsrichtungen dz, dx” entwickelt, also, was offenbar auf 
dasselbe hinauskammt, den Begriff des ,,Winkels“ zweier geodiitischer 
Biinder mit (mindestens) einem gemeinsamen Punkt. Andrerseits hatten 
wir gesehen, daf (im terniiren Gebiete) auch zu irgend zwei Geraden 


*) Mit Hilfe der in § 14 dargelegten Abbildungsmethode. 
**) Das in iihnlicher Weise zu berechnende Volumen des hyperbolischen Hermite- 
schen Raumes ist natiirlich unendlich. 
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(also zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten) ein Begriff des ,, Winkels“ 
gehért, der durch die Gleichungen 


cor (a, 2) VOOR gin A Gy, ) — VOICI 

2\” Vu) V(wo)’ 2 V(wt) V(ve) 
erklirt und zum Begriff der Entfernung zweier Punkte vollkommen korrelativ 
ist. Eine fiir den Ausbau unserer Geometrie wichtige Frage ist nun sicher 
die nach dem Zusammenhang dieser beiden Begriffsbildungen. 

Sehen wir zunichst von der Hermiteschen MaSbestimmung ganz ab, 
und bemerken wir, daB die co*® Fortschreitungsrichtungen um einen 
Punkt # herum, wenn man je zwei gegeniiberliegende (dz, —dx) zu- 
sammenfaft, eindeutig-umkehrbar den co* Punkten eines reellen projektiven 
Punktkontinuums R, zugeordnet werden kénnen. Je oo’ Richtungen (oder 
eigentlich Doppelrichtungen), die in derselben Geraden des komplexen 
Gebietes verlaufen, werden dabei co’ Punkte zugeordnet, die ebenfalls in 
gerader Linie liegen. Alle diese co? reellen Geraden (oder vielmehr 
reellen Ketten) des Bildraumes FR, bilden eine Kongruenz 1. 0. 1. K1., ohne 
reelle Brennlinien. Jede solche Kongruenz gestattet aber eine siebengliedrige 
Gruppe reeller kollinearer Transformationen, die zwei nicht nur reell-, 
sondern auch analytisch-getrennte Scharen (g,, h,) umfaBt. Durch diese 
Gruppe nun; deren Struktur hier nicht weiter erértert werden soll, werden 
die genannten oo® Fortschreitungsrichtungen vertauscht, wenn man den 
Punkt 2 festhilt und das komplexe Gebiet den dann noch méglichen co™ 
Kollineationen und Antikollineationen unterwirft.*) 

Wie die sogenannte allgemeine projektive Gruppe, so ist auch noch 
unsere Gruppe Hermitescher Bewegungen (und Umlegungen) transitiv (§ 1). 
Ein beliebiger Punkt x bleibt bei einer Untergruppe (9,,,) von (G,, H,) 
in Ruhe. Diese Untergruppe la8t nun aber im Bildraume nicht nur die 
genannte Kongruenz 1. 0. 1. Kl., sondern iiberdies ein reelles Polarsystem 
in Ruhe, zu dem eine elliptische oder, nach doppelter Uberdeckung des 
Bildraumes, sphirische MaBbestimmung vom Kriimmungsmaf Eins gehért. 

*) Bei der tiblichen Darstellung, die die oo' Fortschreitungsrichtungen in der- 
selben Geraden nicht unterscheidet, wiirde nur eine sechsgliedrige zu g, meromorphe 
Gruppe zum Vorschein kommen. Die im Texte besprochenen Tatsachen sind aber 
auch sonst nicht ohne Bedeutung. Es griindet sich darauf z. B. eine Einteilung aller 
Punktkomplexe in drei groBe Familien, die wir bei anderer Gelegenheit auseinander- 
zusetzen gedenken. 

Alle realen (im vierdimensionalen Gebiet reellen) analytischen Transformationen, 
die im Infinitesimalen projektiv oder antiprojektiv sind, bilden die vom Verfasser so 
genannte unendliche Gruppe der synektischen und antisynektisehen Transformationen. 
Die synektischen Transformationen sind identisch mit den analytischen Transforma- 
tionen von zwei komplexen Verinderlichen. 
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Dieses alles laBt sich ohne Miihe beweisen, und man kommt dann 
sofort zu dem folgenden Satz: 

Der nur bis aufs Vorzeichen und mod. x (mod. 2x) béstimmte Winkel 
zweier Fortschreitungsrichtungen durch den Punkt x des terniren komplexen 
Gebietes ist identisch mit der in gleicher Weise unbestimmten Entfernung 
threr Bildpunkte im elliptischen (sphérischen) Raume R,. 

Und nun ergibt sich sogleich auch die Antwort auf die vorhin auf- 
geworfene Frage. Die erwihnte Kongruenz 1.0. 1. Kl. ist nimlich eine 
vom Verfasser so genannte parataktische Kongruenz, d. h., je zwei ihrer 
Geraden sind parataktische Gerade (Cliffordsche Parallele nach anderen 
Autoren), sie lassen oo’ gemeinsame Normalen zu, und bestimmen auf 
diesen Stiicke von gleicher Liinge. Vergleichen wir, von der elliptischen 
MaBbestimmung im Bildraume ausgehend, diese Linge # mit dem Winkel 0 
der beiden Geraden im komplexen Gebiet, iiber dessen Vorzeichen wir 
passend verfiigen, so ergibt sich, als Antwort auf die gestellte Frage, 
die Formel 

0=28 mod.z. 


Den Hauptinhalt des Gesagten kénnen wir etwa so ausdriicken: 

Wenn zwei Gerade u, v des terniren Gebietes konjugiert sind, also den 
Winkel © =x mod. 22x einschlieBen, so sind alle Fortschreitungsrichtungen 
dx von ihrem Schnittpunkt aus, die in der einen (u) verlaufen, senkrecht zu 


denen dx in der anderen (v) ( == mod. z) , 


In allen anderen Fiillen gibt es zu jeder Richtung dx eine bestimmte 
da, fiir die der Winkel # = (dx, dx) einen absolut kleinsten Betrag erreicht. 
Dieser Betrag ist unabhiingig von der Lage von dx auf der ersten Geraden u. 

Der absolut kleinste Betrag des Winkels © = (u,v) beider Geraden ist 
das Doppelte des so bestimmten Winkels @. 

Wie in der gewéhnlichen Nicht-Euklidischen Geometrie, so kann 
man also hier, und ebenso natiirlich auch im hyperbolischen Falle, den 
Begriff des Winkels zweier Geraden auf den korrelativen Begriff zuriick- 
fiihren. Zu beachten aber ist, daB® fiir die Geraden ein dem iiblichen 
entsprechender OrientierungsprozeB hier nicht eingefiihrt werden kann, 
da der Zusammenhang des Kontinuums aller co* Geraden durch denselben 
Punkt schon von vornherein der Zusammenhang einer Kugelfliche ist. 
Dagegen ist die Orientierung der co’ einzelnen Fortschreitungsrichtungen, 
d. h. die Unterscheidung von je zwei entgegengesetzten, natiirlich auch 
hier sachgemaB. 

Ahnliches gilt, wenn » > 3. 
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7. 


Die geodiitischen Mannigfaltigkeiten und das Riemannsche 
KriimmungsmaB, 


Wir betrachten jetzt ein ebenes Biischel von Fortschreitungsrichtungen, 
d. h. eine solche Mannigfaltigkeit, die im Bildraume R, des § 6 als reelle 
Gerade (Kette) erscheint. Setzen wir alle diese co! Richtungen geodiitisch 
fort, so entsteht eine geodéitische Kongruenz, deren Kriimmungsmai K, im 
Punkte x, dem Scheitel des Biischels, wir nunmehr bestimmen wollen. 

Man sieht unmittelbar, daB die erkliirte Kongruenz immer eine Ketten- 
kongruenz ist. Ist sie nicht synektisch, so kann sie demnach durch eine 
Kollineation mit der Kongruenz der reellen Punkte zur Deckung gebracht 
werden, und man kann es iiberdies so einrichten, daB nachher die zur 
MaBbestimmung gehérige tiberall-positive Hermitesche Form in der Gestalt 


££, + fo& + &s& + h-i- (Boks — Ess) {k?<1} 


erscheint. Ist dann /=0Q, so hat man eine normale Kettenkongruenz 
vor sich; anderenfalls gibt es in der Kongruenz ein einziges Biischel von 
Ketten — das Biischel des Punktes (1, 0,0) — die geodiitische Binder 
sind: die Kongruenz kann dann nur auf eine Weise als geoditische 
Kongruenz aufgefaBt werden. Man erkennt nun leicht, daB die Kongruenz 
um den ausgezeichneten Punkt (ihr ,Zentrum“ nach F. Schur) gedreht 
werden kann. Dieser hat also den Charakter eines Nabelpunktes, und er 
soll deshalb auch Nabelpunkt der Kongruenz genannt werden. Durch 
Einfiihrung GauBSscher geodiatischer Koordinaten ergibt sich sodann die 
fiir gewisse Rotationsflichen z. B. des gewéhnlichen (Euklidischen) Raumes 
charakteristische Form des Bogenelementes*) 


ds? = du? + 4 sin? “ 


. u 
3 {1 — sin? | dv’, 


und fiir die Kriimmung im Nabelpunkt der Wert 
K, = = (1438). 


Unsere Kongruenz enthilt ferner, wenn k +0, eine ausgezeichnete 
nicht-geodatische Kette, die niimlich, in der sie von der absoluten Polare 


*) Ubrigens kann man die Kongruenz nicht etwa auf eine geschlossene Rotations- 
fliche abbilden. Die (nur ideal-geschlossene) Bildfliche hat vielmehr eine glocken- 


férmige Gestalt, mit einer Randkurve vom Radius 2/V1i—k*, deren diametral 
gegeniiberliegende Punkte als aquivalent gelten miissen. 
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{§, =} ihres Nabelpunktes durchdrungen wird. Fiir den Umfang oder 
die Lange S dieser Kette findet sich der Wert 


S=2xV1—F. 
Diese Kette und ihre Linge kann man nun auch bestimmen, wenn 
irgend ein Biischel von Fortschreitungsrichtungen, etwa durch zwei 
unter ihnen, dx und dz, gegeben ist. (Vgl. S. 338.) So kommt man 


schlieBlich zu der folgenden Gleichung, die in allen Fillen die Lésung 
der gestellten Aufgabe enthilt: 


am ATSB 
0" 4A+B? 
wo 
A = (“&)-(adxdx) (€dz% dz), 
B |(@%) (a#02%) (x) (#0zx) | . 
na | (dxz) (dx dz) | | (dx) (dz dx) | 
niemals negative GréBen sind. 
Nebenbei aber haben sich die folgenden geometrischen Sitze ergeben: 
Jede geodiitische Kongruenz ist eine Kettenkongruenz und wmgekehrt. 
Inter ihnen haben konstantes KriimmungsmapB {1 und ; , 
den Fallen A=0 und B=0} nur die synektischen und die normalen 
Kettenkongruenzen. Jede von diesen ist auf co? Arten geodiitische Kon- 
gruenz, jeder threr Punkte ist Nabelpunkt. 

Jede andere Kettenkongruenz ist nur auf eine Art geodiitisch, sie hat 
also einen bestimmten Nabelpunkt. Bringt man dessen absolute Polare mit 
der Kongruenz zwm Schnitt, so entsteht eine Kette, deren Liinge S das 
Kriimmungsmap K, der Kongruenz im Nabelpunkte bestimmt: 


entsprechend 


8 S§? 
Ky=1— | ig’ 
Dieses KriimmungsmaB variiert also zwischen den Werten 1 und 
J 


die die geodiitischen Kongruenzen konstanter Kriimmung charakterisieren. 
Man erginzt leicht: 


Zwei geoditische Kongruenzen mit derselben Kriimmung K, im Nabel- 


; 1 ‘ 
punkt sind, wenn K, +1, yz 2 eimander entweder kongruent oder sym- 


metrisch, und zwar auf co' Arten. In den Grenzfillen K,=1 und K,= 3 
sind sie beides zugleich, und zwar auf cot und oo® Arten. 

Ferner sieht man, daB die geoditischen Kongruenzen mit gemein- 
samem Nabelpunkt involutorisch gepaart sind: Jede Fortschreitungs- 
richtung in der einen, vom Nabelpunkt aus, steht senkrecht auf jeder 
Fortschreitungsrichtung in der anderen. In anderer Weise sind die geo- 


t 
* 
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ditischen Kongruenzen iiberhaupt involutorisch gepaart, so namlich, daf 
die absolute Polare zur Reziproken der einen die andere ist. Hierbei 
sind natiirlich die von der Kriimmung Eins, also die Geraden, auszunehmen, 
die singulire Stellen dieser Transformation bilden. Die normalen Ketten- 
kongruenzen sind mit sich selbst gepaart. Bei beiden Arten der Paarung 
haben gepaarte Kongruenzen (mindestens) einen Nabelpunkt gemein, und 
in diesem haben sie dasselbe Kriimmungsma®. 

Ein bemerkenswertes Ergebnis findet sich auch, wenn man ein 
Biindel von co* Fortschreitungsrichtungen (dessen Bild im Raume R, 
irgend eine Ebene ist) geodiitisch fortsetzt. Dann entsteht ein geodiitischer 
Komplex. Von diesen Komplexen gilt der Satz: 

Jeder geodiitische Komplex ist ein spezieller Kettenkomplex. Irgend 
einer von thnen ist Ort aller Punkte, die auf einer (beliebigen) Normalkette 
von Geraden liegen, und jeder dieser co® besonderen Kettenkomplexe ist 
auf co’ Arten geodiitischer Komplezx. 

Bringt man niimlich den Komplex zum Schnitt mit der absoluten Polare 
seines singuldren Punktes (des Schnittpunktes der co! erzeugenden Geraden), 
so erhdlt man eine Normalkette, die umgekehrt den Komplex bestimmt. Fiir 


jeden Punkt dieser geodiitischen Kette ist der Komplex geodiitischer Komplez. 


Es versteht sich, daB jeder dieser co Komplexe auf oo* Arten kon- 
gruent und symmetrisch zu ihm selbst und zu jedem anderen ist. 

Da wir die Kettenkomplexe bisher nur beiliiufig betrachtet haben, 
so sei noch kurz erwihnt, daf® ein solecher Komplex, deren es oo’ gibt, 
eine Gruppe (gy, ty) von Kollineationen und Antikollineationen zulaBt, die 
bei passender (nur im allgemeinen eindeutiger) Abbildung des Komplexes 
auf das reelle Punktkontinuum R, als reelle projektive Gruppe erscheint. 
Die eine Schar von co* Ketten im Komplex wird dani durch gerade 
Linien wiedergegeben, die andere kann gleichzeitig den Kreisen in parallelen 
Ebenen zugeordnet werden (mit EinschluB von deren irreduzibelen Grenz- 
lagen in der unendlich fernen Ebene). Den oo! synektischen Kongruenzen 
(Geraden) im Komplexe entsprechen eben diese Ebenen (mit Einschlu8 
der unendlich fernen), wihrend die iibrigen Ebenen des Raumes oo® nicht- 
synektischen Kettenkongruenzen zugeordnet sind, die alle den singuliren 
Punkt des Komplexes enthalten. In unserem Falle werden die geodiitischen 
Ketten im Komplex als Sekanten einer im Endlichen, etwa senkrecht zu 
jenen Ebenen gelegenen Geraden abgebildet. Sie sind also auf co’ geo- 


_ ‘ 1 , 
ditische Kongruenzen von der Kriimmung = verteilt. 








346 E. Stupy. 


8. 
Kettentripel und Figuren abhiingiger Punkte. 


Fiir ein spiter zu besprechendes Problem aus der allgemeinen Theorie 
der projektiven Gruppen sind gewisse geometrische Orter von Bedeutung, 
deren einige wenigstens wir kurz besprechen wollen. Ein Teil des Vor- 
zutragenden aber ist invariant gegeniiber der Gruppe der Kollineationen 
und Antikollineationen iiberhaupt; solche Eigenschaften sollen daher zuerst 
betrachtet werden. 

Die Diskriminante einer terniren Hermiteschen, wie wir annehmen 
wollen, in Linienkoordinaten bilinearen Form ist vom dritten Grade in 
deren Koeffizienten. Man hat daher eine Gleichung dritten Grades zu 
erértern, wenn man die in einem Biischel of + t¥ Hermitescher Formen 
enthaltenen von verschwindender Diskriminante untersuchen will. Ohne 
hierauf einzugehen, wollen wir sogleich annehmen, dab die Formen ® 
und ¥ selbst Wurzeln jener Gleichung entsprechen und iiberdies, gleich 
Null gesetzt, (reale) Kettenkomplexe liefern*); ferner, daB sie eine sogleich 
genau zu bezeichnende spezielle gegenseitige Lage nicht haben. Dann 
gehért zur dritten Wurzel, wie sich findet, wiederum ein (realer) Ketten- 
komplex. Anders ausgedriickt, zwei Punktketten in allgemeiner Lage 
(und ebenso natiirlich auch zwei Linienketten) bestimmen eindeutig eine 
dritte. Die priizise Fassung dieser Aussage fiihrt zu folgendem Satz: 

Es mégen zwei iibrigens beliebige Ketten in verschiedenen Geraden 
derart liegen, daB keine den Schnittpunkt dieser Geraden enthilt.**) Dann 
bestimmen diese Ketten eindeutig eine weitere Kette in einer dritten Geraden, 
und alle drei Ketten zusammen bilden ein Kettentripel, in dem jede Kette 
von den beiden iibrigen auf dieselbe Art abhdngt. 

Jede Gerade, die von zweien der drei Ketten je einen Punkt enthiilt, 
trifft auch die dritie Kette, und alle diese co* Geraden bilden die Basis 
eines Biischels Hermitescher Linienkomplexe. Umgekehrt wird jedes derartige 
Biischel, das drei und nur drei getrennte Kettenkomplexe enthdlt, auf diese 
Weise gefunden. 

Die dritte Gerade (und damit auch die dritte Ketie) wird konstruiert 
als Verbindungslinie der Spiegelbilier des Schnittpunktes der beiden ersten 
Geraden in bezug auf die zugehdrigen Ketten. 

Die Konstantenzahl dieser Figur ist 14, dieselbe, wie die eines 
Biischels Hermitescher Komplexe iiberhaupt. Bedeuten 6,;: 1; Parameter 


*) Die Bedingung hierfiir haben wir in der Anmerkung auf Seite 339 an- 
gegeben. 
**) Es ist hier iiberall nur von der ebenen Geometrie die Rede, 
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fiir die biniiren Gebiete der drei Geraden, so kann man es so einrichten, 
daB die Bedingung fiir geradlinige Lage dreier ihrer Punkte die Form 
annimmt 

6, 6,6, — O,T,T; — GgT3T, — O57, T, = O, 
und daB gleichzeitig den drei Ketten die reellen Parameterwerte ent- 
sprechen. 

Erwahnung verdient vielleicht noch der Umstand, daB unter den 
nicht beschriebenen Grenzlagen der Figur ,,Kettentripel“ die Figur von 
irgend drei Ketten auftritt, die in derselben Kettenkongruenz liegen und 
denselben Punkt enthalten. —- Ein zweiter Satz verwandten Inhalts ist 
der folgende: 

Es mégen fiinf tibrigens beliebige Punkte so liegen, daB keine drei von 
ihnen durch eine Gerade und alle fiinf nicht durch eine Kettenkongruenz 
verbunden werden kdnnen.*) 

Dann gehen durch die fiinf Punkte vier linear-unabhingige Hermitesche 
Komplexe, und alle diese enthalten noch einen sechsten Punkt, der folgender- 
mapen gefunden wird: 

Man, bestimme die Kettenkongruenz durch irgend vier der fiinf Punkte, 
und deren Reziproke. Die eindeutig bestimmie Gerade u; dieser letzten 
Kongruenz, die den fiinften Punkt enthélt, geht dann immer auch noch 
durch den sechsten, der mithin als Schnittpunkt von fiinf Geraden u,, +++, us 
bestimme ist. 

Befindet sich unter den genannten co® Komplexen kein Kettenkomplex, 
der seinen singuldren Punkt in einem der fiinf gegebenen hat, so ist der 
sechste Punkt von diesen allen verschieden, und beliebige fiinf der sechs 
Punkte bestimmen den letzten auf dieselbe Weise. 

Die Figur der sechs Punkte hat also dann die Eigenschaft, dap die Ver- 
bindungslinie von je zweien unter ihnen bestimmt ist und die (nach Voraus- 
setzung ebenfalls bestimmte) Kettenkongruenz durch die vier iibrigen Punkte 
in einer Kette durchdringt. 

Tritt eine der beiden ausgeschlossenen besonderen Lagen ein, so wird 
der sechste Punkt ersichtlich unbestimmt. Enthilt die Gerade u,; einen 
einzelnen der Punkte 1,2,3,4, etwa den Punkt 1, so ist dieser Punkt 
singulirer Punkt eines Kettenkomplexes durch die iibrigen vier Punkte 
2, 3, 4, 5 und der sechste Punkt fallt mit ihm zusammen. 

Im Falle von sechs durchaus verschiedenen Punkten kann man 
diesen, nachdem man sie in eine geeignete Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6 
gebracht hat, immer semipositive Hermitesche Formen (wi) (wi) derart 
zuordnen, daB die Identitat 


*) Darin liegt schon, daB hichstens vier von den fiinf Punkten reell sein diirfen. 
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(w1) (w1) + (w3) (w3) + (wd) (wd) = 
= (w2) (w2) + (w4) (w4) + (w6) (w6) 


stattfindet, und daB tiberdies die zehnmal zwei Determinanten (135) und 
(246), (235) und (146), (125) und (346), usw., konjugiert-imaginiire 
Werte annehmen. Die Koeffizienten in den linearen Relationen 

(135) (w2) = (235) (w1) + (125) (w3) + (132) (wd), 

(135) (w4) = (435) (w1) + (145) (w3) + (134) (wd), 

(135) (w6) = (635) (w1) + (165) (w3) + (136) (ud) 
geniigen dann den Gleichungen, die die automorphen linearen Trans- 
formationen einer auf ein Poldreieck bezogenen wesentlich-positiven 
Hermiteschen Form charakterisieren. (s. § 1.) 

In diesen analytischen Tatsachen liegen die folgenden geometrischen 
Siitze: 

Die beschriebene Figur von sechs verschiedenen Punkten hat die (fiir 
sie charakteristische) Eigenschaft, dap aus je zweien unter thnen die iibrigen 
vier durch zwei verschiedene antiprojektive (konjugiert-komplexe und zwar 
nicht-reelle) Wiirfe projiziert werden. 

Es seien also fiinf Punkte derart gegeben, dap keine vier unter thnen 
aus dem letzten durch einen reellen Wurf projiziert werden. Dann gehirt 
zu jedem der fiinf Punkte eine irreduzibele Kurve 2. Ordnung, Ort aller 
Punkte, aus denen die vier iibrigen Punkte der Figur durch den konjugiert- 
imagindren Wurf projiziert werden. Diese fiinf Kegelschnitte haben einen 
gemeinsamen Schnittpunkt, der von den fiinf gegebenen Punkten verschieden 
ist. Die ganze so konstruierte Figur von sechs Punkten ist symmetrisch, 
d. h., je fiinf unter thnen bestimmen den sechsten auf dieselbe Art.*) 

Dieselbe Figur von sechs verschiedenen Punkten kann auf zehn Arten 
aufgefapt werden als Inbegriff zweier Poldreiecke eines Hermiteschen Polar- 
systems (von nicht verschwindender Diskriminante). 

Umgekehrt bilden die Ecken zweier Poldreiecke eines solchen Polar- 
systems die besprochene Figur, wenn sie weder auf derselben normalen 

*) Merkwiirdigerweise scheint dieser einfache Satz der Aufmerksamkeit der 
Geometer bisher entgangen zu sein. Nahe genug daran ist man schon gewesen: 
Siehe A. Voss, Math. Ann. Bd. 15 (1879), S. 355 (berteffend eine Behauptung von 
Clebsch). — Der ganze im gegenwirtigen Paragraphen behandelte Stoff hat einen 
leicht hindurchzusehenden Zusammenhang mit Untersuchungen des Herrn Rosanes 
iiber abhingige Punktepaare (Journal f. Math. Bd. 88, 1880, S. 241 u. ff). Ver- 
gleiche auch verwandte Untersuchungen des Herrn R. Sturm (Math. Ann. Bd. 1 
und Bd. 22). Leider liegen die meisten Resultate in dieser Theorie bis jetzt nicht in 
einwandsfreier Fassung vor. Bei geniigender Ausgestaltung wiirde jedoch die Theorie 
des Herrn Rosanes die im Texte entwickelte als besonderen Fall einschlieBen. 
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Kettenkongruenz*) liegen, noch eine Seite des einen eine Ecke des anderen 
enthiilt. 


Zu einem der zehn Polarsysteme gehéren immer definite Hermitesche 
Formen, die zu den iibrigen gehérigen sind indefinit. 

Die Figur weist mehrfache Analogien zur Figur des Pascalschen 
Sechsecks auf**), die iibrigens zwei Parameter mehr enthiilt. 


Die erérterte Figur ist eine besonders bemerkenswerte unter einer 
umfassenderen Kategorie von Figuren der ebenen projektiven Geometrie, 
die wir nunmehr betrachten wollen. 

Wir sagen, + von einander verschiedene Punkte seien (in bezug auf 
Hermitesche Punktkomplexe) abhdngig im Grade s, oder sie haben ,,die 
Abhingigkeit s“, wenn die Zahl aller hindurchgehenden linear-unabhingigen 
Hermiteschen Komplexe sich um s LEinheiten gréfer erweist, als die 
mechanische Abziihlung anzeigt, also den (natiirlich niemals negativen) 
Wert hat: 

9—r-+s. 


Die Beschreibung aller dieser Figuren liuft im wesentlichen hinaus 
auf die Aufziihlung der verschiedenartigen Durchschnittsgebilde von terniren 
Hermiteschen Komplexen, oder der Figuren, die die Basis einer linearen 
Mannigfaltigkeit von solchen Komplexen bilden. Sie laéBt sich in gewissem 
Sinne erschdpfend bewerkstelligen. Es werden nimlich im genannten Falle 
s linear-unabhiingige Gleichungen der Form 


Cy (Wa) (wa,) +--+ + 6,(Ux,) (UH,) = O 


*) Eine (nicht-synektische) Kettenkongruenz von Punkten heift nach unserer 
friiheren Erklirung (S. 335) normal in bezug auf ein Hermitesches Polarsystem, wenn 
sie von diesem ein Poldreieck und folglich deren oo* enthilt. 

Kine andere Erklirung ist folgende. Jede der oo* nicht-synektischen Ketten- 
kongruenzen von Punkten ist Ort der Doppelpunkte einer durch sie vollkommen 
bestimmten involutorischen Antikollineation. Ist nun diese, d. h. eine ganz beliebige 
involutorische Antikollineation (Antinvolution) vertauschbar mit der ebenfalls involu- 
torischen Antikorrelation eines Hermiteschen Polarsystems (einer Antipolaritiit nach 
Segres Ausdruck), so ist die zugehérige Kongruenz in bezug auf dieses Polarsystem 
normal, und umgekehrt. Das gleiche gilt natiirlich dann auch von der reziproken 
von geraden Linien gebildeten Kettenkongruenz, die Ort aller Doppelgeraden der- 
selben Antikollineation ist. 

**) Vgl. Leipz. Ber. 1895, S. 531 u. ff. Man sieht leicht, wie beide Reihen von 
Betrachtungen, unter Bewahrung ihrer Analogie, auf eine unbestimmte Dimensionen- 
zahl ausgedehnt werden kénnen. Im gewéhnlichen Raume z. B. stellt sich neben die 
bekannte von 2-21 Konstanten abhiingige (Hessesche) Figur von acht Punkten eine 
analoge (imaginiire) mit 39 Konstanten. Verbindet man in dieser zweimal zwei der 
acht Punkte mit den vier iibrigen durch Ebenen, so entstehen in beiden Ebenen- 
biischeln stets zwei konjugiert-imaginire Wiirfe. 
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bestehen miissen, mit reellen Koeffizienten ¢,,. LaBt man nun alle Glei- 
chungssysteme der Art weg, die additiv aus solechen zusammengesetzt 
werden kénnen, die eine geringere Zahl von Punkten enthalten, so bleiben 
nur wenige iibrig, die im folgenden aufgeziihlt und kurz charakterisiert 
werden sollen. Die Abhingigkeit s ist in allen diesen Fillen gleich Eins. 
Das Symbol co” bezeichnet jedesmal die Konstantenzahl (m) der Figur. 

[O]---[4]. Irgend 10—k abhingige Punkte (i = 0, 1, 2, 3, 4), deren 
je 9—k unabhingig sind. o%®-%), 

Die 10—k Punkte liegen auf / linear-unabhiingigen Hermiteschen 
Komplexen, und je 9 — k unter ihnen sind in ihrer Verinderlichkeit nur 
durch Ungleichungen beschrinkt. 

Die dem Falle k 4 entsprechende Figur ist die Figur der zuvor ge- 
nauer betrachteten sechs Punkte. 

[3b.] Irgend sieben Punkte einer (nicht-synektischen) Kettenkongruenz, 
von denen je sechs unabhiingig sind. (Vgl. Nr.[4b.].) oo”. 

Jeder Hermitesche Komplex durch sechs der sieben Punkte ist ein 
Kettenkomplex, und enthilt die Kongruenz. Alle diese Komplexe bilden 
ein Biindel, wie auch im Falle [3], wo an Stelle der Kongruenz jedoch 
ein irreduzibeles oder zerfallendes Band die Basis des zugehérigen 
Biindels ist. 

[4b.] Irgend sechs Punkte eines Kettenkegelschnittes, von denen je 
fiinf unabhingig sind. (Vgl. Nr. [5.|.) ,,Kettenkegelschnitt* nennen wir jedes 
irreduzibele oder zerfallende Band in einer Kettenkongruenz, das bei Uber- 
fiihrung dieser Kongruenz in die Kongruenz der reellen Punkte iiber- 
geht in den reellen Zug einer reellen Kurve 2, Ordnung. oo”. 

Wie im Falle [4] isolierter Punkte gibt es vier linear-unabhiingige 
Hermitesche Komplexe durch fiinf der sechs Punkte, diese alle aber ent- 
halten den Kettenkegelschnitt. 

[5.] Irgend fiinf Punkte einer Geraden, von denen je vier unabhiingig 
sind. (Vgl. Nr. [6.].) co™. 

Vier der fiinf Punkte, und mit ihnen die Gerade, liegen auf fiinf 
linear-unabhiingigen Hermiteschen Komplexen, die simtlich Kettenkom- 
plexe sind. 

[6.] Irgend vier Punkte einer Kette. oo. Durch je drei der vier 
Punkte und folglich durch die Kette gehen sechs linear-unabhingige 
Hermitesche Komplexe. 


(Man vergleiche hiermit die analogen Entwicklungen in des Verfassers Geometrie 
der Dynamen, §. 326 u. ff., insbesondere 8. 351.) 
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9. 


Das Auftreten von abhiingigen Punktfiguren und Kettentripeln in 
der Hermiteschen MaBgeometrie. 


Die Bedeutung, die den im vorigen Paragraphen beschriebenen Figuren 
in unserer MaBgeometrie zukommt, wird in dem hier allein behandelten 
elliptischen Fall aus dem folgenden nahe liegenden Satz ersichtlich: 

Sind x, y,,-++, yy wgend welche Punkte der Ebene, und besteht eine 
Gleichung der Form 

C + ¢, + cos (x, ¥,) +--+ + ¢,- cos (x, y,) = 0 
fiir « unabhiingige Punkte x = x%;, %,--++, %,, die durch einen weiteren x, 
zu einer Figur abhingiger Punkte ergénzt werden kinnen, so besteht dieselbe 
Gleichung auch noch fiir diesen Punkt xy. 

Eine Reihe nicht unwichtiger geometrisch erklirter Orter sind durch 
eine oder mehrere Gleichungen der genannten Form darstellbar. Nament- 
lich kann die Gleichung jedes beliebigen Hermiteschen Komplexes mit 
Hilfe héchstens dreier Punkte y; in diese Form gesetzt werden. Hierhin 
gehort u. a. der Ort aller Punkte, die von zwei, drei, --- verschiedenen 
Punkten gleichweit entfernt sind. Der erste dieser Orter ist ein leicht zu 
deutender geodiitischer Kettenkomplex (S. 345), der zweite eine der zu 
Biischeln Hermitescher Komplexe gehérigen Basiskongruenzen, die, im Falle 
die drei gegebenen Punkte in gerader Linie liegen, in zwei Gerade zerfiillt. 
Insbesondere gehért zu den erwahnten Ortern natiirlich jede sphéirische 
Mamnigfaltigkeit (S. 336). Es folgt also u. a., daB jede von diesen, die 
fiinf gegebene Punkte enthilt, noch mindestens einen weiteren ent- 
halten wird. 

Wir wollen nun noch einige besondere Fille der zu Eingang des 
§ 8 besprochenen Figur betrachten. 

Zuniichst bemerken wir, daB irgend eine Kette von Punkten geodiitisch 
oder also eine Normalkette ist, wenn der Kettenkomplex der sie treffenden 
Geraden konjugiert ist zu dem (in unserem Falle idealen) absoluten 
Komplex, d. h., bei der hier zugrunde gelegten kanonischen Form, wenn 
die Koeffizienten «,, in der Gleichung des Kettenkomplexes der linearen 
Bedingung «,, + @. + 3 = geniigen. Hieraus folgt unmittelbar, daB 
zugleich mit zwei Ketten eines Tripels immer auch die dritte geodiitisch 
sein muB. 

Haben also zwei geodiitische Binder im vierdimensionalen elliptischen 
Hermiteschen Raum allgemeine Lage, d. h. liegen sie auf verschiedenen 
Geraden so, dap keines deren Schnittpunkt enthiilt, so bestimmen sie eindeutig 
ein drittes geodiitisches Band. 
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Ferner beachten wir, daB jede Kette auf zwei Arten als ein spezieller 
geoditischer Kreis (orthogonale Trajektorie eines Biischels geodiitischer 
Bander) aufgefaBt werden kann; wir kommen dann leicht zu dem Satz: 

Bilden die Geraden der Ketten eines. Tripels ein Poldreiseit des abso- 
luten Polarsystems, so sind die drei Ketten solche geodiitische Kreise, die 
ihre Mittelpunktpaare in je zwei Ecken des Dreiseits haben. 

Das auf irgend einer von ‘den co*® gemeinsamen Sekanten der drei 
Ketten durch diese bestimmte Dreieck hat in diesem Falle eine unveriinder- 
liche Gestalt. 

Treten die Voraussetzungen der beiden letzten Siitze zugleich ein, se 
ergibt sich eine besonders merkwiirdige Figur: 

Beschreibt man um je zwei Ecken eines Poldreiecks des absoluten 


Polarsystems auf dessen Seiten geodiitische Kreise vom Radius id , So ent- 
stehen drei Ketten, die ein Tripel bilden, und zugleich geodiitisch sind. 

Die oo*® Sekanten der drei Ketten bilden dann den Ort aller Geraden, 
die mit den Seiten des Poldreiecks (absolut-)gleiche Winkel bilden, oder von 
dessen Ecken gleiche Abstiinde haben. 

Die drei Schnittpunkte einer solchen Sekante mit den drei Ketten aber 
liegen wieder in einer geodiitischen Kette und teilen deren Umfang (2x) in 
drei gleiche Stiicke. 

Diese co* geodiitischen Ketten treffen ferner die drei Ketten des Tripels 
unter rechten Winkeln. 

Eine Erliuterung bedarf hier wohl noch der Begriff des Abstandes 
(u, x) eines Punktes x von einer Geraden w. Wir verstehen darunter 
natiirlich das Supplement zur Entfernung des Punktes x vom absoluten 
Pol von u, so daB 


ee — V(x) WH) 

sin 5 (u, x) Ved Vou 
Liegt « weder auf der Geraden wu selbst, noch in deren absolutem 
Pol z= #, so ist der Abstand (uw, x) — als absolute GréBe betrachtet — 


das Minimum aller Entfernungen zwischen x und einem verianderlichen 
Punkt y von uw, und zugleich stationdrer Wert dieser Entfernung (2, y): 
Fiallt y in den der Voraussetzung nach bestimmten Schnittpunkt von wu 


und £2? so andert sich die Entfernung (x, y) um eine Gréfe héherer 
Ordnung, wenn die Koordinaten von y sich um Gréfen erster Ordnung 
iindern. Die bezeichnete Lage von y kann natiirlich ,,fuBpunkt“ des von 
xaufu gefallten ,Lotes“ genannt werden. (Das Maximum von abs. (x, y) 
ist x, also unabhiingig von der Lage des Punktes x, und nicht stationiirer 
Wert.) 


ee ey 


ge ere 
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10. 


Elliptische Hermitesche Riiume, die in gewéhnlichen elliptischen 
enthalten sind. 


Bis zu diesem Punkte haben wir uns ausschlieBlich der elementaren 
Methoden bedient, die sich zuniichst darzubieten scheinen. Da nun aber 
bei Zerspaitung der homogenen Koordinaten in ihre reellen und imaginiren 
Bestandteile der Ausdruck fiir das Quadrat des Bogenelementes sich als 
eine definite quadratische Differentialform erweist, so dringt sich die 
Frage auf, ob man nicht in irgend einer héheren Mannigfaltigkeit kon- 
stanten Riemannschen KriimmungsmaBes eine Punktmannigfaltigkeit M, 
derart bestimmen kann, daB die gewéhnliche Euklidische oder Nicht- 
Euklidische Geometrie auf ihr mit der Hermiteschen Geometrie im terniren 
komplexen Gebiet zusammenfillt. Dies laBt sich nun wirklich in der 
wohl denkbar vollkommensten Weise erreichen, und zwar auf unendlich 
viele wesentlich-verschiedene Arten. Die einfachste dieser Abbildungs- 
methoden wollen wir nunmehr auseinandersetzen. 

Wir bemerken zuniichst, daB je zwei Hermitesche Formen mit kontra- 
gredienten Veranderlichen 


(wa) (wa) = S'a,, u, Hi, {@,=&,;}, 

(ax) (4%) = Sa; 2,2, {4;,=%,} 
gegeniiher beliebigen Kollineationen und Antikollineationen (wie auch 
Korrelationen und Antikorrelationen) eine bilineare Invariante 


(aa) (ae) = Sai, 44, 
haben, deren Verschwinden das ,,Konjugiertsein“ beider Formen, oder 
eigentlich der zugehérigen Komplexe oder Polarsysteme ausdriickt. Wir 
bringen ferner in Erinnerung die bis jetzt von uns nur im besonderen 
Falle benutzte Paarung dieser Formen oder wieder eigentlich ihrer Polar- 
systeme: Geht man etwa von der Form (az) (@Z) aus, und nimmt man 
an, daB deren Diskriminante 


1 , ” = =’ =!) | 
J == (aa'a") 47H") = |a,,| 
nicht verschwindet, so geht aus der Kovariante 


Gy, Uo Ag Wy 


| 
1 <n | Mg, Ugg Aggy i 
9 (aa'u) (aaa) = —| | {a;,=4,,} 
31 
| 


a, @ @ O 


=> 


Mathematische Annalen. LX. 
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abgesehen vom reellen Faktor J die urspriingliche Form wieder durch 
den gleichen ProzeB hervor, durch den die Kovariante selbst ent- 
standen war. — 


Wir deuten jetzt, mit C. Segre (vgl. Seite 323), irgend welche neun 
linear-unabhiingige und (in ihren Werten, nicht Koeffizienten) reelle lineare 
Verbindungen der GréBen «a,, als homogene Punktkoordinaten in einem 
Gebiete neunter Stufe oder einem ,,Raum“ R, von acht Dimensionen. 
Dadurch geht aus der Gruppe der co Kollineationen und Antikollinea- 
tionen des terniiren Gebietes eine holoedrisch isomorphe Gruppe von 
reellen Kollineationen in R, hervor, und es ist klar, dab invariant gegen- 
iiber Transformationen beider Gruppen mit der bezeichneten Abbildung 
eine andere verbunden ist, die man erhalt, wenn man geeignete Ver- 
bindungen der GréBen a;, als homogene Koordinaten eines linearen R, 
in R, deutet. Die zweite Abbildung wird nimlich aus der ersten durch 
die Forderung abgeleitet, daB der vereinigten Lage eines Punktes X und 
eines R,, U, in R, das Konjugiertsein der zugeordneten Hermiteschen 
Polarsysteme entsprechen soll. Diese Bedingung wird z. B., und zwar in 
der fiir das folgende zweckmibigsten Weise, erfiillt durch die folgenden 
Koordinatenwerte: 


Xu = Oy, V2 X qq = gy + Hy, V2-i- Xs = Mag — Os, 
Dy, = Ay, V2 Ugg = digg + chy, V2-i- Ugg = yy — As, 
usw.; denn daraus folgt sofort: 
(UX) =D 0p Xn = DS, yy, = (Gee) (Ge). 


Vermige dieser Gleichungen also entspricht in R, jedem Hermiteschen 
Polarsystem von nicht-verschwindender Diskriminante sowohl ein Punkt als 
auch ein linearer R,, und beide sind invariant-gepaart gegeniiber der be- 
zeichneten Gruppe von 2 - co reellen Kollineationen. 

Zu den Formen der ersten und zweiten Art, deren Diskriminante 
verschwindet, deren (in den Koeffizienten) quadratische Kovariante aber 
nicht identisch verschwindet, und auch nicht semidefinit ist, gehéren 
die (realen) Punkt- und Linienketten: Die realen Punktketten z. B. werden 
eindeutig umkehrbar zugeordnet den oo’ Punkten eines unschwer niher 
zu beschreibenden Gebietes auf der reellen kubischen Mannigfaltigkeit 


V2X, Xs +tX, Xs, — tXs | 
12 — 1X, V2 X45 X3 + 1X59 | = 0. 


Xx. 
Xs + tXs Xog iia iXze y2 Xs 
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Diese Mannigfaltigkeit M,* nun enthiilt eine vierfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit sechster Ordnung M,°, die ganz aus Doppelpunkten 
von M,° besteht und gefunden wird, wenn man die Hermitesche Form 


(we) (we) noch weiter ausarten laiBt - (aa’ x) (aa Z) = 0}, deren Punkte 


X also den oo‘ Punkten « des terniiren Gebietes eindeutig-umkehrbar zu- 
geordnet sind vermége der Gleichungeu 


Xu = 4, F,, VW2Xqq = 1 Fy + FyXy, VW2-i- Xqq = 2,F, — Fy 1X, 
usw., oder der Gleichungen 
x, : Ly : Ls = 
= V2X, :X,,—iXy, : Xs, +iX, = 
= Xx t+iXy,: V2Xy : Xyy—iXy = 
= X3, —iX3: Xog + iXgg: V2Xq5.*) 


Das hiermit erklirte vollkommen singularitétenfreie Gebilde M,° be- 
stimmt natiivlich auch umgekehrt die Mannigfaltigkeit M,° und deren Gruppe 
von 2-co™ Kollineationen. M,* ist Ort aller Punkte, die auf reellen 
Sehnen (oder Tangenten) von J,° liegen, und zwar erfiillen die Tangenten, 
nach Ausschlu8 ihrer Beriihrungspunkte, das oben bezeichnete Gebiet 
auf M,°. 

Als Bilder der co? Punkte irgend einer Geraden erscheinen jetzt die 
reellen Punkte irgend einer von co* auf M,° verlaufenden Flichen 2. Ord- 
nung vom Zusammenhang der Kugel, und in allen Punkten dieser 
Fliche wird M,° von dem linearen #, beriihrt, der der Geraden in der 
korrelativen Abbildung entspricht. ,° enthilt daher cot lineare R, (und 
keine weiteren.) Als Bilder der co? Punkte einer nicht-synektischen 
Kettenkongruenz erscheinen ferner die Punkte einer von oo? Kegelschnitten 
beschriebenen sogenannten rationalen Normalfliche 4. Ordnung, die in 
einem linearen FR, verliiuft. Jeder der co? Kegelschnitte enthilt die Bilder 
der Punkte einer Kette, und liegt daher auf einer bestimmten jener 
Flichen 2. Ordnung. Ort der Pole der Ebenen der co* Kegelschnitte in 
bezug auf die zugehdrigen Flaichen aber ist eine Ebene, deren Punkte 
hiermit den oo* Punktketten in der Kettenkongruenz zugeordnet sind. 
Die reelle M,° enthilt also auBer den co*-co® Ebenen auf den cot 
linearen R, noch andere Ebenen, in achtfach unendlicher Zahl; und sie 


*) Die entsprechenden Gleichungen fiir die korrelative Mannigfaltigkeit M,° 
gehen hieraus hervor durch Vertauschung der Zeichen a, X,i mit u, U, —i. Die 


Irrationalitiét 2 ist eingefiihrt, um diese Einfachheit des Zusammenhangs zwischen 
beiden Gleichungssystemen zu erreichen. 


238° 
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enthalt im ganzen oo” gerade Linien, von denen oo* Sehnen (mit reellen 
oder konjugiert-imaginiren Schnittpunkten) und co’ Tangenten von M,° 
sind. — 


Die M,§ erweist sich nunmehr als partieller Durchschnitt von neun 
linear-unabhingigen quadratischen Mannigfaltigkeiten, niimlich den ersten 
Polaren aller Punkte von R, in bezug auf M,°, und es zeigt sich, dap 
M,§ auf diese Weise erschipfend definiert ist. Jedem nicht auf M,* ge- 
legenen Punkte, zum Beispiel dem Bilde unseres absoluten Polarsystems 
(wd) =, also dem Punkte O, dessen Gleichung 


Uy, + Uz, + Us3 = 9 
ist, wird auf solche Art eine villig bestimmte quadratische Mannigfaltig- 
keit von nicht verschwindender Determinante zugeordnet, in unserem 
Beispiel diese: 

| Xy + Xsy — 2 Xoo Ass 

(FX)? = \+ XB + X23 — 2X, X,,; = 0. 
+ XY, + Ay, — 2X Noe 
Andrerseits entspricht nach obigem demselben Punkt auch ein be- 

stimmter F,, niimlich die zweite Polare des Punktes O in bezug auf ™,', 
ini Beispiel also die lineare Mannigfaltigkeit 


(DX) = Xj, + Age + Xy5 = O. 

Jetzt folgt, daB bei der ganzen projektiven Gruppe (G,, D,), die M,° 
und auBerdem den Punkt O in Ruhe lift, jede einzelne Mannigfaltigkeit 
des Biischels 

(AX)? = (FX)? + 4(OX)? =0 
in Ruhe bleibt. Eine solche Mannigfaltigkeit ist aber absolutes Gebilde 
einer projektiven Mafbestimmung, und zwar einer elliptischen (und sphd- 
rischen), solange (AX) =0 keine reellen Punkte hat, solange mithin, als 
i> : ist. 

Es ergibt sich also, daB die zur Gruppe (G,, H,) der elliptischen 
Hermiteschen Bewegungen und Umlegungen holoedrisch isomorphe reelle 
projektive Gruppe (G,, H,) auf oot Arten als Untergruppe eine Gruppe 
elliptischer Bewegungen im Raume FR, aufgefabt werden kann. 

Sind nun X, Y irgend zwei Punkte auf M,°, die den Punkten 2, y 
des terniiren Gebietes entsprechen, so findet sich fiir die zugehdrige 
Polare (AX) (AY) von (AX)? der Wert 

(AX) (AY) = (FX) (FY) + A(X). (Y) = 
= (xy) (€y) + (4—1)-@2)- (yy), 
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und es ergibt sich also, wenn allgemein Y(AZ)? = Va - (22) erklart wird, 
die Gleichung 
. — —AZ)4®) l= a{ — &Y@Y) |, 
2 VAX} YAY)! 2 (wx) - (yy) 
Setzen wir daher jetzt das KriimmungsmaB & des elliptischen Raumes 


R, gleich = (a> >) , 8o erhalten wir, nach willkiirlicher Entscheidung 








iiber das Vorzeichen einer Quadratwurzel, die Gleichung 





: : &® 1 - (@, ¥) 
sin = sin - 
Ya. 2 V2 2 


? 











die zeigt, daB die Cayleysche Kntfernung (X, Y) der Punkte X, Y 
lediglich von der Hermiteschen Entfernung (x, y) der Punkte x, y abhiingt. 
Dabei ist der Faktor des Sinus rechts <1, und es ist daher am ein- 
fachsten, die Entfernung (X, Y) nicht als eine periodische Funktion zu 
betrachten, sondern auf Werte einzuschriinken, die absolut nicht gréBer 


¥ = —— , 
als der Hauptwert von 2/24 are sin Vai sind. Nunmehr ergibt sich Gleich- 
heit entsprechender Bogenelemente dS und ds auf M,° und im terniren 
Gebiet: Ore 

_ 5G . V(AX)*- (Ad X)* — {(AX) (Ad X)}?* a 
dS =V2a (4X)? 
wx @ . V@#): (Gude) — (ede) (Baz) _ a, 
(2x) 


Es hat sich also gezeigt, daB die elliptische Hermitesche MaBbestimmung — 
die nicht zu denen von konstantem Riemannschem Kriimmungsmap gehort — 
als Ausschnitt aus einer gewdhnlichen elliptischen Mapbestimmung im pro- 
jektiven Punktkontinuum R, von acht Dimensionen angesehen werden kann. 


‘ 1 ioe ; 
Das Kriimmungsmap & = 5, des elliptischen Rawmes kann innerhalb 
, foe . ; 
der Schranken 0 und - 7 beliebig gewdhlt werden. Dann ist, abgesehen von Be- 


wegungen und Umlegungen eindeutig, eine vierdimensionale singularitatenfreie 
rationale und reelle Mannigfaltigkeit M,° in R, bestimmt, auf die der elliptische 
Hermitesche Raum unter Gleichheit entsprechender Bogenelemente vollkommen- 
eindeutig-umkehrbar abgebildet werden kann. 

Den co Kollineationen und Antikollineationen im terniren Gebiet 
entsprechen dann alle Kollineationen in R,, die M,° in Ruhe lassen, und 
insbesondere entsprechen den co® Bewegungen und Umlegungen im Hermite- 
schen Raume zwei Scharen von Bewegungen im elliptischen Raume R,, die 
M,§ in Ruhe lassen. 
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Die analytische Darstellung der genannten Kollineationsgruppen in 
R, ergibt sich natiirlich ohne weiteres aus der bekannten Darstellung 
der entsprechenden Gruppen des terniéren Gebietes. (§ 1.) 

Zu beachten ist noch, daB M,° auf-einer siebendimensionalen sphi- 


rischen Mannigfaltigkeit (FX)? = 0 liegt, deren Radius 


(O, X) = V2A.-are sin Vo 
ist, und deren KriimmungsmaB also den von & unabhingigen Wert - 
hat. (Vgl. § 11.) 

Alle sphirischen Mannigfaltigkeiten des Biischels, zu dem diese eine 
gehért, und mit ihnen co! zu M,° projektive und perspektiv liegende 
Mannigfaltigkeiten, bleiben bei den genannten Bewegungen der Gruppe 
(G,, H,) ebenfalls in Ruhe. 

Es versteht sich, daB nunmehr alle Sdtze iiber die elliptische Hermitesche 
Mafgeometrie als Sdtze iiber die Mafgeometrie auf der krummen Mannig- 
faltigkeit M,° ausgedriickt werden kinnen. Es folgt z. B, da sémtliche 
(reellen) geodiitischen Linien auf M,° Kreise vom Umfange 22 sind. Als 
Bilder der co* geraden Linien im terniiren Gebiet erscheinen niimlich oot 


(Riemannsche) Kugelflichen, deren jede das Kriimmungsmaf Eins und 
daher den Radius 


V24-are sin ai 


hat. Die co*-oo® Kreise auf diesen Kugeln sind die Bilder der Ketten; 
die co*-co® gréBten Kreise darunter sind die Bilder der Normalketten; 
sie sind nicht nur geodiatische Linien auf den zugehérigen Kugeln, sondern 
auch auf M,° selbst. — Das Volumen von ™,° hat den Wert 82°, das 
Riemannsche Kriimmungsma8 (die Kriimmung einer geoditischen Fliche 
in ihrem Nabelpunkt oder in einem ihrer Nabelpunkte) variiert zwischen 


= usw. usw. (Vgl. §5 und § 7.) 

Ubrigens lassen sich auch umgekehrt alle Begriffe und Formeln der 
elliptischen Geometrie in R, (nicht etwa nur die auf M,° beziiglichen) 
in das ternére Gebiet iibertragen, worauf wir indessen nicht weiter ein- 


gehen wollen. 


den Grenzen 1 und 


11. 


Grenzfille. Elliptische Hermitesche Riiume, die in gewdhnlichen 
Euklidischen oder hyperbolischen enthalten sind. 


Ein besonderes Interesse haben gewisse bisher ausgeschlossene Grenz- 


fille der betrachteten Abbildung. 
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Lassen wir zuniichst den Parameter 4 iiber alle Grenzen wachsen, so 
geht die elliptische MaSbestimmung im Raume R, in eine gewdhnliche 
Euklidische tiber, deren Lingeneinheit durch die fiir je zwei Punkte X, Y 
von M,° geltende Gleichung 


(X, Y) =2sin 5 (x,y) 


vollkommen bestimmt ist. Als Ausdruck fiir die Euklidische Entfernung 
zweier im Endlichen gelegener, aber iibrigens ganz beliebiger Punkte X, Y 
ergibt sich die Formel: 
> yy) _ V2\(FX)@ Y)—(FY)@X)}? 
(X, ¥Y)= (®X)- (oY) Fi 
Es kommt daher als Erginzung zu dem Satze des vorigen Paragraphen 
der folgende weitere: 


Der elliptische Hermitesche Raum lapt sich mit Gleichheit entsprechender 
Bogenelemente auch auf eine reelle Mannigfaltigkeit M,° abbilden, die in 
einem Euklidischen Raum von acht Dimensionen, und zwar auf einer in 
diesem gelegenen siebendimensionalen sphdrischen Mannigfaltigheit vom Radius 

9 
(0, X) = y ; 
verlduft. 

Die oot Geraden werden dann abgebildet auf Kugeln vom Radius 
Eins, und die qriBten Kreise auf diesen Kugeln, die Bilder der co Normal- 
ketten, sind zugleich die geoddtischen Linien auf M,°. 

Die Hermiteschen Bewegungen und Umlegungen werden iibertragen als 
Euklidische Bewegungen und Umlegungen, die M,', und auperdem den 
Mittelpunkt O der genannten sphirischen Mannigfaltigkeit (und natiirlich 
diese selbst) in Ruhe lassen. Den Kollineationen und Antikollineationen 
im terndren Gebiet iiberhaupt aber entsprechen die 2-0o'® reellen automorphen 
Kollineationen von M,°. 
=" 
Jetzt wird die quadratische Form (A X)* semidefinit, nimlich als Summe 
von acht (statt neun) positiven Quadraten darstellbar. Man wird in diesem 
Grenzfall, in dem es im Raume R, unendlich viele gleichlange Wege 
zwischen zwei Punkten gibt, die Mannigfaltigkeit M,° aus dem reellen 
singuliren Punkt O der Mannigfaltigkeit (A X)?=0O auf die lineare 
Mannigfaltigkeit (® X) =O projizieren, und so die Dimensionenzahl des 
zur Abbildung benutzten linearen Raumes noch um eine Einheit hinab- 
driicken. Analytisch geschieht das am Einfachsten so, daB man an Stelle 


Ein zweiter interessanter Grenzwert entspricht dem Parameter 4 = - 
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der neun homogenen Koordinaten X;, zuniachst deren zehn einfiihrt, die 
durch eine Gleichung 

=11 + Sap + =33 = 0 
verbunden sind, naimlich =,, = X,, {i+}, und auBerdem etwa die GréBen 


=o - Xi, + Xoo + Xs, 


- 1 on 1 =~ 1 

—1 "3 { Xg2—X55}, =o = x {X33—Xi1}, =—3."5 { X11 — Xoo}. 
LaBt man dann =,, weg, so hat man Y,° in eine Mannigfaltigkeit M,° pro- 
jiziert, die in einem projektiven Punktkontinuum R, liegt. Die zugehérige 
(nicht mehr auto-korrelative) Kollineationsgruppe (f,, H,) laBt M,°, auBer- 
dem aber das zu der positiven quadratischen Form 


(AX)? + = (@X)? = SEA = (QE) 


gehérige Polarsystem in Ruhe. Setzt man das Kriimmungsma8 der zu- 


gehérigen elliptischen MaBbestimmung = = , 80 werden wieder entsprechende 


Bogenelemente dZ (auf M,°) und ds (im terniren Gebiet) einander gleich, 
az — 2. VOE* az —(OzRds)}* _ 
: (QS)? 
__ 9. Vek) - dx dz) — (edz) Gd) _ 
=2. (az) ee 
und auBerdem wird die Entfernung (=, H) zweier Punkte =, H auf M,° 
eine einfache Funktion ihrer geoditischen Entfernung oder also des Ab- 
standes ihrer Bildpunkte z, y: 
sin > EH VY gin 9). 


Man erginzt das Gesagte leicht zu dem folgenden Satz: 





Das komplexe ternire Gebiet laBt sich auf eine (von reellen kollinearen 
Umformungen abgesehen) einzige Weise auf eine reelle (iibrigens auch im 
Imaginiren) singularititenfreie Punktmannigfaltighkeit M,° des siebenfach 
ausgedehnten projektiven Punktkontinuums so abbilden, daB M,§ eine reelle 
Kollineationsgruppe (T,, H,) gestattet (und bestimmt), die auf’ die Gruppe 
(G,, H,) eines vorgelegten elliptischen Hermiteschen Polarsystems holoedrisch 
isomorph bezogen ist. 

Die Gruppe (,, H,) kann auf eine einzige Weise aufgefaBt werden als 
eine Gruppe elliptischer Bewegungen und Umlegungen. 

Legt man dem KriimmungsmaB der zugehirigen elliptischen Mafbestim- 
mung den Wert —- bei, so werden entsprechende Bogenelemente auf M,° und 
im terniren Gebiet einander gleich. 


| 
| 
| 
| 





| 
| 
| 
| 
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Die geraden Linien im terniren Gebiet werden dann abgebildet als 
Kugeln vom Radius vate sin -, die Ketten als die Kreise auf diesen 


Kugeln, die Normalketten, die in die geodiitischen Linien auf M,° tiber- 
gehen, wiederum als die gréBten Kreise. Durch doppelte Uberdeckung 
des elliptischen Raumes kommt man zu der im vorletzten Satze (S. 359) 
beiliufig auftretenden sphirischen MaSbestimmung. — 


5) ? - 
Wahlen wir nunmehr 4 <=, so wird die quadratische Form (A X)? 


eigentlich -indefinit, indem eines der neun Quadrate ein negatives Vor- 
zeichen annimmt. Solange nun 4 nicht negativ wird, liegt die Bild- 
mannigfaltigkeit M,° der Punkte des terniiren Gebietes auferhalb der 
Mannigfaltigkeit (4 X)?=0. Das Polarsystem (A X)(A Y) = 0 definiert 
dann nach wie vor auf jeder Geraden, die (AX)? = 0 nicht trifft, eine 
elliptische MaBbestimmung. Wenden wir dieselben Formeln an, wie zuvor, 
und = 


so verhilt sich bei Werten von 4, die zwischen den Schranken ~ 


liegen, diese MaBbestimmung fiir die Paare von Punkten X, Y auf ™,° 
immer noch ganz so wie eine gewéhnliche elliptische: Die geradlinige Ver- 
bindungslinie zweier reeller Punkte X, Y auf M,° trifft das absolute 
Gebilde (4X)? = 0 niemals, und die wie zuvor erkliirte Entfernung der 
beiden Punkte X, Y wird immer reell. Ein besonderes Interesse hat wieder 


1 . ‘ 
der Grenzfall 4 = 9 Hs ist dann, wie zuvor, dS =ds, und wenn man 


die Entfernungen auf M,° geoditisch mi®t, andrerseits aber auch die 
geradlinig im Raume Rf, selbst gemessenen Entfernungen (X, Y) mit 
X, Y nur kontinuierlich variieren ]éBt, so erhalt man die einfache Formel 


sin = (X, Y) =sin = (x, y), 


die auch noch in dem Grenzfalle («, y) = a aufrecht erhalten werden kann, 
in dem der Ausdruck (X, Y) nicht mehr unmittelbar definiert ist. 


In dem vorliegenden, dem KriimmungsmaBe & =1 der projektiven 
(quasi-elliptischen) MaBbestimmung in R, entsprechenden Grenzfall wird also 
der zwischen zwei Punkten X, Y auf M,§ geodiitisch gemessene Bogen gleich 
der sachgemaB bestimmten geradlinig gemessenen Entfernung derselben Punkte. 

Die geraden Verbindungslinien der Punktepaare X, Y von M,§ treffen 
das absolute Gebilde im allgemeinen nicht (nicht reell); nur dann, wenn die 
Punkte X, Y Bilder absolut-konjugierter Punkte x, y des terniren Gebietes 
sind, und sie also die geoditische Entfernung x haben, beriihren diese 
Sehnen von M,° das absolute Gebilde. 
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Wird 4 ferner innerhalb der Schranken 0 und = angenommen, so 

bleibt die Formel 
1&2)! 2 &P 

V2, 2 V2i 2 
nur noch fiir solehe Punktepaare x, y ohne weiteres brauchbar, die der 
Bedingung sin = (x, y) << V2A geniigen; die Gleichung sin = (x, y) = Y2a 
bestimmt die Punktepaare von M,°, deren Sehnen das absolute Gebilde 
beriihren, wahrend fiir sin - (x, y) > VY 2A statt der Beriihrung ein Schneiden 


eintritt. Man sieht leicht, wie man durch Einfiihrung der zu (A X)?=0 
gehérigen hyperbolischen MaBbestimmung auch fiir dieses Gebiet Formeln 
erhilt, die dasselbe leisten, wie die zuvor abgeleiteten. 

Fiir 4=0 wird die projektive MaBbestimmung fiir Punkte auf M,$ 
iiberhaupt illusorisch, da dann M,°® ganz auf der Mannigfaltigkeit 
(AX)? = 0 liegt. 

Wird endlich 2 <0, so tritt M,° in das Innere der Mannigfaltigkeit 
(AX)? = 0 iiber. Man wird also jetzt eine hyperbolische MaBbestimmung 


—_ fe , 
vom Kriimmungsmafe & = ;, anzuwenden haben. An Stelle der bisher 


benutzten Formel tritt die andere 
(X, ¥) 1 (a, y) | 


, 1 , 
sin h ——— *—— = ——— gin “<* 
V—24 2 V— 24 : 





Die elliptische Hermitesche MaBgeometrie lat sich also auch auffassen 
als Ausschnitt aus der gewohnlichen hyperbolischen MaBgeometrie im Raume 


R,. Das zu dieser gehirige (negative) Kriimmungsmap R kann — ab- 
weichend vom elliptischen Fall — beliebig angenommen werden. 


In jedem vollstindigen Raume R, von konstantem Kriimmungsmaf 
R< + haben wir also eine reelle Mannigfaltigkeit M,° nachgewiesen, 


auf der alle geodiitischen Linien geschlossen und zwar Kreise vom Um- 
fange 2a sind. Diese oo® Kurven sind verteilt auf oof Kugeln vom 
Flacheninhalt 42°. Die Mannigfaltigkeit M,° laBt sich auf das ternire 
komplexe Gebiet so abbilden, daB diese Kugeln in die geraden Linien 
tibergehen. Die MaBgeometrie auf M,° geht damit tiber in die elliptische 
Hermitesche MaSgeometrie, die durch diesen Zusammenhang, wie uns 
scheint, nicht unerheblich am Interesse gewinnt. 

Eine ahnliche Untersuchung, doch mit minder einfach auszudriicken- 
dem Ergebnis, laBt sich offenbar auch durchfiihren im Falle der hyper- 
bolischen Hermiteschen MafSbestimmung. 
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Erwihnt sei noch, da8 man natiirlich die abgeleiteten Resultate auch 
anders ausdriicken kann. Im elliptischen Raume R, vom Kriimmungs- 
mae Fins z. B. lassen sich co’ Klassen von Mannigfaltigkeiten M,° an- 
geben, auf denen die geodiitischen Linien kongruente Kreise sind. Der 
Umfang U1 eines solchen Kreises kann innerhalb der Schranken 0 und 


x V3 beliebig angenommen werden. Je zwei solche M,° lassen sich konform 
so aufeinander abbilden, da8 der Quotient entsprechender Linienelemente 
eine bestimmte Konstante ist, usw. Dem Grenzfall 11 = x V3 entsprechen 
Ausartungen der M,°, niimlich M,°, die in ebenen R, verlaufen, ete. 


12. 
Einige gruppentheoretische Folgerungen. 


Es ist klar, daB die Betrachtungen der §§ 10 und 11 auf eine un- 
bestimmte Dimensionenzahl ausgedehnt werden kénnen. Wir iiberlassen 
die Ausfiihrung dem Leser, und heben nur die Erweiterung eines der 
abgeleiteten Siitze hervor: 


Zur Gruppe Gi»-;, Ha, der elliptischen Hermiteschen Bewegungen 
und Umlegungen in einem Gebiete n*” Stufe gehirt, wenn n> 2, eine. von 
kollinearen Umformungen abgesehen villig bestimmte, zu ihr holoedrisch 
isomorphe Gruppe reeller Kollineationen Vy2-1, H-1 eines Gebietes der 
Stufe n®— 1 (der Dimension n* — 2). 

Diese Gruppe lapt in Ruhe eine reelle (auch im Imagindren) singulari- 
tiitenfreie rationale Mannigfaltigkeit von der Dimension 2n —2 und der 


, 2n—2 ‘ ; . 
Ordnung .. a , deren reelle Punkte vollkommen stetig und eindeutig-um- 


kehrbar zugeordnet sind den Punkten des komplexen Gebietes, und die Gruppe 
ist durch diese Mannigfaltigheit M,,,_, vollkommen bestimmt. 

Die genannte Gruppe besteht, wenn n eine ungerade Zahl ist, aus 
Bewegungen und Umlegungen, und wenn n gerade ist, aus Bewegungen 


eines zugehorigen ebenfalls vollkommen bestimmten elliptischen Raumes. Setzt 

n 
2(n — 
elemente im Gebiete n*” Stufe und auf M,,,_, eimander gleich. 


man dessen Kriimmungsmap = pH? % werden entsprechende Bogen- 


Im einfachsten Falle » = 2 ist die analog konstruierte Bildmannig- 
faltigkeit eine doppelt iiberdeckte Ebene, mit Verzweigungskegelschnitt in 
deren komplexem Gebiet, also in diesem nicht singularitiatenfrei. Die 
zugehérige Gruppe [,, H, enthalt eine einzelne ausgezeichnete Transforma- 
tion, die iibereinander liegende Punkte beider Blatter vertauscht (ent- 
sprechend der Diametral-Spiegelung auf der Riemannschen Bildkugel). Erst 
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wenn man diese Transformation von der Identitit nicht unterscheidet, 
erhalt man eine Kollineationsgruppe im tiblichen Sinne des Wortes; diese 
Gruppe [,’ ist aber natiirlich nur meromorph zur Gruppe G,, Hy. 

Aus dem angefiihrten Satze lassen sich nun einige wichtige Folgerungen 
ziehen. Zunichst benutzen wir ihn zum Nachweis der in § 1 behaupteten 
Einfachheit der Gruppe Gy2-1. 


Hiitte diese Gruppe eine invariante Untergruppe, so wiirde dasselbe 
gelten von der Gruppe [,._,, die die gréBte kontinuierliche Gruppe reeller 
automorpher Kollineationen der reellen Mannigfaltigkeit M,,_, ist. Wir 
setzen nun diese Mannigfaltigkeit, samt ihrer Gruppe [,:_;, analytisch ins 
komplexe Gebiet »? — 1'** Stufe fort, wodurch sich Dimensionen- und Para- 
meterzahlen aufs doppelte erhéhen. Die gefundene analytische Gruppe 
T2(.2-1) reeller und imaginiirer Kollineationen miiBte dann ebenfalls eine in- 
variante Untergruppe haben. 

Wir betrachten nun zwei Reihen von komplexen Verinderlichen 
Uy Uy> Yay ty) Yay Cie wir uns unabhingigen linearen Transformationen 
unterworfen denken, und deuten die Produkte x,y, als homogene Punkt- 
koordinaten in bezug auf ein reelles Koordinatenpolytop eines Gebietes 
der Stufe »*. Dann entsteht eine neue Mannigfaltigkeit My,,.2, von der 


—1 
komplexen die doppelte Dimensionenzahl hat. Aus dieser Mannigfaltig- 
keit entsteht dann durch einen ProjektionsprozeB, ahnlich dem in § 11 
beschriebenen, eine weitere M;,—2 eines Gebietes der Stufe n?—1, mit 
einer Gruppe [ain.—1), Hoi2—1) reeller und imaginirer Kollineationen, 
wobei [(.2-1) holoedrisch isomorph ist zur Gruppe aller reellen und 
imaginaéren Kollineationen der Gebiete (x), (y), die irgend eine bilineare 
Gleichung 2Ya,,2;y, = 0 von nicht verschwindender Diskriminante |a;,| in 
Ruhe lassen. Diese letzte’ Gruppe aber, und folglich auch [)(:_1) ist 
holoedrisch isomorph zu einer Gruppe, deren Einfachheit bekannt ist, 
nimlich zur Gruppe aller reellen und imaginiren Kollineationen z. B. des 
Gebietes (x). Nun sind offenbar gegeniiber der Gruppe aller reellen und 
imaginaren Kollineationen des Gebietes der Stufe ?— 1 die beiden kon- 
struierten Mannigfaltigkeiten Mz,—2 und Mg,—2 {der Dimension 2(2n—2} 
aiquivalent, die eine kann in die andere durch imaginire Kollineationen 
iibergefiihrt werden. Dasselbe gilt dann von den zugehérigen Gruppen 
Fo¢—1) und [2(2-,), und deshalb kann, nach obigem, auch G,»_; keine 
invariante Untergruppe haben.*) 


2n os : ; ° : . 
Ordnung rf », die im reellen Gebiete die Dimension 2x — 2, im 


*) Natiirlich wird sich auch die SchluBweise, die zur Einsicht in die Einfach- 
heit der sogenannten allgemeinen projektiven Gruppe fiihrt, auf unseren Fall iiber- 
tragen lassen. Im vorliegenden Zusammenhang ist aber die Reduktion des einen 
Problems auf das andere jedenfalls kiirzer. 





= rw 
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Das angewendete Verfahren erstreckt sich offenbar auch auf die 
iibrigen in § 1 bezeichneten Fille: Die Kollineationsgruppen, die zu den 


[s]+1 verschiedenen Arten Hermitescher Polarsysteme eines Gebietes 


n* Stufe gehéren, liefern alle, ins hyperkomplexe Gebiet erweitert, Gruppen, 
die untereinander und mit der Gruppe aller reellen und imaginiiren Kolli- 
neationen eines Gebietes n‘** Stufe gleich zusammengesetzt sind.*) 

Eine weitere wichtige Anwendung des obigen Satzes ist diese: 


Zu jeder beliebigen Gruppe, die aus einer endlichen Zahl von Kollinea- 
tionen eines komplexen Gebietes n*” Stufe besteht, laBt sich eine holoedrisch 
isomorphe Gruppe herstellen, die aus reellen Bewegungen eines elliptischen 
(oder sphérischen) Rawmes der Dimension n® — 2 besteht. 


Dies ergibt sich ohne weiteres aus einer Bemerkung der Herren 
Loewy und Moore, wonach jede solche Gruppe (mindestens) ein Polar- 
system in Ruhe laBt, das zu definiten Hermiteschen Formen gehért.**) 
Kin entsprechender Satz besteht natiirlich auch in bezug auf Gruppen von 
Kollineationen und Antikollineationen. Die Bewegungsgruppe, von der 
der Satz spricht, ist vor anderen, die schon in Mannigfaltigkeiten niederer 
Dimension existieren kénnen, ausgezeichnet durch die mit ihr stets ver- 
bundene Abbildung des komplexen Gebietes auf eine reelle Punktmannig- 
faltigkeit. 

Kine fernere wichtige Folgerung aus der Theorie der Hermiteschen 
MaBbestimmung, die passend hier angeschlossen werden kann, bezieht sich 
auf Fundamentalbereiche von endlichen oder unendlichen sogenannten 
eigentlich-diskontinuierlichen projektiven Gruppen, nimlich solchen Gruppen 
von diskreten Kollineationen (und Antikollineationen), bei denen die 
Hiufungsstellen ‘iquivalenter Punkte nicht iiberall-dicht liegen. Die 


*) Von diesen [+| + 2 reell-verschiedenen Arten der Zusammensetzung reeller 


Gruppen, die im imaginiiren Gebiete gleichzusammengesetzt sind mit der sogenannten 
allgemeinen projektiven Gruppe, existieren die zu definiten Hermiteschen Formen 
gehérigen, wenn n=+-4, jedenfalls nicht in Mannigfaltigkeiten von geringerer als 
der 2(n—1)* Dimension. Die tibrigen sind, nach Ausschlu8 der Gruppe der reellen 
Kollineationen, als Gruppen von reellen Punkttransformationen in Riiumen (2 — 3)** 
Dimension, und, wie sich leicht zeigen lift, als Gruppen von reellen Beriihrungs- 
transformationen inRaéiumen (x — 1)" Dimension darstellbar. Sie miissen im wesent- 
lichen (d. h. abgesehen von Umformungen vermige reeller B. T.) identisch sein mit 
denen, deren infinitesimale Transformationen Fr. Engel angegeben hat. (Leipz. Ber. 
1892, 8. 292.) Es muB also gelingen, auch die endlichen Transformationen dieser Gruppen 
explizite aufzustellen und zugehérige Element-Kontinua sachgemii8 zu erkliren. 

**) A. Loewy, Compt. Rend., t. 123 (1896), p. 276. E.H. Moore, Math. Ann. 
Bd. 50 (1898), S. 213. 
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Herren F. Klein und R. Fricke haben in ihrem Werke iiber automorphe 
Funktionen im Falle »=2 eine Methode angegeben, die auf der Be- 
nutzung der Cayleyschen MaSbestimmung beruht, und fiir zwei Klassen 
von Gruppen der genannten Art Fundamentalbereiche prizise zu definieren 
erlaubt: Fiir die endlichen Gruppen und fiir die unendlichen Gruppen 


mit sogenanntem Hauptkreis. Unsere Darlegungen zeigen nun zuniichst, 
daB das bezeichnete Verfahren durch ein einfacheres ersetzt werden 
kann*), da die im komplexen Gebiet selbst auszufiihrende Hermitesche 
MaBbestimmung bereits das niimliche leistet. Die so abgednderte Schlup- 
weise aber erstreckt sich auf eine unbestimmte Dimensionenzahl: Es sei zu- 
nichst bei einer endlichen Gruppe von N Kollineationen des Gebietes 
n‘** Stufe ein Punkt x, derart ausgewihlt, daB er bei den Transformationen 
der Gruppe N verschiedene Lagen annimmt. Irgend ein Punkt 2 liegt 
dann im Inneren des zu x, gehérigen Fundamentalbereiches, wenn der 
absolut kleinste Betrag seiner Hermiteschen Entfernung von a, kleiner 
ist als der kleinste Betrag seiner Entfernung von einem mit 2, diquivalenten 
Punkte. Die Hermitesche Entfernung ist natiirlich zu bilden in bezug 
auf irgend eines der zu definiten Formen gehérigen Polarsysteme, die bei 
der vorgelegten Gruppe in Ruhe bleiben. 

Als Scheidewiinde zwischen den einzelnen Fundamentalbereichen und 
Orter iiquivalenter Stellen des einzelnen Bereichs treten dabei solche 
Mannigfaltigkeiten auf, wie wir sie im Falle n=3 in §7 kurz be- 
trachtet haben. 

Mit Hilfe der Theorie der Hermiteschen MapBbestimmung lassen sich 
also bei allen endlichen Gruppen von Kollineationen (oder von Kollinea- 
tionen und Antikollineationen) Fundamentalbereiche priizise definieren. 

Die erklirten Bereiche iiberdecken das (2 — 2)-dimensionale komplexe 
(4x)"~? 
N-(n—1)!? = 
N die Anzahl der Transformationen der vorgelegten Gruppe bedeutet. 
(§ 5, 8. 340.) 

Betrachten wir ferner ein Hermitesches Polarsystem im Gebiete n‘* 
Stufe, dessen zugehérige Formen als Summen von » Produkten 2,%, dar- 
stellbar sind, deren »—1 gleiches Zeichen haben, so gehdrt dazu eine 
Zerlegung des komplexen Gebietes in einen ,,inneren“ und einen ,,iiuBeren“ 
Teil. Es ist klar, daB man bei einer eigentlich-diskontinuierlichen Gruppe 
von Kollineationen (und Antikollineationen), die eine solche Figur in 
Ruhe la8t, das innere Gebiet ebenfalls mit kongruenten (kongruenten oder 
symmetrischen) Bereichen liickenlos so iiberdecken kann, daB jeder Punkt 


Gebiet liickenlos, und jeder einzelne hat also das Volumen i) 





*) Dies geht tibrigens schon aus Beltramis Saggio di interpretazione della Geo- 
metria non-euclidea hervor. 
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im Inneren eines Bereiches eine Gesamtheit verschiedener iiquivalenter 
Punkte reprisentiert, wiihrend die Punkte an der Grenze zu Paaren usw. 
zusammengefaBt sein kénnen, und Hiufungsstellen der Bereiche nur an 
der Grenze des zugehérigen hyperbolischen Hermiteschen Raumes auf- 
treten. Auch in gewissen anderen Fiillen lassen sich noch ihnliche 
Schliisse ziehen, worauf wir indessen nicht weiter eingehen. 

Unter Umstinden kann ein solcher Bereich, bei Nicht-Unterscheidung 
iiquivalenter Stellen am Rande, als ideal-geschlossen betrachtet werden. 
Er liefert dann eine weitere Art von — wie wir etwa sagen mdgen, 
Quasi-Hermiteschem — Raume, der ,,im kleinen“ dieselben Eigenschaften 
hat, wie der von uns betrachtete, aber eine andere Art des Zusammen- 
hangs aufweist, und nicht als Ganzes auf co”~' Arten bewegt werden kann. 


13. 
Konforme und geodiitische Abbildungen in Hermiteschen Riiumen. 


Ks versteht sich, daB die fernere Entwicklung der Geometrie in einem 
Hermiteschen Raume, die Behandlung der vielfach schwierigen Aufgaben, 
die den Problemen der gewéhnlichen Kurven- und Flichentheorie analog 
sind, die Entwicklung eines umfangreichen Formelapparates erfordern 
wird. Zu den Fragen, die sich ohne solche Hilfsmittel entscheiden lassen, 
gehéren die, von denen hier die Rede sein soll, nimlich die Probleme der 
geodiitischen und konformen Abbildung. Darunter verstehen wir die 
Aufgabe, ersiens alle im (2 — 2)-dimensionalen elliptischen oder hyper- 
bolischen Hermiteschen Raume analytischen Punkttransformationen anzu- 
geben, die, im Bereiche ihres reguliren Verhaltens, geodiitischen Bindern 
(Linien) ebensolche zuordnen, oder — zweitens — die Winkel der Fort- 
schreitungsrichtungen um einen Punkt herum nicht andern. Fiir Mannig- 
faltigkeiten konstanten Kriimmungsmafes gestellt, fiihren diese Forderungen 
za den hinlinglich bekannten Gruppen; in unserem Falle dagegen ergeben 
sich neue Transformationen nicht. 


Jede geodiitische und jede konforme Abbildung im (2n — 2)-dimensionalen 
elliptischen oder hyperbolischen Hermiteschen Raume wird, sobald n> 2, 
durch eine Bewegung oder Umlegung vermittelt. 


Der erste Teil dieses Satzes ist nahezu evident. Im Falle n=3 
z. B., auf dessen Betrachtung wir uns beschrinken wollen, folgt, daB bei 
geoditischer Abbildung die co* und co® zweidimensionalen Mannigfaltig- 
keiten (,,Kongruenzen“ im terniren Gebiete, ,,Flichen“ auf M,°) die je co? 
geodiitische Binder (oder, im Bilde M,°, geodiitische Linien) enthalten, 
untereinander vertauscht werden miissen. D. h., es werden die Teile 
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gerader Linien des terniren Gebietes, die in die betrachteten Raumstiicke 
eindringen, wieder als Teile gerader Linien abgebildet. Daraus schlieBt 
man leicht, daB die Abbildung durch eine projektive oder antiprojektive 
Transformation, und folglich durch eine Bewegung oder Umlegung be- 


wirkt wird, die dann natiirl::+ nicht nur auf begrenzte Gebiete, sondern 
auf den ganzen Hermiteschen Raum anwendbar ist, und sich iiberall 
regular verhilt. 

Nicht ebenso kurz ist der Beweis unserer zweiten auf konforme Ab- 
bildung beziiglichen Behauptung. Um das Wesen der anzustellenden 
Uberlegung méglichst deutlich hervortreten zu lassen, wollen wir deshalb 
zuniichst eine etwas einfachere Aufgabe lésen. 

Wir betrachten wieder ein terniires Gebiet, und in diesem einen be- 
liebigen (realen) Hermiteschen Punktkomplex von nicht verschwindender 
Diskriminante, z. B. den Komplex 


(wZ) = 4,7, — %%, — 4, %, = 0. 


Als zugehérige Normalketten bezeichnen wir dann allgemein solche 
Ketten, deren Punkte im Polarsystem dieses ,absoluten“ Komplexes paar- 
weise konjugiert sind, und die also, soweit sie im Inneren des Komplexes 
verlaufen, dort geodiitische Binder sind (§ 3). Unter diesen co® Normal- 
ketten befinden sich nun oo° solche, die den vorgelegten Komplex be- 
riihren: die niimlich, die auf je einer Geraden « des zugehérigen Linien- 
komplexes 

(ut) = u,%, — ut, — uu, = 0 
liegen und den auf dieser Geraden selbst und auf dem Punktkomplex 
liegenden Pol der Geraden w enthalten. Solcher tangierender Normal- 
ketten, deren zugehérige Punktinvolutionen ausgeartet sind, gehen durch 
jeden Punkt x auferhalb des vorgelegten Komplexes 00°, und diese ge- 
héren zu gewissen co” unter den co* von x ausgehenden Fortschreitungs- 
richtungen. Diese ,,tangierenden“ Fortschreitungsrichtungen, und ihre 
Bilder auf M,°, werden charakterisiert durch das Bestehen einer Monge- 
schen Gleichung 

(wdZ) (dx) — (a#) (dadz) = 0. 

Wir behaupten nun zuniichst, da®B jede (reale) analytische Trans- 
formation projektiv oder antiprojektiv sein muB, die an Stellen reguliiren 
Verhaltens Punkten « auBerhalb des vorgelegten Komplexes ebensolche 2’ 
zuordnet, und iiberdies den tangierenden Fortschreitungsrichtungen andere 
der Art; da diese Transformation folglich zusammenfillt mit einer Trans- 
formation der zu dem Hermiteschen Komplex gehérigen Gruppe G,, Hy. 

Die genannte Transformation wird den co® Fortschreitungsrichtungen 
durch x die durch 2 vermége einer zweiten Transformation zuordnen, 
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die sich in den beiden nach § 6 einzufiihrenden Bildriumen R,, R,’ als 
reelle kollineare Transformation darstellt. Dabei werden den oo? Punkten 
einer reell-geradlinigen Fliche 2. Ordnung von nicht verschwindender 
Diskriminante in R,’ die Punkte einer entsprechenden Fliche zugeordnet: 
Beide Flachen sind bestimmt durch die betrachtete Mongesche Gleichung, 
die einmal mit den Verinderlichen 2, dx, das andere Mal mit den Ver- 
iinderlichen 2’, dx’ zu bilden ist. Auf jeder von beiden Flachen kénnen 
nun die beiden Scharen von geraden Erzeugenden als erste und zweite 
unterschieden werden: Erzeugende erster Art werden wir eine solche 
nennen, deren cot Punkte die Bilder sind von solchen oo! tangierenden 
Fortschreitungsrichtungen, die in einer und derselben Geraden wu des 
Hermiteschen Linienkomplexes verlaufen. Die zu suchende Transformation 
wird also den Erzeugenden erster und zweiter Art in R, entweder gleich- 
artige oder ungleichartige Erzeugende in FR,’ zuordnen. Wir machen zu- 
nichst die erste dieser beiden Annahmen, wodurch wir, méglicherweise, 
za einer -- notwendig invarianten — Untergruppe der zu suchenden 
Gruppe von Transformationen gefiihrt werden, vielleicht aber auch sogleich 
zu dieser Gruppe selbst. 

Die zunichst zu bestimmenden Transformationen haben also die 
Kigenschaft, je co’ Fortschreitungsrichtungen durch 2, die in einer der co 
« enthaltenden Geraden des Hermiteschen Linienkomplexes liegen, wieder 
soleche oo! Fortschreitungsrichtungen durch 2’ zuzuordnen. Daraus aber 
folgt sofort, da® die co* Geraden des Hermiteschen Linienkomplexes selbst 
untereinander vertauscht werden miissen: 

Die zunichst zu suchende Gruppe kann als eine Gruppe in der 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit der tangierenden Geraden u angesehen 
werden, die den siimtlichen tangierenden Geraden w durch einen Punkt x 
wiederum tangierende Gerade w’ durch x zuordnet. Die Geraden w aber 
bilden eine Linienkette, ihre Beriihrungspunkte oder absoluten Pole also 
eine Punktkette auf dem absoluten Punktkomplex, und Punktketten ©, C’ 
die auf diese Art einander entsprechen, sind wegen der projektiven Zu- 
ordnung der Bildriume R,, R,’ iiberdies projektiv aufeinander bezogen. 
Ks bleibt also nur noch einzusehen, daB eine Transformation der Punkte 
des Hermiteschen Komplexes, die, im Bereiche ihres reguliren Verhaltens, 
jeder auf diesem Komplex gelegenen Kette © eine andere ©’ projektiv 
zuordnet, entweder durch eine Kollineation oder durch eine Antikollinea- 
tion bewirkt wird. 

Ohne weiteres ergibt sich nunmehr, daf die fragliche Transformation 
sich fiir alle Punkte des absoluten Komplexes regulir verhalten muB, daf 
sie tiberall wohldefiniert, eindeutig und stetig ist. Betrachten wir ferner 
zwei verschiedene der genannten Ketten ©,, ©,, die projektiv aufeinander 
24 
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bezogen sein und einen Punkt z entsprechend gemein haben sollen. Dann 
werden die Verbindungslinien verschiedener entsprechender Punkte auf 
©, und ©, und ihre z entsprechende Grenzlage alle durch denselben 
Punkt y gehen, und zwar werden sie eine Linienkette bilden. Dasselbe 
gilt dann notwendig fiir die transformierten Figuren ©,’, ©,’, 2’, y’. Kann 
man also zeigen, daB in einem gewissen vierdimensionalen Gebiete [y] 
alle Linienketten irgend eines Punktes y mit Hilfe von Punktketten G,, ©, 
auf dem Hermiteschen Komplex erzeugt werden kénnen, so ist damit auch 
gezeigt, daB allen Ketten © auf dem absoluten Komplex, die ihre Ge- 
raden durch y schicken, Ketten ©’ zugeordnet werden, die ihre Geraden 
durch y’ schicken; es folgt dann, daB die Transformation mit den Ketten © 
oder ihren geradlinigen Trigern als Raumelementen, zugleich als eine 
Transformation der Punkte y in [y] aufgefaBt werden kann; mit anderen 
Worten, es folgt, daB die zu suchende Transformation projektiv oder 
antiprojektiv sein mu. Ein Gebiet [y] der verlangten Eigenschaft laBt 
sich aber wirklich angeben: Das Innere des absoluten Komplexes. Jede 
Kette nimlich von Geraden durch einen Punkt y, der der Bedingung 
(yy) > 0 geniigt, kann auf oo” Arten durch Ketten ©,, ©, erzeugt werden, 
die projektiv aufeinander bezogen sind, und einen Punkt entsprechend 
gemein haben.*) 

Die zweite der oben unterschiedenen Denkméglichkeiten brauchen 
wir nun gar nicht mehr zu erértern.**) Jede Transformation der ge- 
suchten Art wiirde nimlich die Gruppen G,, H, und G, in Ruhe lassen, 
und deren viergliedrige Untergruppen, die durch Punkte x oder y be- 
stimmt sind, untereinander vertauschen. Daraus aber, daB diese Unter- 
gruppen auch durch grade Linien — die absoluten Polaren von x oder y — 
bestimmt werden kénnen, folgt, daB die fragliche Transformation selbst 
projektiv oder antiprojektiv ist, und also der Gruppe G,, H, angehdrt. 
Unsere Behauptung ist also nunmehr vollstindig erwiesen. 

Nun endlich ergibt sich ohne Schwierigkeit auch der behauptete Satz 
itiber konforme Abbildung, zuniichst fiir das terniire Gebiet, dann aber, 
auf ahnliche Weise, auch bei unbestimmter Stufenzahl. In der Tat steht 


*) Die Punkte auf den Geraden irgend einer der oo* Linienketten, die ihre 
Geraden durch y schicken, bilden einen Kettenkomplex mit y als singulirem Punkt. 
Bildet man diesen Komplex in der auf S. 345 geschilderten Weise auf einen Punkt- 
raum ab, so erscheint das Durchschnittsgebilde des Kettenkomplexes mit dem Komplex 
(2%) = 0 als reell-geradlinige Rotationsfliiche 2. Ordnung. Je zwei verschiedenartige 
gerade Erzeugende dieser Fliiche sind die Bilder zweier erzeugender Ketten ©,, @,. 

**) Es liBt sich tibrigens einsehen, daB es keine Kongruenzen gibt, auf denen 
alle Fortschreitungsrichtungen irgend eines Punktes allgemeiner Lage Erzeugenden 
aweiter Art im Bildraume R, entsprechen. Daraus folgt die Behauptung im Texte 
ebenfalls. 
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auf der linken Seite unserer Mongeschen Gleichung eben der Ausdruck, 
der bei elliptischer oder hyperbolischer Hermitescher MaBbestimmung im 
Zihler der Formel fiir das Quadrat des Linienelementes auftritt. 

Die Forderung, da8 eine im Bildraume M,° reelle analytische Trans- 
formation eine Gleichung der Form 


dS"? = o(x, %)- dS? 


nach sich zieht, deckt sich aber mit der anderen, daB im komplexen 
Gebiete des Bildraumes, oder also, vom gewéhnlichen komplexen Gebiete 
aus gesehen, im hyperkomplexen Gebiete, die Gleichung dS?=0 die 
andere dS’? = 0 nach sich zieht. Offenbar lassen sich die angewendeten 
Schliisse, mit geringfiigigen Anderungen, auf diesen verwickelteren Fall 
iibertragen. 

Ubrigens folgt aus unserem Beweisgang noch der weitere Satz: 

Der elliptische und der hyperbolische (2n — 2)-dimensionale Hermite- 
sche Raum kinnen, auch im kleinen, weder geodiitisch noch konform auf 
einander oder auf eine Mannigfaltigkeit konstanten Kriimmungsmafes ab- 
gebildet werden, sobald n > 2 ist. 

Nicht erledigt mit diesen Sitzen sind natiirlich die Fragen nach 
entsprechenden Abbildungen von Mannigfaltigkeiten niederer Dimension, 
die in Hermiteschen Riumen enthalten sind. Wir fiigen nur noch eine 
kurze Bemerkung tiber konforme Abbildung zweidimensionaler Mannig- 
faltigkeiten (analytischer Kongruenzen oder Flaichen) hinzu, wobei wir 
der Kiirze halber wieder nur das ternire Gebiet beriicksichtigen. Diese 
Theorie unterscheidet sich nicht wesentlich von der Theorie der konformen 
Abbildung von Flichen in Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung. 
Ks ist aber bemerkenswert, daB es eine Familie von Kongruenzen (Fliichen) 
gibt, bei denen das Abbildungsproblem, und also die Auffindung aller 
isothermen Kurvenscharen keine Integration erfordert. Es sind das die 
(S. 334, Anm.) bereits besprochenen synektischen Kongruenzen, die ,,Kurven“ 
der gewodhnlichen analytischen Geometrie. Diese sind, wie bemerkt, 
geometrisch dadurch gekennzeichnet, daB sie an jeder Stelle allgemeiner 
Lage eine bestimmte Tangente zulassen, analytisch durch das identische 
Bestehen der Gleichung 

(« “3 oa) = (0, 


06 Or 
wo 6 und t wesentliche reelle Parameter sind. Man denke sich nun 
diese Parameter (und die von ihnen abhangigen Funktionen z;,) ins 
komplexe Gebiet fortgesetzt, und irgendwie als analytische Funktionen 
eines dritten Parameters t = o’ + ir’ dargestellt — so natiirlich, dab die 


Funktionswerte 6, t in den Existenzbereich der Funktionen 2,(6, 1) 
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fallen. Man erhiilt, wie leicht zu zeigen, auch dann noch nur Punkte der- 
selben Kongruenz, und die Bander o = const., rt’ = const. bilden ein 
isothermes System. Die Lésung der Aufgabe, zwei solche Kongruenzen 
konform aufeinander abzubilden, ist hiernach evident. 


14. 
Die parabolische Hermitesche MaBbestimmung. — Nachtrag. 


Von der elliptischen oder hyperbolischen Hermiteschen MaBbestimmung 
aus kommt man durch einen leichten Grenziibergang zu einer weiteren, die 
wir als parabolische Hermitesche MaBbestimmung bezeichnen und mit deren 
Hilfe wir die reelle Euklidische Geometrie auf fhnliche Art erweitern 
kénnen, wie wir zuvor die Nicht-Enklidische Geometrie erweitert haben 

Im Falle der ebenen, also vierdimensionalen Geometrie, auf deren 
Betrachtung wir uns auch hier beschrinken wollen, wird das absolute 
Gebilde, als Ort von hyperimaginiren Punkten, eine ideale Kette auf der 
uneigentlichen Geraden, und dieser Figur und dem zugehérigen realen 
(im vierdimensionalen Gebiete reellen) Polarsystem auf der uneigentlichen 
Geraden kommt hier eine ahnliche Bedeutung zu, wie in der reellen 
Kuklidischen Geometrie dem Paar der sogenannten unendlich fernen Kreis- 
punkte und dem zugehérigen absoluten Polarsystem, d. h. der Involution 
aufeinander senkrechter Richtungen. 

Bezeichnen wir die unendlich ferne oder uneigentliche Gerade mit 
“2, =0, so kénnen wir, soweit es sich um die Darstellung eigentlicher 
Punkte x = (a,, 2%, 7,) handelt, z,—1 setzen. Der Ausdruck fiir die 
»Lntfernung* (parabolische Hermitesche Entfernung) zweier eigentlicher 
Punkte x, y kann dann, unter Gebrauch solcher nicht-homogener Koordi- 
naten, auf die einfache Form 





(x,y) = V(Y2 — %) Ya — Zp) + (Ys — Xs) (Ys — Zs) 
gebracht werden, die im Falle reeller Punkte deren Euklidische Ent- 
fernung liefert. Nennen wir dann Normalkette irgend eine auf einer 
eigentlichen Geraden gelegene Kette, die den uneigentlichen Punkt dieser 
Geraden enthilt, so kénnen je zwei eigentliche Punkte z, y durch eine 
einzige Normalkette 


(1, Oly + TY, G23 + =¥s) 


ott ? ote 

verbunden werden, und diese ist ein geoditisches Band. Genauer: 
Der kiirzeste Weg zwischen zwei verschiedenen eigentlichen Punkten 
liegt auf der sie verbindenden Geraden und insbesondere auf der sie ver- 
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bindenden Normalkette, und die Liinge dieses Weges ist gleich dem abso- 
luten Betrag der Entfernung der beiden Punkte. 

Zu dem Ausdruck fiir die Entfernung zweier Punkte gehért ein 
zweiter fiir den Winkel zweier Geraden u,v. Setzen wir zur Abkiirzung 


(u|B) = U5, + tUgdz, 


so kommen wir durch Ubertragung der in § 6 angestellten Betrachtung 


e 


auf den vorliegenden Grenzfall zu der Formel 


Vw!) @! ») 
V(u| %) (ve) >) 

Fiir die oco*? Geraden durch denselben eigentlichen Punkt ergibt 
sich hieraus eine sphdrische Magbestimmung vom KriimmungsmaB Lins. 
Der Winkel zwischen zwei Geraden ist (bis auf Vielfache von 22) doppelt 
so groB wie der Winkel zwischen zusammengehérigen Fortschreitungs- 
richtungen (dx, dx), die auf diesen Geraden liegen (§ 6, S. 342). Im 
reellen Gebiete fallt der zweite Begriff (nicht etwa der erste) zusammen mit 
dem in der Elementargeometrie ,,Winkel“ genannten Begriff. Zwei kon- 
jugierte, d. h. der Gleichung (wu %)=0 geniigende reelle Gerade z. B. 
schlieBen einen Winkel =a mod.2z ein. In ihnen verlaufende reelle 
Fortschreitungsrichtungen stehen aufeinander senkrecht, d. h., sie schlieBen 


(wu, v) = 2 are cos mod. 27. 


° a eid . te 
einen Winkel = + — mod. 272 ein. *) 


Die Entfernung zweier Punkte ist charakteristische und zwar einzige 
unabhiingige Invariante einer transitiven Untergruppe (G,, H,) der Gruppe 
aller Kollineationen und Korrelationen. Wir werden diese Gruppe, die 


*) Die willkiirliche Konstante, die man in den Entfernungsbegriff unbeschadet 
seiner wesentlichen Eigenschaften aufnehmen kann, hatten wir im elliptischen Falle 
zugunsten der Einfachheit durch die Forderung bestimmt, daB die gerade Linie, 
als Ort ihrer oo* Punkte, das Kriimmungsma8 Zins erhalten soll, und ebenso der 
Punkt als Ort seiner co* Geraden. Im hyperbolischen Falle hat man entsprechend 
die Kriimmungmafe — 1 und + 1, im parabolischen die KriimmungsmafBe Null und 
Eins. Man kann aber natiirlich, wenn man will, die Begriffe auch anders fassen. 
Im parabolischen Falle z. B. kann man einen engeren Anschlu8 an die Ausdrucks- 
weise der Elementargeometrie erreichen, wenn man ,,Winkel zweier Geraden die 
mod. x oder mod. 2 (bei ,,orientierten Geraden) bestimmte GriBe 

are cos (ul) @)) 

Vili) (v|) 
nennt. Das Kriimmungsma8 eines als Ort seiner Geraden betrachteten Punktes wird 
dann + - Die Darstellung im Texte zeigt besser den Zusammenhang des vorliegenden 


Grenzfalls mit dem autokorrelativen elliptischen Fall. 
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ein Grenzfall ist der beiden zuvor erérterten und ebenfalls mit (G,, H,) 
bezeichneten Gruppen, die Gruppe der parabolischen Hermiteschen Be- 
wegungen und Umlegungen nennen. 

Abweichend von den friiher besprochenen Gruppen G, ist natiirlich 
die vorliegende Bewegungsgruppe nicht einfach: Sie enthalt die vier- 
gliedrige Gruppe aller reellen und komplexen Schiebungen als invariante 
Untergruppe, und diese ist selbst enthalten in einer fiinfgliedrigen in- 
varianten Untergruppe, die durch Zusammensetzung der Schiebungen mit 
den co! Transformationen der Gruppe 


L, = E% 2, L, = &% x, 


entsteht. Unterscheidet man die Transformationen der fiinfgliedrigen Gruppe 
nicht von der Identitit, so entsteht, als sogenannte Faktorgruppe von G,, 
eine dreigliedrige einfache Gruppe von der bekannten Zusammensetzung, 
die angibt, wie die uneigentlichen Punkte durch die Transformationen von 
G, untereinander vertauscht werden. (Vergl. § 4, S. 337.) 

Um unsere MaBbestimmung und die zugehérige Gruppe (G,, H,) zu 
bekannten Tatsachen in Beziehung zu bringen, setzen wir 


%=§&=—1, ~1=—& +18, t= &, + é&,, 


und deuten die GréBen &,, &, &,, &; als rechtwinklige Koordinaten in einem 
Raume von vier Dimensionen R,. Dadurch wird die Gesamtheit der 
eigentlichen Punkte im komplexen Gebiet eindeutig-umkehrbar und stetig 
abgebildet auf die Gesamtheit der eigentlichen reellen Punkte in R,, und 
der Ausdruck fiir die parabolische Hermitesche Entfernung zweier Punkte 
2, y wird itibergefiihrt in den Ausdruck fiir die Euklidische Entfernung 
ihrer beiden Bildpunkte &, 7: 


(6, 1) = V(%%2 — 4) + (tis — &5)* + (ma — £4)? + (ts — £5)”. 

Die parabolische Hermitesche MaBbestimmung gehort also zu denen vom 
konstanten KriimmungsmaB Null. 

Sie verhalt sich daher in sehr wesentlichen Punkten abweichend von 
den zuvor erérterten Arten der MaSbestimmung: Erstens gestattet der 
letzte Ausdruck nicht nur die 2-oco* Transformationen, die wir para- 
bolische Hermitesche Bewegungen und Umlegungen genannt_hatten, 
sondern die ganze Gruppe (G,,, H,,) der Euklidischen Bewegungen und 
Umlegungen in R, (von denen die nicht in G,, H, enthaltenen im ter- 
niren Gebiete weder synektisch noch antisynektisch sind). Zweitens gibt 
es jetzt bekanntlich eine umfassendere Gruppe (G,;,, H,;) konformer Ab- 
bildungen, darunter die 2-co' <Ahmnlichkeitstransformationen in R,, und 
drittens gibt es eine umfassendere Gruppe geoddtischer Abbildungen, die 
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ebenfalls die Ahnlichkeitstransformationen umfassende reell-kontinuierliche 
Gruppe G,, aller reellen Kollineationen in R,. 

Ks ist nicht schwer, sich von den vorliegenden Verhiltnissen genauere 
Rechenschaft abzulegen; wir wollen aber nur noch kurz ausfiihren, wo- 
durch, im Bildraume F,, die Transformationen von G,, H,; von den 
iibrigen Transformationen der Gruppe G,), H,, sich unterscheiden. 

Hierzu kommen wir ohne weiteres, wenn wir bemerken, dab die 
singuliren Stellen der benutzten Abbildung beiderseits die uneigentlichen 
Punkte sind. Die oo? uneigentlichen Punkte im terniiren Gebiet werden 
bei dem AbbildungsprozeB zu je einer geraden Punktreihe auseinander- 
gezogen, die im uneigentlichen R, des R, verliuft, und diese oo? reellen 
uneigentlichen Geraden bilden eine in bezug auf das absolute Gebilde in 
R, parataktische Kongruenz 1. 0. 1. Kl. ohne reelle Brennlinien: Es 
entsteht eben die Figur, die wir bereits in § 6 aus fabnlichem AnlaB 
beschrieben haben. 

Bilder der eigentlichen Geraden des terniiren Gebietes werden nun- 
mehr die co* reellen eigentlichen Ebenen in R,, die den uneigentlichen 
R, in je einer Geraden der ausgezeichneten Linienkongruenz schneiden. 
Wir wollen sie syncktische Ebenen nennen. Bilder der oo® Normalketten 
oder geoditischen Binder im terniiren Gebiet werden die co® eigentlichen 
reellen Geraden in R,. Sie werden in den oo® eigentlichen Ebenen des 
R, zu co? zusammengefabt: Im vorliegenden Falle ist also nicht jede der 
oo’ Kettenkongruenzen zugleich geoddtische Kongruenz, sondern es haben nur 
oo® unter thnen diese Eigenschaft, jede solche aber auf co* Arten. Es sind 
das, abgesehen von den schon betrachteten synektischen Kettenkongruenzen, 
den eigentlichen Geraden des terniiren Gebietes, die co® Kettenkongruenzen, 
deren Reziproke die uneigentliche Gerade enthalten — darunter die Kon- 
gruenz der reellen Punkte. Die co’ iibrigen suf eigentlichen Geraden 
gelegenen Ketten werden abgebildet als die oo*- oo® irreduzibelen reellen 
Kreise, die in den co* synektischen Ebenen liegen, die co* nicht-normalen 
Kettenkongruenzen als gewisse Normalregelfliichen 3. Ordnung, usw. 

Die Gruppe (G,, H,) der parabolischen Hermiteschen Bewegungen und Um- 
legungen ist nunmehr als Untergruppe der Gruppe G,, der reellen Euklidischen 
Bewegungen in R, dadurch gekennzeichnet, dap sie die co* auf co Parallelen- 
biindel verteilten synektischen Ebenen nur untereinander vertauscht. 


Natiirlich kann man auch die Gruppe (G,,, H,,) aller Kollineationen 
und Antikollineationen im gewéhnlichen R, darstellen. Man erhalt dann 
offenbar eine weder projektive noch konforme Gruppe. Um ein Punkt- 
kontinuum zu haben, in ‘dem alle Transformationen der im gewéhnlichen 
(Euklidischen) R, interpretierten Gruppe (G,,, H,,) iiberall wohldefiniert, 
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eindeutig und stetig sind, mu8 man je co’ uneigentliche Punkte, die auf 
einer der bezeichneten Kongruenzlinien liegen, als aiquivalent betrachten. 
Die ,,uneigentlichen Punkte“ bilden dann — abweichend von den Punkt- 
kontinuis der projektiven und konformen Geometrie — eine zweifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die als ,wneigentliche synektische Ebene“ wird 
bezeichnet werden diirfen. Das so erklirte neue Punktkontinuum R,’ ist dann 
ebenso vollkommen eindeutig und stetig auf das terniire Punktkontinuum 
abgebildet, wie die Mannigfaltigkeit M,°, die wir in § 10 zur Abbildung 
benutzt hatten. Gleichzeitig sind die co* synektischen Ebenen — mit 
Einschlu8 der uneigentlichen — auf das Kontinuum der cot Geraden im 
terniren Gebiet in bestimmter Weise abgebildet. Vereinigte Lage von 
Punkt und synektischer Ebene wird nicht gestért durch die Gruppe 
(Gy,, Hj,), und diese umfaBt alle Punkttransformationen der Art. Zu 
diesen kommen dann noch 2 - oo (Beriihrungs-) Transformationen, die 
die Punkte mit den synektischen Ebenen vertauschen, nimlich die Korrela- 
tionen und Antikorrelationen des ternaren Gebietes. 

Man wird bemerken, daB im Raume R,’ der Begriff der synektischen 
Ebene gegeniiber dem gewoéhnlichen Begriff der (projektiven) Ebene ver- 
schoben ist: Die synektische Ebene hat wie die Gerade des terniiren Ge- 
bietes, deren Bild sie ist, den Zusammenhang einer Kugelfliche. 

Die reell-primitive Gruppe G,, wird, wie wir schon in § 1 bemerkt 
haben, nach Fortsetzung ins komplexe Gebiet (zweifach) imprimitiv, und 
sie kann auch auf Grund dieser Tatsache konstruiert werden. Man nehme 
im projektiven Punktkontinuum des R, eine imaginiire Gerade an, die 
keinen reellen Punkt enthilt. Von der konjugiert-imaginiren Geraden 
gilt dann dasselbe, und beide sind in einem reellen R, eingeschlossen, 
und sie bestimmen in diesem eine Kongruenz 1. 0. 1. Kl. ohne reelle 
Brennlinien.. Diese Figur kénnen wir mit der soeben besprochenen 
identifizieren. Jede der beiden konjugiert-imaginiren Geraden ist nun 
Tragerin eines Biindels imaginarer paralleler EKbenen, und zwei konjugiert- 
imaginaére von diesen oo* Ebenen schneiden sich entweder in einem auBer- 
halb R,, also im Endlichen, gelegenen reellen Punkt, oder in einer 
reellen Geraden der mehrfach erwihnten Kongruenz. Man erhiilt nun 
die Gruppe G,,, indem man das eine Ebenenbiindel einer beliebigen Kolli- 
neation mit komplexen Koeffizienten, und das andere der konjugiert-komplexen 
Transformation unterwirft. Die Gruppe ist iiberall wohldefiniert, ein- 
deutig und stetig, sobald man — wie oben — die Punkte auf einer 
Geraden der Kongruenz 1. O. 1. Kl. nicht unterscheidet, oder also, sobald 
man das Kontinuum der oo‘ eigentlichen reellen Punkte durch oo? ,,un- 
eigentliche Punkte“ abschlieBt, deren jeder co’ Punkten auf einer ge- 
wissen Geraden von FR, aquivalent ist. Der Punktraum R, fndert damit 
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seinen Zusammenhang — er geht in den Punktraum R,’ iiber, der ein- 
deutig-umkehrbar und iiberall-stetig dem terniiren komplexen Gebiet 
entspricht. 

Irgend eine Untergruppe G,, H, z. B. hyperbolischer Hermitescher 
Bewegungen und Umlegungen in FR, zu deuten, bietet ebenfalls keine 
Schwierigkeit. Man kann die Abbildung so einrichten, daB eine vorgelegte 
dieser Untergruppen durch Festhalten einer gewdhnlichen (Euklidischen) 
sphirischen Mannigfaltigkeit bestimmt wird. Irgend ein geoditisches Band 
oder irgend eine Normalkette erscheint dann als Kreis, der in einer 
eigentlichen synektischen Ebene liegt und die Schnittkurve dieser Ebene 
mit der sphirischen Mannigfaltigkeit unter rechtem Winkel trifft (recht- 
winklig trifft im Sinne der gewéhnlichen Euklidischen Geometrie). In ahn- 
licher Weise lassen sich die Grappen (G,, H,) elliptischer Bewegungen 
und Umlegungen deuten. Man kann hier leicht iibersehen, wie sich der 
parabolische Fall, in dem die Gruppen (G,, H,) in projektive und zugleich 
konforme Gruppen tibergehen, als Grenzlage zwischen die beiden anderen 
einschiebt. 


Die vorliegende Arbeit bildet einen Auszug aus Untersuchungen, die den Haupt- 
gegenstand einer im Sommer 1904 zu Bonn gehaltenen Vorlesung gebildet haben. 

Der Gedanke, aus Hermiteschen Formen eine Art projektiver MaSbestimmung 
abzuleiten, ist, wie dem Verfasser neuerlich bekannt wurde, bereits von Herrn 
G. Fubini ausgesprochen worden, in einer Arbeit, die der Verfasser vor Absendung 
seiner eigenen an die Redaktion der Mathematischen Annalen noch hat einsehen 
kénnen. (Sulle metriche definite da una forma Hermitiana, Istituto Veneto, LXII, 2, 
1904). Ihm gebiihrt also, in bezug auf diesen Gedanken und einige weitere Einzel- 
heiten, die Prioritiit. Wir kénnen indessen mit dem Inhalte seiner Verdffentlichung 
uns nicht ganz einverstanden erkliren. Auch Herr Fubini betrachtet die von uns 
Normalketten genannten Binder, und auch er bezeichnet sie als geodiitisch. Wihrend 
er aber einen umstiindlichen Beweis dafiir bringt, daB diese Figuren geodiitische 
Bander sind auf den Geraden, auf denen sie liegen, liB®t er die Eigenschaft im 
Dunkeln, auf die es vor allem ankommt, und die wirklich des Beweises bedarf. 
Der Satz von der Geraden als kiirzestem Weg wird, trotz des Namens geodetica, 
nicht auf das komplexe Gebiet ausgedehnt. (Der Verfasser hat diese Erweiterung 
im Juli 1903 vollzogen und damals verschiedenen Mathematikern — Engel, Kowa- 
lewski, Coolidge — mitgeteilt.) Besser vermieden wird hier auch der Gebrauch 
des Wortes systatisch, das schon eine bestimmte hier nicht zutreffende Bedeutung 
hat. Endlich erscheint uns bei Fubini das begriffliche (und analytische) Riistzeug 
nicht geniigend entwickelt, da es gewisse Elemente unberiicksichtigt liBt, die nicht 
ausgeschlossen werden diirfen. 


Bonn, 2. August 1904. 








378 











ert rrr Ser} 


E. Srupy. Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet. 


Inhalt. 


a he Mil are a ea ee a a eS ae Saat. Hao eo eS 
Hermitesche hyperbelieche MaSbestimmung auf den eteutenn gueden Linien 
Kiirzeste Wege bei hyperbolischer Hermitescher MaBbestimmung 

Die elliptische Hermitesche MaBbestimmung. .............. 
Volumelemente und Gesamtvolumen des elliptischen Hermiteschen Raumes . 
Der Winkel zweier Geraden im elliptischen Hermiteschen Raume. 

Die geoditischen Mannigfaltigkeiten und das Riemannsche Srthenenqund 
Kettentripel und Figuren abhingiger Punkte ‘ 

Auftreten dieser Figuren in der Hermiteschen Maftgoomsetrie ; ; 
Elliptische Hermitesche Riume, die in gewdhnlichen elliptischen entihadion 

sind 


. Grenzfille. Elliptische Hermitesche Riume, die in gewéhnlichen Euklidischen 


oder hyperbolischen enthalten sind 
Einige gruppentheoretische Folgerungen 


. Konforme und geodiitische Abbildung in Hermiteschen Rumen . 
. Die parabolische Hermitesche MaSbestimmung. Nachtrag, betreffend eine 


Arbeit des Herrn G. Fubini 


Seite 
821 
825 
328 
331 
337 
340 
343 
346 
351 


353 









G. Faser. Funktionen mit vorgeschriebenen Singularititen. 


Uber analytische Funktionen mit vorgeschriebenen Singularitaten. 


Von 


GeorG Fazer in Wiirzburg. 


Die folgenden Ausfiihrungen liefern eine Ergiinzung des ersten 
Mittag-Lefflerschen Theorems*), auf die, wiewohl sie sehr naheliegend 
ist, bisher niemand aufmerksam gemacht zu haben scheint; es handelt 
sich der Hauptsache nach um den Beweis der Existenz und um die Kon- 
struktion analytischer Funktionen, die an den Punkten Ly, Ly, +++ einer 
beliebigen isolierten, d. h. keine ihrer Haufungsstellen enthaltenden Menge 
ein bestimmt vorgeschriebenes singulires Verhalten zeigen. Unter den 
Singularitiiten werden nicht nur Pole und wesentlich singulire Stellen, 
sondern auch beliebige Verzweigungen zugelassen. 

Im ersten Paragraphen betrachte ich den einfachsten Fall, in dem 
die w; nur eime Hiufungsstelle besitzen; ich gebe daselbst zugleich mit 
den angekiindigten Verallgemeinerungen einen neuen Beweis des ersten 
Mittag-Lefflerschen Theorems, der sich von dem einfachen Beweise 
Weierstra8’ einigermaBen und noch mehr von dem urspriinglichen 
Mittag-Lefflers unterscheidet; nachtriglich bemerkte ich, daB die er- 
weiternden Betrachtungen auch im allerengsten AnschluB an den Weier- 
straBschen Beweis durchgefiihrt werden kénnen, und bediene mich daher 
im zweiten Paragraphen, wo die Menge der x, nur als isoliert voraus- 
gesetzt wird, dieser bekannten SchlufBweise. 

Wihrend es also in diesen Paragraphen darauf ankommt, Funktionen 
mit beliebig vielen gegebenen Singularitiiten zu konstruieren, wird im 
dritten und vierten Paragraphen das umgekehrte Problem in Angriff ge- 
nommen und vollstindig erledigt; nimlich, von einer vorgelegten Funktion 





*) Da Herr Mittag-Leffler seinen Namen mit zwei fundamentalen Sitzen 
der Funktionentheorie verkntipft hat, ist es wohl angemessen, seinen die Herstellung 
eindeutiger Funktionen mit vorgeschriebenen singuliren Stellen betreffenden Satz als 
erstes Mittag-Lefflersches Theorem 2 bezeichnen, hingegen der von ihm bewiesenen 
Darstellung einer jeden monogenen Funktion durch eine Reihe von Polynomen den 
Namen des zweiten Mittag-Lefflerschen Theorems beizulegen. 
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F(x) mit den isolierten Singularititen z,, 7,,--- eine derselben z. B. x, los- 
zulésen, d. h. eine Funktion G(x) zu konstruieren, von der Art, daB die 
Differenz F(x) — G(x) sich an der Stelle x, regulir verhilt, wihrend 
sie sonst iiberall das gleiche Verhalten wie F(x) zeigt. 

Im fiinften Paragraphen endlich werden fiir mehrere Verdnderliche 
Siitze aufgestellt, die den in den beiden ersten Paragraphen fiir eine Ver- 
iinderliche gefundenen analog sind. 


§ 1. 


Darstellung einer Funktion, deren Singularitiiten ‘sich gegen 
Unendlich hiufen. 


Es sei eine abzaihlbare Menge komplexer Zahlen x,, 2,,--- gegeben 
und zwar sei 
(1) [41] 2 |%l, 
(2) lim 2; = 00; 


ferner sei eine unendliche Folge analytischer Funktionen G, (x), G,(«),--- 
vorgelegt und es habe G,(x) im Endlichen die einzige singulire Stelle z,; 
wenn also G,(x) eindeutig ist, so ist es eine ganze rationale oder eine 
ganze transzendente Funktion von —} ist aber G,(x) mehrdeutig und 


daher x, ein Verzweigungspunkt, so mu als weiterer Verzweigungspunkt 
die Stelle co zugelassen werden; die beiden singuliren Stellen x, und co 
denke man sich dann durch eine beliebige Linie LZ, verbunden; solange x 
L, nicht iiberschreitet, hat man es mit jenem eindeutigen Zweige der 
mehrdeutigen Funktion G(x) zu tun, der im folgenden ausschlieBlich 
betrachtet wird. Die Linien L, seien so gezogen, da sie einander im 
Endlichen nicht schneiden. 

Es soll nun eine Funktion F(x) mit folgenden Eigenschaften ge- 
bildet werden: 

F(a) verhalt sich im Endlichen iiberall mit Ausnahme der Stellen 
24, %,-+- regular und bleibt eindeutig, solange x keine der Linien JL; 
iiberschreitet; die Differenz F'(«)— G(x) ist auch an der Stelle x; regular 
und laBt sich daher in einer gewissen Umgebung dieser Stelle nach 
steigenden Potenzen von «— wz; entwickeln. F(x) —G,(x) bleibt dem- 
nach auch eindeutig, wenn x die Linie L, iiberschreitet. 

Es werde einstweilen angenommen, daB die Nullstelle sich nicht 
unter den 2, befindet; dann laBt die Funktion G,(z) (¢=1,2,---) fiir 
\a| <|x,| die Entwickelung zu: 


(3) G(x) = p(x) = > al 2’. 
t') 








id 


he 
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Fiir die Koeffizienten a‘? liefert der Cauchysche Satz von der GréBe des 
Konvergenzradius die Beziehung 

(4) lim Via] = +. 
Bedeutet daher ¢,, &,--- eine monoton der Null zustrebende Folge posi- 
tiver Zahlen, so laBt sich eine Reihe wachsender ganzer Zahlen n,, mg, - - - 
bestimmen von der Art, daB 


V |as| < es * fir v>n,, 
11 








Vg) cits 
Me l<"ar'| 
= 1+ { fiir va, 
Vid] < tte | 
(5) ka % 
Via) -1+% 
Wal <e 
@) -1+% 
Vas I< | ar, | fir v>n,. 
JO) -1+& 
Vlas | < Tail 
Eine andere Folge wachsender ganzer Zahlen ist J,,1,,---; die J, 
S 8 1» “9 


hingen mit den n, durch folgende Gleichungen zusammen: 
1,=0, solange vin, 
(6) =1, ” m Svc, 
l=t, ” nm SV< M,;. 
so da8 die Beziehungen 
(6) t<l, und vn, 
gleichwertig sind. 
Da die Ungleichungen (5) um so mehr bestehen bleiben, wenn man die 
n, vergroBert, so darf x, >v vorausgesetzt werden, worauf aus (6) folgt: 


l,< v, sowie — und hierauf kommt es bei dem folgenden Beweise 
allen an —: 
(7) lim Vi, = 1. 


Ferner werden folgende Zahlen 6°” gebildet 
wy —0 fir v<n, 
bY = a 4 a +...4 a far » =n, 


(8) 
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und unter }” das verstanden, was aus }°) entsteht, wenn 


as) a a) an... a a = 0 
gesetzt wird. 


Ich betrachte nun die Potenzreihen 
(9) B.(2) =>? |o??| 2” 


Der wahre Konvergenzradius von %,(2) ist gleich |z,|. Fiir das 
folgende geniigt es zu zeigen, daB er nicht kleiner ist, d. h. daB 
lim Vio | < es 
v=@ = | 
ist; es ist aber fiir v > n,: 
k (k k+1 ly 
OP = ay + ayt) 4-..+4 al”, 
also 
BO) < la + la@t?| +... 4 la 


<(i+4,)” (- _ = +-°°+ = :) (nach (5) u. (6’)) 


x,|” Pe +4) 
git’ 
= | a, |” 
woraus mit Benutzung von (7) folgt, wie behauptet: 
(10) lim V\ii|<+.. 

¥=@ \k 


Diese Beziehung bleibt samt ihrer Herleitung in Geltung, wenn man 
simtliche a, durch ihre absoluten Betrage ersetzt. 
Schreibt man daher Bez) als iterierte Reihe: 


(11) B.(@) “2 (3 9 i2| < lal 


so darf in derselben nach dem eee Doppelreihensatze die 
Summationsfolge vertauscht werden; dadurch erhilt man, wenn man noch 


beachtet, daB der Term a“ in (11) nur vorkommt, wenn u <1, und mit- 
hin (nach (6’)) v> n, ist: 


a2) ®(2) >} (Sos) 
— / Mep1-1 \ 
- (ne cand a") + + (Milo ~ > oe Sony 


0 








ie 


t- 
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speziell 
“ 


(18) B, (2) -> ( P. (@) — Ss a‘ a), 


Es wird nun behauptet: Die Potenzreihe $8,(x) ist das Element einer 
analytischen Funktion F(x), die sich im Endlichen iiberall regulér verhdilt 
mit Ausnahme der Punkte x;; in der Umgebung des Punktes x, ist dagegen 
die Differenz F(x)— G(x) reguliren Verhaltens. 

Ist X ein von den a, verschiedener Punkt und |X! < | 2,|, so zer- 
lege man fiir den Beweis die um den Nullpunkt giiltige Entwickelung 
F(x) = $,(~) im die Summe: 


my-1 


B@) = -> (wa) —5 —> a2 “) + B,(@). 


Von diesen k Summanden ist der letzte eine fiir s = X konvergente 

Potenzreihe, wihrend die analytische Fortsetzung der iibrigen k — 1 
Ny —1 

Summanden sich in X regular verhilt; denn p,(«)— >» at 2” ist ein 


0 


ny,—1 


Element der analytischen Funktion G, (x) a a‘) a”, welche im 


Endlichen nur die singulire Stelle x, hat. Subtrahiert man aber von 
F(x) die Funktion G,(x), mithin von der Entwickelung um den Null- 
punkt die Reihe p,(x), so entfillt, wie behauptet, auch die singulire 
Stelle z,. Eine von F(x) verschiedene Funktion mit dem gleichen Ver- 
halten kénnte sich von F(x) nur um eine im endlichen iiberall regulire 
Funktion, d. h. um eine ganze rationale oder eine ganze transzendente 
Funktion unterscheiden. 

Ist x, kein Verzweigungspunkt, so ist es méglich, G,(x), also auch 
p,(v), durch die bestaindig konvergente, eventuell auch abbrechende 
Potenzreihe 


(14) G2) =} & ( ee | 


0 


darzustellen. Man hat daher, falls keiner der Punkte 2; ein Verzweigungs- 
punkt ist, die folgende in der ganzen Ebene giiltige Entwickelung 


(15) F(a) -> (> = wey -S a” ), 


die véllig mit derjenigen des Herrn Mittag-Leffler tibereinstimmt. 
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Die Reihe auf der rechten Seite von (15) konvergiert gleichmiabig 
fiir alle von den x, verschiedenen x, deren absoluter Betrag kleiner als 
die beliebige Zahl r ist; ist naimlich |x7,°> rr, so ist der Rest dieser Reihe 
vom ik" Gliede ab die fiir «| <r gleichmaéBig konvergente Potenz- 
reihe $,(z). 

Ist x, ein Verzweigungspunkt, so ist eine in der ganzen Ebene 
giiltige Darstellung von G,(x) nicht méglich; dagegen lift sich nach dem 
zweiten Mittag-Lefflerschen Theorem G,(x) immer durch eine nach 
Polynomen fortschreitende und in der ganzen Ebene mit Ausschlu8 der 
Linie L, konvergente Reihe darstellen. 

Soll auch «=O ein singuliirer Punkt von F(x) werden, so hat 
man zu den bisher gefundenen Ausdriicken eine Funktion G(x) zu 
addieren, die man, jenachdem G,(x%) verzweigt oder unverzweigt ist, als 


bestiindig konvergente Potenzreihe von = oder als eine iiberall auBer auf 


einer Kurve ZL, konvergente polynomische Reihe annehmen wird. 
Wenn anstatt des Punktes oo ein endlicher Punkt a Hiiufungsstelle 
der x; wird, so hat man die bisher benutzten Potenzreihen p,(%) und 


$,(z) nur durch solche zu ersetzen, welche nach Potenzen von ——~ 


fortschreiten. 
§ 2. 
Funktionen, deren Singularititen eine allgemeine isolierte Menge 
bilden. 


Das im ersten Paragraphen abgeleitete Theorem li®t genau wie das 
Mittag-Lefflersche eine viel allgemeinere Fassung zu. 

Es bedeute jetzt 2,, 2,,--- eine beliebige isolierte Punktmenge; 
jedem Punkte «, laBt sich dann ein Punkt a; zurechnen von folgenden 
Eigenschaften: 

(1) a, ist Hiufungsstelle der z,, 7, 2,,--- 

(2) lim |a;— z,| = 0. 


; ee 1 
(Ist einer der Punkte a;= 0, so ist hier |a,;—,| durch Z| zu ersetzen; 
x; | 


auf die weiter dadurch bedingten selbstverstiindlichen Modifikationen 
sowie auf die aus der Annahme z;=0 sich ergebenden wird im folgenden 
nicht weiter eingegangen.) 

Ferner sei G,(x) eine analytische Funktion, die entweder die eine 
singulire Stelle x, oder die beiden Verzweigungspunkte 2; und a, besitzt; 
in letzterem Falle seien x; und a, durch die Kurve L, verbunden, die 
von keiner anderen L, auBer etwa in a, getroffen wird. 
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Der Wert von G,(a) ist iiberall, die Linie Z, ausgenommen, als 
definiert zu betrachten; fiir alle von x, und a, verschiedenen Punkte von 
L, kann unter G(x) ein willkiirlicher der beiden in Betracht kommenden 
Werte verstanden werden. 

AuBerhalb der durch die Ungleichung | « — a,| < |\x;— a,| definierten 
Umgebung des Punktes a, verhilt sich G;(x) regular und es gilt also 
die Entwickelung: 


= 31a (_1_Y. 
(3) G(2) = >} a? (5=3) 
0 
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz dieser Reihe fiir 
(4) |v —a,|>o|",—a,|, 


wo @ irgend eine positive Konstante >1 ist, laBt sich eine ganze Zahl 
n, so bestimmen, daB 


(5) | > ay boa 


ist fiir alle der Ungleichung (4) geniigenden x; die ¢, denke man sich 





ao 
. a . 
so vorgeschrieben, dab >! g, konvergiert. 
1 


Dann konvergiert auch die Reihe 


n;—1 \ 


(6) F(a) -> («, (2) — > a? (4.)) 


fiir irgend einen von den 2; und deren Hiiufungsstellen verschiedenen 
Wert «=z und laBt sich in einer gewissen Umgebung dieser Stelle nach 
steigenden Potenzen von x — z entwickeln. 


Da namlich nach der iiber z gemachten Voraussetzung die Differenz 
\2—a,| fiir jedes a, gréBer bleibt als eine gewisse positive Zahl o, also 


le+h—a,|> =; wenn nur |h| < = gewahlt ist, und da andrerseits 
lim ja; — #,,| = 0, so muB schlieBlich fiir i> und fiir alle h mit einem 


absoluten Betrage < < 


(7) je+h—a,| >o|x,—a,| 
sein. 


Mathematische Annalen. LX. 
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Zerspaltet man daher die Reihe (6) fiir F(x) in die zwei Summen: 


oui nj—1 
F (a2) = > (Ge) -> ay E- J) 
0 . / 


1 


(8) pa n;—1 « 
i 1 y 
+>! (a —SoP(@4,)), 
n+1 0 
so bleibt die zweite Summe fiir alle x=2+h, wo h< : ist, kleiner 


als >! é,, konvergiert demnach gleichmiaBig fiir alle diese Werte von x 
n+l 

und stimmt so in der Umgebung des Punktes x =z mit dem Elemente 

einer reguliiren analytischen Funktion iiberein; der erste Summand aber 

ist eine endliche Summe analytischer Funktionen, von denen jede einzelne 

nach Voraussetzung im Punkte z reguliren Verhaltens ist. 

Genau so zeigt man, daB F(x) nach Subtraktion von G;(x) auch im 
Punkte 2, regular ist. 

In verschiedenen Konvergenzgebieten kann F(x) bekanntlich ver- 
schiedene Funktionen darstellen. 

Die beiden iiber G,;(#) gemachten Voraussetzungen lassen sich noch 
bedeutend erweitern; es kam beim Beweise nur darauf an, dab G,(x) 
auBerhalb des Kreises |x —a,|=|a,—a,| regular ist; die Annahme, dab 
G,(a) in diesem Kreise héchstens noch die singulire Stelle 2 = a; besitzt, 
war fiir den Beweis ganz unerheblich; G;(x) darf vielmehr innerhalb 
dieses Kreises und auf demselben noch beliebige singuliire Stellen haben, 
die nur simtlich weder der aus den Singularitaten der iibrigen G, be- 
stehenden Menge noch der Ableitung dieser Menge angehéren diirfen, 
wenn F(x) — G;(a) dort reguliiren Verhaltens sein soll. Insbesondere ist 
es erlaubt anzunehmen, daB der zweite Verzweigungspunkt von G;() 
statt des Punktes a; ein beliebiger von den iibrigen x, verschiedener 
Punkt 2,’ sei. 


§ 3. 
Umkehrung des Darstellungsproblems. 


Nachdem in den beiden vorigen Paragraphen gezeigt worden ist, 
wie sich eine Funktion mit vorgeschriebenen Singularitiiten bilden laBt, 
ist es angebracht nachzuforschen, ob eine beliebig vorgelegte Funktion 
®(x) mit den isolierten singuliren Stellen z,, z,,--- in die angegebene 
Form, die den Anteil der einzelnen Singularitiiten deutlich hervortreten 
laBt, gebracht werden kann. Ein Pol oder eine wesentlich singulire 








\e 


ad 
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Stelle w; bereiten hier nicht die geringste Schwierigkeit, da dieselben zu 


einer bestindig konvergenten (im Falle des Pols abbrechenden) Potenz- 


reihe von _ me AnlaB geben. Handelt es sich aber um einen Ver- 


zweigungspunkt z;, so kann das in Frage stehende Problem, wenn man 
sich auf den einfachsten, aber alle wesentlichen Merkmale des allgemeinen 
zeigenden Fall beschrinkt, folgendermafen formuliert werden: 

®(x) sei eine analytische Funktion mit den singuliren Stellen 
%,%,***, deren einzige Hiufungsstelle a ist. 2; sei ein Verzweigungs- 
punkt und von ihm sei unter Vermeidung der iibrigen Punkte x, die 
Linie DZ; bis zum Punkte a gezogen; ist # ein Punkt dieses Schnittes 
und sind ®(#,) und ®(%,) die beiden im allgemeinen verschiedenen Werte, 
die ®(a) am linken und rechten Ufer*) desselben annimmt, so ist zu 
zeigen, dap es eine analytische Funktion G;(x) gibt, die nur die zwei 
singuléren Stellen x; und a besitzt und an denselben so verzweigt ist, dap 
fiir alle Punkte & von L; die Gleichung 


besteht.**) 
Die Funktion (xz) — G;(x) ist dann in der Umgebung des Punktes w; 


Z=— x; 


eindeutig und durch weitere Subtraktion einer ganzen Funktion :( ") 


1 wird die Singularitit im Punkte x; ganz aufgehoben. 


é 


9@5°*% 


Kennt man die Funktionen G;(#) und 9(=—z) fir i=1,2 


so steht der im ersten Paragraphen angegebenen Darstellung von (2) 
nichts mehr entgegen. 

Ehe ich (in § 4) den Existenzbeweis fiir G;(x) allgemein fiihre, mache 
ich, um die Rechnungen zu vereinfachen, in diesen Paragraphen die ein- 


schriinkende Voraussetzung, daB das Integral f (®(@) — O(&,)) dz absolut 
L; 

konvergiert. Diese Voraussetzung bezieht sich nur auf die Umgebungen der 

Stellen x; und a, da ja O(x) auf L; weiter keine Singularitiiten aufweist; 

auch die iibrigen im folgenden vorkommenden Integrale, in deren Integrand 


*) Das linke Ufer ist dasjenige, das man beim Fortschreiten von 2, bis a zur 
linken behiilt. 

**) Existiert eine solche Funktion G,(«), so gibt es unendlich viele, da die ver- 
langten Eigenschaften erhalten bleiben, wenn zu G,(«) eine beliebige eindeutige nur 
in x, und a singulire Funktion addiert wird. — Unter «, und a stelle man sich 
zuniichst im Endlichen gelegene Punkte vor 


25* 
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®(Z,) — 9(#,) als Faktor auftritt, konvergieren dann absolut fiir jedes 
nicht auf ZL; gelegene x; insbesondere 


O(z,) — O(& 
(2) I(a) = = f a oe 
%; 


x—zx 


Im folgenden soll der Kiirze halber (%,) — O(%,) =f() gesetzt 
werden. 

Ich behaupte nun: Das Integral J(ax) ist eine in der ganzen lings 
L; aufgeschnittenen Ebene regulire analytische Funktion von x, die an dem 
Schnitte L; die vorgeschriebene Unstetigheit f(%) aufweist. DaB J(x) eine 
analytische Funktion ist, folgt daraus, daB J(x) in dem betrachteten 
Kontinuum iiberall einen bestimmten Differentialquotienten besitzt; es 
ist namlich 
(s)  Z@t+N—J@_ 1 f _ f@de 

h sat, (@— x) (w®— a —h) 

1 (f@@ ih ° f @) az 
ated (x — ax)? Sat! (@ — x)* @ — x —h) 


v v 











x+h sei in einer solchen Umgebung von x gewahlt, in welcher kein 
Punkt von L; liegt, dann bleibt das zweite auf der rechten Seite von (3) 
auftretende Integral f —— +h —-. unter einer endlichen Grenze, der 
’, (% — x)? (@ —x—h) 

zweite Summand verschwindet daher mit dem Faktor h, wihrend der 
erste den Differentialquotienten von F'(x) darstellt. 

Etwas umstindlicher ist der Beweis fiir die Behauptung, dab 

J (%,) — J(#,) = f(@) 

ist; es wird dabei vorausgesetzt, dab ZL; eine iiberall stetige 'Tangente 
besitzt. Dann lat sich, wenn 7 einen beliebigen von «; und a ver- 
schiedenen Punkt auf LZ; bedeutet und derselbe als Mittelpunkt eines Polar- 
koordinatensystems gewahlt wird, diese Kurve in der Umgebung von 7 
durch die Gleichung: gy = g(r) darstellen; fir r=0O wird m=, der 
Winkel, den die Tangente im Punkte 7 mit der positiven reellen Achse 
bildet; variiert r zwischen —o@ und +g, so bleibt m in den Grenzen 
Po + und | g’(r)| unter einer endlichen Schranke. 

Auf der Normalen von Z; im Punkte 7 nehme man zur linken und 
rechten der Tangente die Punkte 2, = 7+ «(—sing,+icosg,) und 


*) Ahnliche Integrale wie (2) haben in anderem Zusammenhang schon Stieltjes 
und Borel betrachtet; s. Borel, Legons sur les séries diverg. (Paris 1901); Chap. II; 
wegen der im Texte benutzten Beweismethode vergl. insbesondere p. 69. 





: 
I 
i 
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Z, = % — é(— sing, + 7 cosg,) an und bilde die Differenz J(z,) — J(2,); 
diese muB sich fiir verschwindendes ¢ auf f(2) reduzieren. Man findet 


i ss ons i 
® I-I@)-in) soeene 
| 4 


‘ 


oe f f (&) (sin my, — 7 cos g,) d& 
mi.) (@— 2)?*— e*(sin g, — i cosg,)* 
L; 


’ 


Wird bei der Integration die vorhin erwahnte durch die Ungleichung 
—o<r<+o erwihnte Umgebung der Stelle 7=2 iibersprungen, so bleibt 


. 
‘ "(%) (sin gm, — i cos g,) d& : : 
das restierende Integral | [@) « Po 10S Fo) “*, unter einer endlichen 
J (— Z)*—e*(sing, — icosg,)? 
von ¢ unabhingigen Grenze und kann daher, da es in (4) den Faktor « 


hat, fiir den zu bildenden lim (J (z,) — J (z)) keinen Beitrag liefern; aus- 
e=0 


schlaggebend ist allein die Umgebung des Punktes 7 = 7; deshalb ergibt 
sich, wenn man noch @% durch dr (cosy+ising + rq’ (r) (—sing + icosg)), 
ferner —Z durch r(cosm + ising) ersetzt und iiberall gm und & als 
Funktionen von r ausgedriickt denkt: 
(5) lim (J (z,) — J (z,)) 
«=0 
+e 
= é f Srnec sein tone tse rg’ (r)(— sing-+-icosq@)|f(z)dr 
7 = Xe r?(cosg + ising)*+ e2(cosm, +ising,)* ‘ 
Durch die Substitution r= et (¢ konstant) geht das Differential dr 
in edt iiber, die Grenzen werden — < und + “ und der Nenner des 
Integranden léBt sich abgesehen von dem Faktor <* in der Form schreiben: 
(6) (cos my+ié sin g)*(1+¢?) + ¢?[(cos m +7 sin p)*® — (cos py +7 sin gp)*}. 
Jer Ausdruck, der hier in der eckigen Klammer steht, bleibt, da sich p 
nur in den Grenzen g,-+¢ bewegt, stets in der Nahe von Null, wenn nur 0 
klein genug gewahlt ist; der Wert dieser Klammern mége mit «,(¢) be- 


zeichnet werden. ((cos p +7 sin g) — (cos gy+i sin g,)) bleibt aus dem 
gleichen Grunde, endlich r - g’(r) - (— sin +écosq) wegen des Faktors r 
— |r| <@ — dem absoluten Betrage nach in beliebig kleinen Grenzen*); 


dies mége durch die Bezeichnung 
(7) &,(#) = cos + ising — (cos gy, +isin gy) + rg (r) (—sin p+ icos gp) 


angedeutet werden, wie tiberhaupt mit ¢,(¢) eine Funktion bezeichnet 
*) Der zweite Faktor g’(r) bleibt endlich, der dritte (— sin m + i cos q) ist vom 
absoluten Betrage 1. 
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werden mége, die fiir alle ¢ des Integrationsgebietes durch Wahl von @ 
unabhingig von ¢ beliebig klein gemacht werden kann. 
Mit Benutzung dieser Vereinfachungen ergibt sich: 


(8) lim (J (z,) — J(¢,)) 
#=0 


Qg 


oF 
e 
=lim 1 (cos y+? sin Po) (cos Py + isin Po + &: (6) f& dt 
pe = (1+ ¢*)(cos pm, + sin p,)*? + te, (6 


oO 


+° 
1 feat (cos py+ isin My) €s (t)( (1-+ t*)— ¢? é, (t) ’ 
( . ji i+ * So (a +#) (COs po + tsin g,)* + t*e, (¢) Taba f(#)at) 


=lim 
e=0 ted 


= lim (, + b. 


e=0 


s zweite Integral J, ist von der Form: 


o 


 & 
= . eOieO? |. ». 
7 (COS M, + 7 BIN q, Ja FR\I+ Ue, ©) f(z) dt 
oder auch 
+= 
é 
ge ame i &, (t) f(@) 2 — 
2 (cos gm, + tin g,) f i+# f(#) dt, 
“< 
, t ()t .. 
da ja e, (t) + & fiir alle reellen ¢ eine Funktion «, ;(¢) ist. Bedeutet x 





1+ t#+ #*., (t) 
den Maximalwert von |<¢,(t)|, |G| den von /(#) im Integrationsintervalle, 
so ist 


4 
G “ +o@ 
int a SE “ oe ne 
\T; i + Size <s 1+ ?# "1G 
an =° 


d. h. beliebig klein; J,. aber laBt sich zerlegen in: 


“fae (te — fa) 
‘Ji 1-e + 1+8 at; 








= 








Funktionen mit vorgeschriebenen Si ngularitiiten. 391 


das zweite dieser Integrale ist wegen der Stetigkeit der im Punkte 7 
+ 
*¢, (t) dt 
J 1+? 
@ 


regularen analytischen Funktion f(#) von der Form und 1aBt 





sich durch Wahl von g beliebig verkleinern, wihrend das erste fiir ver- 


—\ +o 
schwindende « iibergeht in ht f cf ae =f); Man erkennt so, da sich 


—-@ 
lim (J(z,)—J(z.)) von f(2), so wenig als man nur will unterscheidet, 
#=0 


d. h., wie behauptet: 


(9) lim (J (z,) — J (@)) = f (2). 
e=0 
§ 4. 
Verallgemeinerung. 


Die Voraussetzung, daB f(x) auf L; absolut integrabel sei, mége 
nunmehr durch die allgemeinere ersetzt werden, daf f(x) in allen innern 
(d. h. von x, und a verschiedenen) Punkten von L, endlich und stetig sei, 
wihrend das Unendlichwerden von [(x), sobald «x lings L, sich einem der 
Grenzpunkte x, und a nihert, gar keinen Beschrinkungen unterliegt; diese 
Voraussetzungen sind die allgemeinsten, welche durch den Zusammenhang 
mit den Darstellungssiitzen der Paragraphen 1 und 2 nahegelegt werden. 

Auf LI, markiere man einen beliebigen inneren Punkt 2, ferner auf 
dem zwischen 2 und x, gelegenen Kurventeil die Punkte z,, 2,,-+- und 
zwar so, das z, immer zwischen z,_, und z,,, liegt und lim z, = g; ist; 

v=o 

in gleicher Weise werden auf dem andern Kurventeil zwischen 2 = 2, 
und a beliebige Punkte z,’, 2,’,--- gewahlt, deren Hiufungsstelle a ist; 
das Kurvenstiick zwischen z, und z,,, werde mit J,, das zwischen z,’ 
und z,,;, mit J; bezeichnet. Die -Intervalle J, und J; sollen, wenn » 
geniigend groB gewihlt ist, in vorgeschriebene Umgebungen der Punkte 2; 
und a zu liegen kommen. Auer dieser den Verlauf von L, betreffenden 
Forderung wird angenommen, daB J; eine endliche Bogenliinge und eine 
iiberall stetige Tangente besitzt. 

Die Entwicklung der in § 3, (2) unter dem Integralzeichen auf- 


tretenden Funktion — nach fallenden Potenzen von w — 6 lautet mit 
dem Restglied: 
(e—b)" 


eS ee ton a ipl. ome 
s—x «£2—b (@—Dd)? (a—b)" © (@—b)"(e—2) 
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Die ganze Zahl », wird nun so bestimmt, daB das Restglied — te 
— b)"(¢—«2 
fiir n>, und fiir alle 2 und z, die der Ungleichung 


(2) [si <e<t 
geniigen, dem absoluten Betrage nach kleiner als x wird, wo M, gréfer 
gewahlt ist als das Maximum von |/(x)| in den Intervallen J, und J,’. 
Unter z verstehe man insbesondere einen auf L; gelegenen Punkt, 
unter b die Stelle x, oder a, je nachdem z in einem Intervalle J, oder J,’ 
liegt. Wird z auf die Punkte von L,, x auf die iibrige Ebene be- 
schrinkt, so bedeute r(z, x) die folgende an den Punkten z, und 2,’ 
unstetig werdende Funktion von ¢ und z: 
(3) +(4, 2) = 


"(2 — a) 





? 


wo der Wert von », mit J, in der zuvor bestimmten Weise variiert. 
Ich betrachte nun das Integral 


(4) K(@)= 3h; [rere a)ae 


oder anders geschrieben: 


(5) K(x)= si 2 Sf. e+ a fr 5s) 


- (aos See) 


wo zur Abkiirzung 





*v44 *¥41 


Sf r(z,2)dz—=k,(x) und Sf r(z, x) dz =k,(x) 


gesetzt ist. 


SchlieBt man L, durch eine geschlossene Kurve C ganz ein und be- 
schrankt x auf das Gebiet S auBerhalb C, z auf das Intervall J,, so ist 


f( A); = mr m eine stetige Funktion der beiden Variabelen z und 2, 
— X;) *(2— 

und = gleiche gilt von dem nach x genommenen Differentialquotienten 

dieser Funktion; k,(xz) — und ebenso k,(x) — besitzt daher fiir alle z 


in S einen bestimmten durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
zu erhaltenden Differentialquotienten, ist daher fiir alle in S, d. h. nicht 
auf DL, gelegenen Werte von «x eine stetige analytische Funktion. Da8 
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das gleiche von K(x) gilt, folgt aus der fiir alle x von S gleichmaBigen 
Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite von (13); ist namlich d die 
untere Grenze von |x—z| fiir alle 2 in S und alle z auf LZ,, so ist ins- 
besondere 

|x bei x, | > d, 


6 
(6) la—a| >d; 
ferner haben nach den gemachten Voraussetzungen die samtlichen Punkte 
der Intervalle J,(m>vn’) einen Abstand von 2,, der kleiner als od ist; 
desgleichen ist z—a|< od, wenn z in J; (n>n’) liegt. 
Es ist daher gleichmiBig fiir alle x in S: 

a sii, an "r+ ; 

(7) 1G. + he)! < DF/ / LAC ISS! 5. / } 


4 
Zz 


a *y+1 *y41 
<> (fies + fias ); 
diese Reihe hat zum Grenzwert die Summe der Kurvenliingen der zwischen 
z, und x, und zwischen 2), und a gelegenen Stiicke von L,; wegen der 
vorausgesetzten Rektifizierbarkeit von LZ, und der Beziehungen: 

limz,=a,; lmz, =a 
kénnen diese Lingen durch VergréBerung von n’ beliebig klein gemacht 
werden. 

Darnach ist K(x) fiir alle nicht auf ZL, gelegenen « eine regulire 
analytische Funktion; an L, aber erleidet K(x), wie nunmehr gezeigt 
werden soll, eine Unstetigkeit im Betrage von f(7). Es sei namlich, wie 
in § 3, Z ein beliebiger innerer Punkt von L;, in welchem die Tangente 
an DL; mit der positiven reellen Achse den Winkel g, bildet, ferner sei 
wieder 2, =2Z+eé(—sing,+cosq@), % =2Z— é(— sin My + 7 sin gp); 
dann ist zu zeigen, daB 
(8) lim (K(z,) — Kz,)) = f(@) 

e=0 


ist. Es werde beispielsweise angenommen, daB Z zwischen 2, und 2,,, 
liegt, so daB die Annahme 7 = z,,, nicht ausgeschlossen erscheint; da- 
gegen soll Z weder mit z, noch mit z,,, zusammenfallen. Zerspaltet man 
nun K(x) in die Summe: 

*k+2 
(9) K(a) = gh, [@r 2) de + E02), 


% 
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2y+1 *y+1 


K, (x)= asi (3 /r" (2, a ans fronasiesd fro r(z, “)i2) 


so ist K,(#) nicht nur wie K(x) in S, sondern auch, wie man auf die 


gleiche Weise erkennt, in der Umgebung des Punktes x = 7 regular und 
eindeutig, also 
(10) lim (K;, (2,) — K, (@,)) = 0. 

#=0 f 


Dagegen ist nach der Bedeutung von r(z, 2) (vgl. (1) und (3)): 


*k+2 *k+I 
“e ME 
. z)dz ’—2;) 
(11) frorniu- 2 + Sy E—% ~ fls)ds 
Z ee ee oa (a —2x,) 
*k *k 
*k+2 ' 
"k+1 y ] 
been " £(s) ds 
¢ (x — x; 
*k+1 


Die letzten beiden Integrale geben zusammen eine eindeutige, nur in « 
unendlich werdende rationale Funktion r(x), daher ist 


(12) lim (r(2,) — r (29) as () 
e=0 


und auf Grund von (10) und (12): 








*k+2 
<] 


‘ 1 _) 1 1 
(13) lim (K(z,) — K(z) = lim ai | f®) (=z — ) de 


e=0 


*k+2 
. 1 > faz F 
= lim <M | 12) (@ — 42) - dz: 
i 


e=0 “%t (2 — 2,) (@ — 2,) ) 


+ 


der letztere Grenzwert aber ist, wie schon friiher (p. 389ff.) bewiesen 
wurde, gleich f(2). 

Bei dem soeben durchgefiihrten Beweise waren x; und a endliche 
Punkte; wird einer derselben z. B. a unendlich, so hat man die End- 
punkte z,’ der Intervalle J,’ so zu wihlen, daB lim z,’= co wird; r(z, x) 


v 
v=@ 





wird dann gleich - 


“tl 


4-25 " gquetal, und, so bestimmt, 


2" (2 — ies 


daB |r(z, 2) f(2)| << BI i 





| ist fiir alle z in J,’ und alle |z|< \z|; dann 
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konvergiert | f; f(2)r(z,~)dz absolut und in der Beweisfiihrung tritt im 
iibrigen keine Anderung ein. 

f(x) war urspriinglich als Differenz ®(x,) — (a,) in die Rechnung 
eingefiihrt, wo die beiden Zweige ®(#,) und ®(z,) tihber L,; fortsetzbar 
waren; unter diesen Umstiinden sind auch die gebildeten Funktionen J(x) 
und K(x) nach beiden Seiten hin iiber Z, fortsetzbar; um z. B. K(x,+h) 
zu erhalten, wo x, am linken Ufer, aber x,-+ h schon rechts von L, liegt, 
hat man nur die Summe K(a#,+h)+/(@+h) au bilden, deren erster 
Summand direkt durch das Integral (4) geliefert wird, wihrend der zweite 
durch analytische Fortsetzung von f(«) gefunden wird. Zu dem gleichen 
Resultate gelangt man auch mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes, 
indem man die Kurve LZ; durch eine in der Umgebung des Punktes x 
ganz rechts von J, verlaufende, sonst mit LZ; zusammenfallende Kurve L, 


ersetzt und statt K(x) das Integral K (7) = { £(2) r(z, x) dz in die Rechnung 
L 


einfiihrt; dasselbe stimmt auBerhalb des durch die Kurven LZ; und L;’ be- 
grenzten Bereiches iiberall mit A(«) iiberein, liefert aber innerhalb dieses 
Flichenstiicks die analytische Fortsetzung K(«,+h), vorausgesetzt nur, 
daB die Kurve LZ,’ nahe genug bei L, verliuft. 

Bei Ableitung der Formel (8) jedoch wurde nirgends von der Regv- 
laritiit von /(%) Gebrauch gemacht, sondern zuletzt nur f(x) als in allen 
innern Punkten von JL, endlich und stetig vorausgesetzt; auch diese 
Forderungen lieBen sich auf ein geringeres Ma reduzieren. Jedenfalls 
aber mu f(x) immer analytisch sein auf L,, wenn K(x) (oder J(a)) 
nach beiden Seiten hin iiber DL, fortsetzbar sein soll; denn mit K(«,) und 
K(x,) ist auch die Differenz f(”) = K(«#,) — K(x,) reguliren Verhaltens 
auf L,. 

Wird daher in den Integralen fiir K(x) eine nicht analytische Funk- 
tion f(x) eingesetzt, so kann K(x) nirgends nach beiden Seiten hin tiber 
L, fortsetzbar sein; wohl aber ist der Fall denkbar, daB K(x) von der 
einen Seite her iiber DL; fortsetzbar ist, wihrend von der andern Seite 
her JL, als natiirliche Grenze auftritt, oder auch, daB K(x) an gewissen 
Kurvenstiicken von links nach rechts, an andern von rechts nach links 
fortsetzbar ist.*) : 





*) Diese Méglichkeit wird von Herrn Borel nicht besonders erwihnt, wenn er 
im Falle eines nicht analytischen f(x) die Nichtexistenz einer Fortsetzung fiir evident 
erklirt; a. a. O. p. 66 und p. 70, 










G. Faser. 


§ 5. 
Funktionen zweier Verinderlicher. 


Handelt es sich um Funktionen mehrerer Verianderlicher, so kénnen 
bekanntlich isolierte Singularitaiten iiberhaupt nicht auftreten (welchen 
weiteren Beschrinkungen noch die Lage der Singularitiiten unterliegt, 
scheint nicht naher untersucht zu sein*)). Man wird also im Falle zweier 
Veriinderlicher, auf den man sich, ohne wesentliches zu vernachlissigen, 
beschriinken darf, nicht das Verhalten an einer isolierten Menge von 
Stellen (x,, y,) vorschreiben kénnen, ohne dadurch von selber das Ver- 
halten an einer kontinuierlichen Menge zu beeinflussen. Solange man iiber 
die allgemeinste mégliche Gestalt eines solchen Singularitiétenkontinuums 
keine bestimmte Vorstellung hat, wird man sich mit der Betrachtung 


einzelner leicht zuginglicher Fille begniigen miissen. Z. B. die Funktion 

x» () rte — 
G(x, y) = Sin one “___. wo lim V | =0(, hat die singulire 
<< (x— x) (y— 9) r+ mse : 
Stelle (x;, y,) welche die unendlich vielen singuliren Stellen (z;, y) und 
(x, y,) im Gefolge hat, wo unter x und y jede beliebige Zahl (einschlieb- 
lich co) verstanden werden darf; alle diese Stellen sind wesentlich singulire; 
es gibt aber auch Funktionen zweier Variabler mit genau den gleichen 
singuliren Stellen im Endlichen, die dann aber simtlich Verzweigungs- 
stellen sind. 

Es sei nun G,(x, y) (i =1,2,---) eine unendliche Folge von Funk- 
tionen zweier Veriinderlicher und es habe G(x, y) im endlichen die singu- 
laren Stellen (x,, y) und (2, y;), wo x und y noch alle (endlichen) Werte 
annehmen, es sei ferner lim z;=limy,;= co und 24,+42,, y,+ y; fiir 
verschiedene k und i. — _— 

Dann 1a8t sich eine Funktion F(a, y) konstruieren, die an allen von 
(x,, y) und (a, y;) verschiedenen endlichen Stellen sich regular verhiilt, 
wahrend an den Stellen (x,,y) und (2, y;) die Differenz F(a, y) — G,(a, y) 
reguliren Verhaltens ist. Bedeutet namlich R, die kleinere der Zahlen 
\a;| und |y;|, so ist die Reihe 


G(x) =>" a zy" fir |x| <oR,, \y|< oR, 
0 


(wo e<1, sonst beliebig ist) gleichmaBig konvergent; es lassen sich also 
zwei Zahlen »; und m,; so bestimmen, daB 





*) Vgl. hingegen die inzwischen erschienene Miinchner Dissertation des Herrn 
F. Hartogs: Beitrige zur elementaren Theorie der Potenzreihen und der eindeutigen 
analytischen Funktionen zweier Veriinderlichen. 
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CJ 


y | 
(1) > Ay a” y“ 


| nz m; 


: - x | 
<e, ist fiir yt es 





co] 


wo ¢, das @° Glied der konvergenten Reihe > é, bedeutet. Ich setze nun 


1 


@) Fe» -3}(4 G(e,)— Sindl, ay). 


Es sei (X, Y) irgend eine von den (z,, y) und (x, y;) verschiedene Stelle und 
cs) nj—1,mj—1 

ct <oR,. Ordnet man die Reihe > (Ge y) — Dvn ay, 2” ) nach 
k 0 y 


Potenzen von x und y, so ist diese $,(x,y) auf Grund von (1) nach 

dem WeierstraBschen Doppelreihensatze fiir «= X, y= Y konvergent; 

die iibrigen in (2) als Summanden auftretenden & — 1 Funktionen 
nj—1,mj—1 


G(x, y) — >vua® ay“ verhalten sich nach Voraussetzung im Punkte 
t vu y g 


0 
(X, Y) regular; das gleiche gilt daher auch von F(a, y); genau so abt 
sich zeigen, daB F(x, y) — G,(a, y) auch an den Stellen (a;, y) und (2, y;) 
reguliiren Verhaltens ist. - 
Die Voraussetzung lim z; = lim y; = oo laBt sich genau wie bei einer 


Variabeln dahin erweitern, daB die (a,,y,;) irgend eine isolierte Menge 
bilden. Desgleichen lassen sich die iiber G,(x, y) gemachten Voraus- 
setzungen durch weitere ersetzen, die den bei einer Veranderlichen p. 386 
ausgesprochenen nachgebildet sind. 


Traunstein, im Juni 1904. 
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Kine historische Bemerkung zur Funktionentheorie. 


Von 
J. Lirorn in Freiburg i. Br. 


Im Winter 1865 auf 1866 gab mir Kronecker das folgende Beispiel 
einer Funktion, die im Inneren eines Kreises gleich 1, im AuBeren 
gleich — 1 ist. 


Man entwickle — 





1,1+2 
ty 


= rs in eine Reihe der Form 


und differentiiere nach z. Man findet so, daB die Funktion 


(1) (e—2) Siew & # oa — 


4=1 








im Inneren eines mit dem Radius Eins um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises den Wert 1, im AuBeren den Wert — 1 habe, wihrend sie fiir 
x=+i und «= —i den Wert Null annehme, und in unendlich vielen 
Punkten des Kreises unendlich werde. ! 

Fiir die Koeffizienten ¢(4) gab Kronecker das Gesetz an: alle c(A) 
mit geradem 4 sind Null. Ist 4 ungerade, so sei es in seine Primfaktoren 





zerlegt = a*b?cy---. Dann ist ‘ 
Ac(4) = (1—a) (1—b) (1—c)--- 
Da erst spiiter, 1876, von Schréder*) (dem ich Kroneckers Funktion ‘ 


gezeigt hatte) und, 1880, von Weierstraf**) Funktionen angegeben 
wurden, die die gleiche Eigenschaft haben, schien es mir historisch 
interessant das Obige zu verdéffentlichen, das mir durch alte Papiere vor 
kurzem wieder ins Gedichtnis gekommen war. 


*) Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 22, Seite 183. 
**) WeierstraB Werke Bad. 2, S. 201. 
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Ich hatte mir, schon vor langer Zeit, einen Beweis fiir die Bestim- 
mung der c(A) gemacht, der auf einer symbolischen Rechnung beruhte, 
doch auch in anderer Form gegeben werden kann. Wie mir aber kiirz- 
lich Prof. Stickelberger mitteilte, ist die Bestimmung der Koeffizienten 
in dem allgemeinen Theorem von Dedekind enthalten, das lautet: Ist 
F(m) = 2f(q), wo die Summe sich auf alle Divisoren der ganzen Zahl m 
erstreckt, so ist 


fm) — Fim) — DFE) + DEG)- Pee) + 


wo die Summenzeichen auf der rechten Seite sich der Reihe nach auf 
alle Kombinationen zu 1, 2, 3,--- aus den Primzahlen a, B, ¢, - - - beziehen, 
wo a,b, c,-+- die saimtlichen voneinander verschiedenen Primzahlen be- 
zeichnen, die in m aufgehen*). 
Durch Entwicklung der Funktionen 
1,1+¢2 <y (A) 
— ry l i a und so me 
A=1 
nach aufsteigenden Potenzen von « entsteht die Gleichung 
(2) > aa = > c(g) d'or, 
A=1 q=1 p=0 


Setzt man 2p + 1 =u, so kann man rechts schreiben 


> x Dd'e(a), 


ual 

wo sich Le(q) tiber alle positiven ganzen Zahlen q erstreckt, fiir die - 
eine ungerade Zahl ist. Ist also u gerade, so ist Le(q) =O; ist w un- 
gerade = 24 — 1, so ist > ea) =. — ;° Der angefiihrte Dedekindsche 
Satz zeigt also, daB alle c(qg) mit geradem q Null sind. Indem man 


F(m) = - nimmt, folgt fiir m= 24—1 


¢ 1 a ab _ (1—a)(1—b) (1—e)--- 
1-1-5 - Jaait2aai- atk mgm. 


wo a, b, c, --+ die verschiedenen in 24 — 1 aufgehenden Primzahlen sind, 
Damit ist die Angabe Kroneckers bewiesen. 

Ist ¢ ein echter Bruch und || <e, so ist |v*—1| >1—«*>1—¢, 
also, da |e(A)| <1, 


| ed | Pad 
=“ 1< 
P-~e"{ "3-0 


*) Journ. f. r. u. a. Math. Bd. 54, Seite 21, oder Dirichlets Vorlesungen iiber 
Zahlentheorie § 138. 
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Die rechte Seite der Gleichung 


1,1+¢ — — e(’) 
(3) ony i=-> ag 
4=1 





ist also fiir (2 <¢ unbedingt und gleichmaBig konvergent und stellt eine 
analytische Funktion von x yvor.*) Fiir die Entwicklung der linken Seite 
gilt das gleiche, und demnach ist Gleichung (3) fiir («| <1 richtig. 
Differentiiert man nach x, so folgt fiir |4| <1 


(4) = (z- 2) 24 & te, ms 


Ersetzt man x durch =; so ergibt sich die fiir |x >1 giiltige Gleichung 


= 1=(«— 1) S20) atta 


4=l1 


Die rechte Seite der Gleichung (4) ist also in der Tat eine analytische 
Funktion von 2, die fiir |#|<1 den Wert 1, fiir |x| >1 den Wert 
— 1 hat. 

Die Funktion wird unendlich fiir jedes x, fiir das 2*4 = 1; also fiir 
a—=e* , wo » eine beliebige ganze Zahl ist. Diese Unendlichkeitspunkte 
liegen auf dem um den Nullpunkt beschriebenen Einheitskreis iiberall- 
dicht. Setzt man fiir die Punkte dieses Kreises « = ¢?, so wird die Funktion 








- - , 24-+1) 
é sin p> (24+ 1) c(24+1) angie 
4=0 


Pf 3 ° 7 a . 
Fir gp ==> und y= > verschwindet also die Summe, indem alle Sum- 


manden Null werden. 
Fiir jedes Azimut g, das zu a in einem irrationalen Verhiiltnis steht, 


@ 


ist aber die obige Reihe divergent. Denn wenn man — in einen Ketten- 


bruch entwickelt, dessen Ziahler alle 1 und dessen Nenner natiirliche 
P. 


n 


Yn 


der n° Naherungsbruch, so ist Q, mit Q,,, teilerfremd, und mit wachsen- 
dem » wichst Q, iiber alle Grenzen. Man kann also zu einer beliebig 


Zahlen sind, so ist in diesem Falle der Kettenbruch unendlich. Ist 


groBen Zahl 2g + 1 stets einen Naherungsbruch ¢ finden, dessen Nenner 


n 


ungerade und > 2g +1 ist. Dann ist, wie bekannt, 


*) WeierstraB Werke Bd. 2, Seite 208. 
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9 Pj 1 
@,1\+@ 


7 


oder 
P, , @ 
e- "ot @ 
unter # einen echten Bruch verstanden. Dasjenige Glied unserer Reihe, 
das dem Wert 24+ 1 = Q, entspricht, enthalt also 


on 


cos UY, 9 = + cos Qn? 


on 


sin Y,g = + sin @,’ 
n 
cos a 
os G9 |. 
sin* Qn 9 | sin? vn 


n 


Da man annehmen kann, es sei Q,, > 4, so ist 


a 1 =. 1 
cos o> a sin < 
also 
cos Qn @ | > y2. 


| sin? Q, @ | 
Aber |Ac(a)! = |(a—1)(b—1) (e—1)---| ist sicher >2. Folglich gibt 
es jenseits des g*" Gliedes unserer Reihe stets noch Glieder, die absolut 


genommen > 22 sind, und folglich muB die Reihe divergent sein. Der 
vorhin genannte Hinheitskreis bildet also fiir die Funktion eine natiir- 
liche Grenze. 


Freiburg i. Br., Sommer 1904. 


Mathematische Annalen. LX. 
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Beitrage zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung 
willkirlicher Funktionen. 


Von 


Apvotr Knegser in Breslau. 


Die folgenden Blatter enthalten einige Erginzungen zu den Unter- 
suchungen iiber die Darstellung willkiirlicher Funktionen in der mathe- 
matischen Physik, die ich im 58. Bande dieses Annalen verdéffentlicht 
habe. Ich zitiere diese Abhandlung mit U. und behalte die dort be- 
nutzten Bezeichnungen bei. 


§ 1. 
Hilfssiitze iiber trigonometrische Funktionen. 


Aus der elementaren Formel 


1 
1,n 23 
’ sin [(” -+- —)2& 
( + =) 1 
ie SS = — 
as & 2 
ms 2 sin — 
2 


folgt durch Integration 


zx 
1 
1,n * sin (n =) F 
y sin vx “tes 2, r™ x 
~" -> y ax 2 


, 2 sin => 
0 
Mi 1 > 
sin (vn -+- —)2z 
- {> uh dz + [re sin (n+ ) zdx — ; , 
> : 
wobei die GriéBe 
2 — 2 sin > 
Fe) - —?, 
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auch wenn man «= 0 setzt, endlich ist und, solange x nicht den Wert 
2a erreicht, endlich bleibt; die Ableitung F’(x) hat dieselben Eigen- 
schaften. Man findet daher, indem man partiell integriert, 





| x 
. 


[re sin (n+ >) cdz= — 


0 


F(a) cos ( + >) x f - (a) cos (n+ >) x 


- da; 
ory o* ts 


e 


diese GréBe niihert ich offenbar der Grenze Null an, wenn » iiber alle 
Grenzen wiichst. Da ferner 


2 
= st) * 


ar 1 + 
sin (n-+ —) ax : 
/ ( ta) car~ [a 


0 0 


— 


gesetzt werden kann, und das Integral 


*. 
sin u 
—— du 
H u 
0 


einen endlichen Wert hat, so bleiben in dem fiir S, aufgestellten Ausdruck 
alle Glieder dem absoluten Werte nach unter festen, endlichen, von » 
unabhingigen Grenzen, solange x auf ein Intervall beschriinkt bleibt, 
das zwischen — 2a und + 2z liegt, ohne diese GréBen selbst zu erreichen; 
dasselbe gilt daher von der GréBe S, unter der Voraussetzung 
2x —e>a#>—2na4+G, 

wenn wir von jetzt an durch c¢,¢,,--- positive Konstante bezeichnen, die 
beliebig klein gewahlt werden kénnen. 

Da nun aber die Werte von S, auf den Strecken von 21—c bis 2a 
und von —2xz+c, bis — 2a entgegengesetzt denen sind, die auf den 
Strecken von 0 bis ¢ und von 0 bis —¢, angenommen werden, so liegt 
S,, wenn « ein festes, beliebig begrenztes reelles Intervall durchliuft, 
zwischen endlichen von » unabhingigen Grenzen. 

Dies Resultat iibertriigt sich sofort auf die Reihe 


1,n 


(— 1)" sin vx 
a 


n? 





die aus —S, hervorgeht, indem man 2 durch 2 — x ersetzt, und ebenso 
auf den Ausdruck 


0,2” 


Bs “ sin (2y-+ 1)2. 
3 (S,—7,) = >'* Qey+1 ? 





v 
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° . . x - > 3: 
endlich von diesem, indem man — fiir x setzt, auf die Summe 


s 1 
0,” sin (» + x) x 


7 
Eine zweite Eigenschaft der betrachteten Reihen ergibt sich, wenn 


man voraussetzt 
¢ Saf 2a-e. 


Dann konvergiert niimlich der in der Summe S, vorkommende Ausdruck 
1 
(=+ :) x 
sin u 
—— du 


u 
0 


gleichmiiBig gegen seine Grenze =. der er fiir alle bezeichneten Werte 


von x so nahe liegt wie man will, sobald » hinreichend groB geworden ist. 
Ahnliches gilt von dem Integral 


{F(@) sin nx dx, 
9 


das sich, wie die oben durchgefiihrte partielle Integration zeigt, der Grenze 
Null gleichmaBig beziiglich der Variablen x anniihert, wenn diese eine 
Strecke durchliuft, auf der F(x) zwischen festen, endlichen Grenzen bleibt. 
Hiermit ist gezeigt, dab auch die Summe S, auf der Strecke von x = ¢, 
bis = 2a—c, wenn n= wird, gleichmabig gegen ihre Grenze konvergiert; 
diese hat den Wert 


uw—x 


s.=-; 
Da ferner die fiir x geforderte Ungleichung ergibt 


H—t, >a*—-X>—AM+06, 
so hat die Reihe 7, die soeben fiir S, abgeleitete Eigenschaft bei der 


Annahme — on 
und die oben angegebene Beziehung zwischen S, und 7’, fiihrt zu dem 
Grenzwert 

lim 7, = T, = —=- 


n=@ 


Die beiden Reihen 
1,@ 


1,a 

. sin vx (— 1)’ sin yx 

3-5", 1.-> 
v v 


konvergieren also auf der Strecke 
ec<ireu—e, 
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gleichmaBig, ebenso die Differenz S, — 7,. Ersetzt man in dieser x 


durch — so sieht man, daB die Reihe 


‘ 1 
0, gin (»+5) x 





ts 
auf der Strecke 
2e<m uc 2a — 2e, 
gleichmaBig konvergiert. Da nun die GréBen ¢ und ¢, ihrer Definition 
nach in gewissen Grenzen unbestimmt sind, kann man auch sagen, daf 
beide Summen 








1 
1,n O,n gj 
’ ° ’ sin|v — ti 
? sin vx %, ( + 2) 
S, = dete. 
ad » ? : 
’ v v + . 


auf der Strecke 

c<a<c2a-e, 
bei unbegrenzt wachsenden Werten von » gleichmaBig gegen endliche 
Grenzen konvergieren. 


§ 2. 
Das Analogon des Dirichletschen Integrals und der allgemeine 
Integralsatz von du Bois-Reymond. 
Wenn die Funktion (2) auf der Strecke J stetig und von beschrankter 
Schwankung ist, und die Beziehung 
0<§E<yn<Z 
gilt, so besteht (U. §§ 14, 16) die Gleichung 


1,@ 


» 
DV.0M, f o@ Ue) de= F908, 
wobei : 7 

1 





[U2 (@) da 
9 v 


gesetzt ist; wenn ferner h endlich ist, so hat man die Gleichung 


1,@ k 
DV.OM, f 9 U@de = (0). 
¥ 0 


Von diesen Formeln gebrauchen wir nur den speziellen Fall 


y(2)=1, 
in dem sich iibrigens der Beweis nicht wesentlich einfacher gestalten 
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diirfte als bei der allgemeineren Voraussetzung. Wir erhalten so bei Be- 
nutzung der Bezeichnung 


l,n 
(a, n) = >) M, U,(&) U,(@) 
die Gleichung } 


. 
A 

, ‘ 1 

lim } O(a, n)da = —; 

N= De, os 


+ 


ferner wenn hf endlich und £ = 0 ist, 


HI 
lim [%, n) da =1. 


N=He 
0 


Eine weitere Eigenschaft des Ausdrucks («,) lietert uns der Um- 


stand, daB (U. §§ 13, 15) die GréBe 


‘ 
U,(¢) M, f U,(@) 9(«) de 


in eine der folgenden vier Formen gesetzt werden kann: 


vmé pat vue Y 
cos ost f p(«) cos | da + oe 


V] 


1 > { 1 
sin ( - [ow sin a da + . ; 


e 
s 


1 ; 1 
cos ee)" fav cos ( = da + M ’ 


e 
& 
> 


n 
_ wet - vue ¥ 
sin z f° sin —- da + =33 


dabei liegt die GréBe Y zwischen endlichen von &, 4 und yv unabhingigen 
Grenzen, und die erste Form gilt, wenn h und H beide endlich sind, 
die zweite, wenn h allein endlich ist, die dritte, wenn H unendlich und h 
endlich ist, die vierte, wenn h und H unendlich sind. Die neben dem 
Integral erscheinenden Glieder haben zwar zuniichst die Gestalt Y : 9°, 
wobei o die fiir die einzelnen Normalfunktionen U, charakteristischen 
Werte des in der Differentialgleichung dieser Funktionen auftretenden 





a, 










Parameters durchlauft; 


(U. § 11). 


Setzt man speziell 
g(a) =1, 








Darstellung willkiirlicher Funktionen. 


man kann aber vy statt @ schreiben, da das Ver- 
hiltnis g:v in allen Fallen gegen eine endliche Grenze konvergiert 


so zeigen die angefiihrten Ausdriicke, daB das Integral 


in zwei Teile zerlegt werden kann, von denen der eine die Form 


| 


s 


l,n 


” 
° i,n le 
{ (a, n)da— >’ U,(8) M, / U,(«) de 


hat, der andere aber eine der folgenden Summen ist: 


1,n ° 


Co os da 
By s—- 
2 s” Z Z 

ba 
(oc ci. aa. . Qvwé 
— > sin — (y+) — sin —; 
Qa ,» | Z (y +. Z 


y 
1,n ° 
> in ous sin “” da 
8 7 = 
Z Z 
. A 
> 


eoae Z N 1 [sin "=F _ . Qvywé ; va(n— 
v 


sin —,— — sin 7 
Z Z 


I 


>> cos (v + 3) = fo (» + 5) 


v 
s 


¥ o+— 


n 


J sin (v4 13 [in(os >) 


v e 


é 


v +5 


] ' 


1 a 


z 


Z 


da 


~ [sin(vt 4 yen t6 sin? (0+ 1) xt ain (y+ 1) x(0—8] 


wa 
me de 





m oO) . 


-2z>. ~; [sin(v + 5) te sin2(v+ 5 3  —sin(v +3)* 
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Diese GréBen liegen erstens nach § 1 zwischen endlichen von » 
unabhiangigen Grenzen, wenn y und & beliebige Intervalle, etwa beide die 
Strecke von 0 bis Z durchlaufen. Ist ferner € ein beliebiger fester Wert, 
fiir den die Beziehung 0<t<Z 


gilt, und » innerhalb des Intervalls J mit EinschluB seiner oberen Grenze 
so veranderlich, daB 4 — € oberhalb einer beliebig kleinen positiven Kon- 
stanten ¢ bleibt, so liegen die GréBen 
a(n+é) x(n—8) 
- * Z 
zwischen festen Grenzen von der Form ¢c, und 2%—c,. Dasselbe gilt 
von diesen GréBen sowie von i wenn & auf irgend einem Teil der 
Strecke J, der von den Enden um endliche Stiicke entfernt bleibt, ver- 
ainderlich ist und fiir y7—€ die bisherige Voraussetzung beibehalten wird. 
Nach § 1 konvergieren daher die obigen, bis zu = oo ausgedehnten 
Reihen beziiglich der GréBe 4, wenn & fest ist, und beziiglich beider 
GréBen € und y, wenn beide in der angegebenen Weise variieren, gleich- 
maBig gegen endliche Grenzwerte. 
Diese Eigenschaften iibertragen sich nun sofort auf das Integral 


1 
{ O(c, n)da, 
da in ihm auBer einer der betrachteten trigonometrischen Reihen nur 


noch eine Summe a 
a? 
vy? 

~ 


vorkommt, in der die GréBen Y zwischen endlichen von v, — und y unab- 
hangigen Grenzen liegen, die also, wenn » = oo wird, beziiglich beider 
GréBen § und y gleichmaBig konvergiert. Der Grenzwert, dem das Integral 
zustrebt, ist nach den oben angefiihrten Formeln + = wenn & oberhalb 


einer positiven Grenze verbleibt, dagegen +1, wenn h endlich und £=0 ist. 
Die hiermit bewiesenen Eigenschaften des Ausdruckes ®(a, n) gestatten 
nun nach der Darstellung von C. Jordan (Cours d’analyse II, Nr. 224), 
den allgemeinen Integralsatz von du Bois-Reymond anzuwenden*), und zu 
folgern, daB, wenn g(a) im Intervall J eine Funktion von beschrinkter 
Schwankung und & positiv ist, die Gleichung 
” 


(1) Jim f 9 (@) (6, n)de= 4 9 +0) 


> 


*) s. a. Dini, Serie di Fourier (Pisa, 1880). 





owe 
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gilt. Diese Formel wird nimlich a. a. O. unter folgender Voraussetzung 
abgeleitet: das Integral 


(0 n) de 


bleibe bei beliebigen Werten von » zwischen endlichen Grenzen und kon- 
vergiere gleichmiBig gegen einen festen Grenzwert, wenn 7 eine Strecke 
durchlaiuft, deren obere Grenze beliebig oberhalb der Gréfe € fixiert ist, 
wihrend die untere Grenze dem Werte £ von oben her beliebig nahe 
kommen darf; das ist aber ein Teil oben bewiesenen EHigenschaften 
von (a, 2). 

Die erhaltene Gleichung (1) kann offenbar in der Form 


" 
co 


1,@ 
> UM, [ov U,(a)da = : p(E+0) 


geschrieben werden, und verallgemeinert den Satz, der in der Theorie der 
Fourierschen Reihen mittels des du Bois-Reymondschen Satzes abgeleitet 
wird, indem man é 

sin na 


D(a, n) = - : 


setzt; das Integral in der Formel (1) ist das Analogon des Dirichletschen 
Integrals. 

Wenn h endlich ist, so kann man auch £ = 0 setzen und hat dann 
die schon einmal angefiihrte Gleichung 


lim D(a, n)du=1 
0 
so daB jetzt die modifizierte Formel 


(2) lim { 9(@) 0a, n) da = p(+0) 
resultiert. ‘ 

Endlich kann man y auch vom Werte & aus, wenn dieser positiv 
ist, nach unten gehen lassen und erhialt dann 


s 


(3) lim [9(@) (@, n) da == p(§—0); 


" 
wenn H endlich ist, kann man auch § = Z setzen und findet 


(4) lim [9(«) 0(«, n)da = 9(Z—0). 
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Man erhalt diese Resultate aus den friiheren direkt dadurch, daB man 
iiberall fiir z und « als neue Variable Z—z und Z — « einfihrt. 

Jetzt ist es leicht, zu den gewéhnlichen Darstellungsformeln iiber- 
zugehen; da niimlich » in der Formel (1) auch den Wert Z, in der 
Formel (3) auch den Wert Null annehmen darf, so folgt fiir einen 
zwischen 0 und Z liegenden Wert §& die Gleichung 


Z 


1,@ 


>H,v,@ [ V,@9@)de= 1 [9+0) + 9-0) 
‘ 0 


unter der einzigen Voraussetzung, (a) habe auf der Strecke J beschrénkte 
Schwankung. Speziell ergeben die Beziehungen (2) und (4), wenn h endlich ist, 


Z 
1,a@ . 
> YU, U,(0) / U,(«) p(@) = 9 (+9), 
’ ¥ 


und wenn H endlich ist, 
Z 


1, @ : 
>, UZ) / U (a) p(a)da = g(Z—0). 
, 0 


Kin wesentlicher Vorzug dieser Resultate gegeniiber den friiher er- 
haltenen besteht darin, daB g(z) eine beliebige Funktion von beschriinkter 
Schwankung sein darf, wiihrend friiher vorausgesetzt werden mubte, daf 
die Anzahl der Unstetigkeiten endlich sei. 

Das dem Dirichletschen analoge Integral hat hier, wie man sieht, 
eine andere Stellung als bei den trigonometrischen Reihen, insofern bei 
diesen der Grenzwert des Dirichletschen Integrals direkt gefunden und 
zur Summierung der Reihe benutzt wird, wihrend bei dem gegenwiirtigen 
Stande der Theorie der Sturm-Liouvilleschen Entwicklungen erst die Formel 


1,@ g 
2 98) = >) U,@)M, f U,(a) 9(@) de 


mindestens fiir den Fall, daB g(a) eine Konstante ist, abgeleitet sein mub, 
ehe man den Grenzwert des in Rede stehenden Integrals finden kann, der 
dann zu dem jetzt erhaltenen allgemeineren Resultat fiihrt. 
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§ 3. 


Die gleichmiBige Konvergenz der nach Normalfunktionen 
fortschreitenden Reihe. 


Auch fiir die gleichmifige Konvergenz der erhaltenen Darstellung 
einer willkiirlichen Funktion kann jetzt leicht ein Kriterium abgeleitet 


werden, indem man davon ausgeht, daB auch bei variablen Werten von & 
der Grenzwert 


y 

lim | O(a, n)da 
unter den in § 2 fiir § und y aufgestellten Ungleichheitshedingungen gleich- 
maBig beziiglich beider GréBen angestrebt wird. Versteht man nimlich 
zunichst unter gm(«) eine auf der Strecke von & bis 7 monotone stetige 
Funktion, und setzt 


v(«) = p(«) — 96), 
so gilt die Gleichung 


WI 


[ 9(a) 0(«, n) da = o(&) [o(«, n) da + [v(@) (a, n) de. 


Ist ferner —+ 4 irgend ein willkiirlich gewihlter Wert zwischen & und 4, 
und sind w, u, unbekannte Mittelwerte der Strecken von & bis +A und 
von §+A4 bis 7, so ergibt sich nach dem zweiten Mittelwertsatze, da 
w(&) verschwindet, 

I fh ” 
J v(a) D(a, n)da = vE+A),[O(«, n) da + b(n) | O(e, n) da, 
E+a E+a 


Ay 
E+2 E+a 


fy (a) D(a, n) da = p(—E+ a) [ O(«, n) de, 


und hieraus folgt 


J, Ma M 
[v@ oe, n) da = w(E+2) Ri (a, n) de — f(a, n) dee| 


+ o(m) [ [oe n) da — (0 n) dal. 


LaBt man nun € den im § 2 gestellten Forderungen gemiBS in einem 
Intervall von 7, bis 4, variieren, dessen Grenzen im Innern von J liegen, 
fixiert fiir 4 den Wert », + ¢,, der auch = Z werden darf, und nimmt an, 
pe) sei von y bis 4, + ¢, stetig und monoton, so kann man 4 derart 
wihlen, daB w(&+ 4), stets unter der vorgeschriebenen positiven GréBe « 
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liegt. Jetzt bleibt die Differenz uw, —& iiber der Grenze 4; die mit (ym) 
in der letzten Gleichung multiplizierten Integrale konvergieren also zufolge 
der erwihnten Eigenschaft des Integrals 


” 


{o(«, n) de 


— 


gleichmaBig gegen die Grenze ihre Differenz also gleichmaBig gegen 


9? 

die Grenze Null. Da ferner die Faktoren von w~(&+4A) zwischen end- 

lichen, von £ und y unabhingigen Grenzen liegen, so folgt, daB die GréBe 
- 


[ w(a) O(a, n) da 


bei allen betrachteten Werten von € und y unter einer vorgeschriebenen 
Grenze liegt, sobald fiir » ein hinreichend groBer Wert genommen wird. 
Der obige Ausdruck fiir 
q 
: { p(«) (a, n) de, 


auf dessen rechter Seite auch der Faktor von g(&) gleichmaig gegen 


; 1 ; - 
seine Grenze — konvergiert, bewegt sich also in derselben Weise gegen 


6 


. 1 a : 
den Grenzwert — m(£), und damit ist gezeigt, daB unter den jetzt geltenden 


Voraussetzungen die Reihe 
1,@ 


Zz U,(&) M, [ 9(e) U,(a) da 


gleichmaBig beziiglich der GréBe —& gegen die Grenze A (&) konvergiert. 


Dies Resultat, das zunichst fiir monotone Funktionen g(a) gilt, iibertrigt 
sich offenbar sofort auf den Fall einer beliebigen von % bis 4, + ¢, stetigen 
Funktion von beschriinkter Schwankung, die ja stets als Differenz zweier 
stetiger und monotoner Funktionen dargestellt werden kann. 

Wendet man die durchgefiihrte Entwicklung auf den Fall an, dab 
n < &, indem man wie in § 2 die GréBen Z— 2 und Z — a fiir z und a 
einfiihrt und 7 = y, — ¢ setzt; bedenkt man ferner, daB y die Grenze Z 
erreichen darf, wenn » > &, und die Grenze 0, wenn & > y, so sieht man, 
daB die Reihe 

1, @ m +e 


R= SU, M, { 9(@) 0,(@) de 


No “o 
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gleichmapig gegen den Wert (&) konvergiert, wenn 
Vom —-M<mH< <b +454, mM SES 
ist, und (2) von yy—Cy bis n+ ¢, eine stetige Funktion von beschrénkter 
Schwankung ist; dabei kénnen die positiven Konstanten ¢, und c, wie immer 
beliebig klein sein. 
Die Reihe R wird nun in die Sturm-Liouvillesche Reihe S A, U, iiber- 
gefiihrt, indem man die Reihen 


P= >'U,() m, f (a) U(a)de, Q=—>'U,E)M, J g(a) U,(a) da 


hinzuaddiert; wenn es also gelingt, diese als gleichmifSig konvergent auf 
der Strecke von § = y, bis § = y, nachzuweisen, so ist dasselbe Resultat 
fiir die Sturm-Liouvillesche Reihe gesichert. Zu diesem Zweck gehen wir 
davon aus, daB nach § 2 die Summe der ersten » Glieder der Reihe P in 


der Form 
1,2 £ No — Co 1,n y 
vu , Vata 
> cos # [ow cos —- da + > of 
v v 


0 
geschrieben werden kann oder in einer der Formen, die aus dieser hervor- 
, , 1 2 
gehen, indem man cos durch sin und v durch » + > ersetzt, wahrend 


die GréBen ¥ stets zwischen endlichen, von v und § unabhiingigen Grenzen 
liegen. Man findet daher, indem man die elementaren Formeln 





: +) 
1,n 3 om 
_— sin(n + 3) 1 

>" cos va = - >? 
Y sain | 
O,n 

1 sin (n +1) 
>" cos (v + jon metes +98 

2 — 

> 2 sin 


anwendet, die bezeichnete n-gliedrige Summe bis auf Glieder, die bei un- 
begrenzt wachsenden Werten von » eine gleichmifig konvergente Summe 
geben, linear ausgedriickt durch das Integral 

Noo 


. sin (» + ; ) act §) 
pa) — de 


vin STD 





0 
j 1 
und die Integrale, die aus diesem hervorgehen, indem man » + > durch 


n+1 und a+é& durch a —€ ersetzt. In den vier so erhaltenen Aus- 
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(a —£) 
2Z =’ 
von 7 bis », und « das Integrationsintervall durchliuft, dem absoluten 
Betrage nach oberhalb einer festen positiven Grenze; man kann daher die 
erhaltenen Integrale in Aggregate von Gliedern der Form 


(a+) 


a7 wenn & die Strecke 


os . . . e ed 
driicken bleiben die Nenner sin und sin 


Yo — Co Yo—Co 
, - NEA NM & 
vf Ce) sin 7 da, anf Ox(@) cos —y da 
0 0 


verwandeln, in denen p,, q¢,, 9,(@), 0,(@) zwischen endlichen, von » und £ 
unabhingigen Grenzen liegen, die Funktionen O{@) von » unabhiingig 
und ebenso wie (a) von beschriinkter Schwankung sind. Diese Ausdriicke 
konvergieren aber (U. § 4) bei wachsenden Werten von » gleichmibig 
beziiglich der Variablen & gegen die Grenze Null, da sie in eine solche 
Form ¥Y:m gebracht werden kénnen, da& Y zwischen endlichen, von » 
und € unabhiingigen Grenzen liegt. 

Damit ist die gleichmiiBige Konvergenz der Reihe P nachgewiesen 
unter der Voraussetzung, daB g(a) in dem Intervall J von beschriinkter 
Schwankung sei, waihrend Unstetigkeiten auf der Strecke von 0 bis 4) — ¢, 
keineswegs ausgeschlossen sind. Da nun entsprechendes von der neben P 
eingefiihrten Reihe Q gilt, so folgt, dab auch die Reihe 


F l,« 1,@ g 
P+Q+R= >'4,0,=>' VOM, { Ue) 9) de, 
¥ 7 0 


d. h. die gewihnliche Sturm-Liouvillesche Reihe, beziiglich aller Werte von &, 
die die Ungleichung 
O< Hm SESH <Z 


erfiillen, gleichmdBig gegen den Wert @(&) konvergiert, sobald die Funktion 
(2) auf der ganzen Strecke J von beschriinkter Schwankung, auBerdem aber 
auf der Strecke von %— ¢, bis 4, + ¢, stetig ist, wobei cy und c, beliebig 
kleine positive Werte sind. 

Speziell sei p(z) auf der ganzen Strecke J stetig und von beschrinkter 
Schwankung; dann konvergiert die Reihe 


F(e) = > A,U, 


gleichmaBig auf jeder Strecke von c, bis Z—c,. Es bleibt noch die 
Frage zu beantworten, wann das Gebiet der gleichmiBigen Konvergenz 
bis in die Enden der Strecke J hinein ausgedehnt werden kann. Dies 
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ist, wie man leicht sieht, z. B. beziiglich der Stelle z= 0 erlaubt, wenn 
F(z) auch an dieser Stelle noch stetig ist. Setzt man niimlich 


8(2)->'4,U,, FS, +R), 


und ist ¢ eine beliebig klein gegebene positive Konstante, so kann man, 
da die Reihe F(0) konvergiert, die Zahl » so wihlen, daB 


R,(0)| < 8; 
sodann kann man ¢, so bestimmen, daB auf der Strecke 


O<e<cG 

die Ungleichungen 
| F(2)— FO)| <e, 8,()-—SO)| <e 
gelten; hieraus folgt 
R, (2) — R,(0)| < 2¢, 

also 

R, (2) <3e, 
womit die gleichmaBige Konvergenz fiir die Strecke von 0 bis ¢, mit 
EinschluB der Grenzen erwiesen ist. Eine ihnliche Betrachtung gilt 
offenbar fiir die bis zur Stelle z= Z hinaufreichenden Strecken; die Reihe 
konvergiert also gleichmaBig auf Strecken, zu denen einer der Endpunkte 
des Intervalls J hinzugerechnet wird, wenn F(z) in diesem Endpunkte 
stetig bleibt. 

Wenn h endlich ist, wissen wir, daB die Gleichung 

(2) = F(e) 
auch an der Stelle z= 0 gilt; hier darf also stets das Gebiet der gleich- 
maBigen Konvergenz den Punkt z= 0 mit umfassen. Dasselbe gilt aber 
auch im Falle h = co, wenn g(0) = 0, da dann immer 

U,(0)=0, F(0)=0. 

Analog konvergiert die Reihe gleichmaBig bis in die Stelle z = Z hinein, 
wenn entweder H endlich ist oder p(Z) = 0. 


§ 4. 
Der Fall, daB die Konstanten h und H nicht beide endlich sind. 


Wenn h=oo ist, haben alle Normalfunktionen die feste Nullstelle 
«x = oder z = 0; ebenso verschwinden sie alle an der Stelle x = X oder 
z=Z, wenn H=oo. Die Entwicklung einer stetigen Funktion von 
beschrinkter Schwankung nach Normalfunktionen kann in diesen Fallen 
ebenso leicht wie bei endlichen Werten von h und H abgeleitet werden 
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(U. §§ 13,15), wenn die darzustellende Funktion an jeder allen Normal- 
funktionen gemeinsamen Nullstelle x = 0 oder x = X ebenfalls verschwindet. 
Andernfalls muBten in der bisherigen Darstellung jene tiefer liegenden 
Betrachtungen (U. § 14) herangezogen werden, die bei endlichen Werten 
von h und H erst zur Darstellung unstetiger Funktionen gebraucht werden. 
So wenig nun die letzteren Entwicklungen fiir den vollstindigen Ausbau 
der ganzen Theorie entbehrt werden kénnen, erscheint es doch sehr 
erwiinscht, die Darstellung willkiirlicher Funktionen, die an den Enden 
des Intervalls J nicht zu verschwinden brauchen, unter engeren, fiir die 
meisten Anwendungen ausreichenden Voraussetzungen mit geringeren 
Mitteln zu erledigen, etwa so wie es bei endlichen Werten von h und H 
schon geschehen ist (U. § 12). Dazu fihrt die folgende von den Hilfs- 
siitzen des § 1 ausgehende Untersuchung. 
Es sei zunichst h = H = oo, und werde wie gewodhnlich die Reihe 


Py A,U, 


Z 
M, A, = f p(«) U,(«)de, M,=—~— 
0 


gebildet, in der 


v Zz 
[WU @) dea 
: 


gesetzt wird. Dann gilt (U. § 16) die Gleichung 
Z 
2 . VUzZ , 2. ae Ard y 
A,U, = a | g(a) sin Z da + F) 
0 


und Y liegt zwischen endlichen, von z und vy unabhingigen Grenzen, 
so daB die Reihe ¥ 
x 
im ganzen Intervall J gleichmaBig konvergiert. Den ersten Teil des 
Ausdrucks A,U, formen wir durch partielle Integration um, indem wir 
annehmen, die Funktion g(z) habe eine abteilungsweise stetige erste Ab- 
leitung von beschrankter Schwankung; dann ergibt sich 
z 
2 . vue yD 2. vee "7 ve ¥ 
A, U, = —— an-| {(—1) ¢(Z)—(0)]+ — sin gz} % («)cos Gz dat =: 
0 
Das Integral auf der rechten Seite kann aber (U. § 4) in der Form = 
geschrieben werden; faBt man demgemaB das mit dem Integralzeichen 
behaftete Glied mit dem letzten zusammen, so erhilt man die Gleichung 


A,U, = = sin oe [p(0) —(—1)’9(Z)] + * ? 
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in der ¥ nicht denselben Wert, wohl aber dieselben Eigenschaften hat 
wie bisher. Die Reihe 2A,U, konvergiert daher auf jeder Strecke des 
Intervalls gleichmaBig, wo dies von den Summen 


>= gin =! ss ain 74 
v Zz? v Z 
~ 


gilt, also nach § 1 auf jeder Strecke, die durch eine Bedingung 
c< = <X—C 


oder auch, was dasselbe besagt, durch eine Bedingung 
<#@<Z—G 

definiert wird, wobei ¢,, ¢, beliebig kleine GréBen zwischen 0 und Z sind. 

Eine weitere Eigenschaft dieser Reihen ist nach § 1 folgende. Wenn 
man bei einem beliebigen, etwa dem n** Gliede abbricht, und das Argument 
UZ 
Z 
oder von Z—c, bis Z, so bleiben die Werte der Reihen zwischen end- 
lichen, von  unabhiingigen Grenzen. Da nun auch Summen wie 


lauft von 0 bis ¢ oder von a—@ bis a, die GréBe z also von 0 bis ¢, 


1,n 
* 
p v* 
diese Higenschaft besitzen, so sieht man, daB die Summen 
l,n 
DAU, 
wenn man eine der Beziehungen 
O<e<q, %-qQse<Z 
festsetzt, ebenfalls zwischen endlichen von » unabhiangigen Grenzen bleiben, 
wihrend sie im allgemeinen offenbar nicht gleichmiBig konvergieren, wenn 
n ins Unendliche wichst. 
Aus den erhaltenen Resultaten laBt sich die bemerkenswerte Folgerung 


ziehen, daB die Reihe 
1,@ 
> 40,0 n 


auf der ganzen Strecke J mit Einschlu8 ihrer Grenzen gleichmaBig kon- 
vergiert. Da nimlich U,, in den Stellen z= 0 und z= Z verschwindet 


und zwischen beiden iiberall stetig ist, kann man die GréBen ¢, und ¢, 
so wihlen, daB auf den Strecken 


O<e<a, Z—-@5252 
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der Wert |U,,| unter einer beliebig klein gegebenen positiven GréBe « 
liegt. Dann kann man nach den obigen Entwicklungen eine Ungleichung 


1,n | 
U >) | 
| Un A,U,| <ge 


aufstellen, in der g eine von » unabhingige positive Konstante ist; aus 
ihr folgt 


04 5'4,0,| <a 


und hieraus wiederum 
n+1,@ 


|Un>, 4,U,| < 298 


bei beliebigen Werten von n. Jetzt kann m» so bestimmt werden, daf 
auch auf der Strecke 
4 [22Z-G, 


lings deren die Reihe ’A U, gleichmiBig konvergiert, die Ungleichung 
§ ¥ ¥ g o 5 ? g tw] 


n+1,@ 


| | 
|Un >, 4, U,| < 298 


gilt, die so fiir die ganze Strecke J bei geeigneter Wahl von » gesichert 
ist und, da e beliebig klein genommen werden kann, besagt, daB die Reihe 


a U,,U,A, 


in der Tat auf der Strecke J gleichmaBig konvergiert, also gliedweise 
integriert werden darf. 
Setzt man daher 


F(z) = +4, U,, 


und benutzt die fundamentale Beziehung 
Z 


| U,(@)U,(@) de = 0, 
0 


so erhalt man die Gleichungen 

Z Z 
{F@) U,, (a) da = A, { U3 (a)da = UA, 
0 0 


oder 
Z 


J (F@—9(@)) U,, (a) da = 0. 


0 
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Nun ist die Funktion F(z) auf der Strecke von ¢, bis Z — ¢, stetig; ihr 
Verhalten.in der Nahe der Stellen z= 0 und z= Z ergibt sich aber aus 
der oben abgeleiteten Formel , 


. S — ¥ 
A, U, =< sin "F*[~) —(-1)"9(Z)] + 5, 


in der die GréBen Y stetige Funktionen von ¢ sind, so daB die Reihe 
¥ 
De Za: 


auf der Strecke J beziiglich der GréBe z gleichmiBig konvergiert, an den 
Stellen 2 =O und «= Z also gegen bestimmte endliche Grenzen kon- 
vergiert, die wir y und [ nennen wollen; dabei gilt offenbar die Gleichung 


+2 


D= Da U, - Shs FO -Cryre@) 


1,@ 1,@ 
a — 2 St _ me 2(Z) (—1)” . vxz 
= F(z) a = ie a > as 


Hier kénnen die in § 1 angegebenen Werte von S,, und 7’, angewandt 
werden und ergeben die Formeln 


lle 1,@ 


: 1. vue bf 1 VuZ 
lim >snz= =>5, lm —sn-- =90, 
s=+0 bd “i z=Z-0 - 


(—- Vuze , (— vuz 
l 7 = 9 ] 7 "= 
in SS " sin Z » im So * sin Z 
also folgt aus der abgeleiteten Eigenschaft der Differenz D 
F(+0) = lim F(@) = 9(0) +7, 


F(Z—0) = lim F(¢) = 9(Z) +6, 
2=Z-0 


rola 


womit, da offenbar F'(0) und F(Z) verschwinden, die Unstetigkeit der 
GréBe F(z) evident wird. Wenn wir neben ihr eine GréBe F(z) ein- 
fiihren, die mit ihr an allen von z=0O und z= Z verschiedenen Stellen 
iibereinstimmt, an den Grenzen aber durch die Gleichungen 


F(0)=9(0)+y7, F(Z)=9(Z)4+0 


definiert ist, so ist F(z) im ganzen Intervall J stetig, und die oben 
erhaltene Gleichung 


27* 















Avorr Kneser. 


J (F@—9(@) U,, (a) da = 0 
ergibt ’ ‘ 
J (F@-9(@) U,(@) da =0 


0 


da der Wert des ersteren Integrals dadurch, daB man den Integranden 
an zwei Stellen um endliche Betrige iindert, nicht beeinfluBt wird. 

Aus der letzten Gleichung aber kann, da F'(a) — (a) eine stetige 
Funktion von « ist, geschlossen werden (U. § 11) 


F (2) = (2), 
und hieraus folgt beilaufig, dab die GréBen y und [ verschwinden. Die 
Gleichung 











1,@ 
9) = 14,0, = Fe 


besteht also auf der Strecke J mit Ausnahme der Endpunkte, in denen F(z) 
verschwindet, p(z) aber im allgemeinen von Null verschieden ist. Diese 
Gleichung gibt die Entwicklung einer willkiirlichen, nur gewissen Stetigkeits- 
bedingungen unterworfenen Funktion nach den Normalfunktionen, die dem 
Falle h = H = © entsprechen. 

Endlich iibersieht man leicht, daB die ganze bisherige Argumentation 
mit einer gewissen Vereinfachung giiltig bleibt fiir den Fall, da®B H end- 
lich und h = oo ist; auf diesen laiBt sich der umgekehrte Fall, dab H 
allein unendlich wird, dadurch zuriickfiihren, daB man Z— z als unab- 
hingige Variable einfiihrt. Im ersten dieser Fille kann man (U. § 16) 
die folgende Gleichung ansetzen: 


Z 
A, U, = 3 sin (v + )¥ [ow sin (v+ >) se ~ a 
4 


ny 


vy 


Hieraus folgt durch partielle Integration 


Z 
A, U, = C+) " sin (v+ 5) = |?) +/9@ cos (v + =) a da + + 


oder, indem man den Wert der GréBe Y aindert, ihren definitionsmiBigen 
Charakter aber bestehen liBt, 


. 2 (0) , 1 2 sd 
A,U, = 9 (0) sin (v + 3% +-- 


(»+5)= ‘ 








on 


n 

















Darstellung willkiirlicher Funktionen. 491 


Summiert man tiber v, und benutzt die in § 1 abgeleiteten Eigenschaften 
der Summe 


1 ? 
’ w+ 
so findet man, daB die Reihe 
1,@ 
A, U, 
auf jeder Strecke : 
“5452 


gleichmaBig konvergiert, und daB die Summen 


1,n 


2 A,U,, 


wenn 2 das Intervall von 0 bis ¢, durchliuft, zwischen endlichen von » 
unabhingigen Grenzen bleiben. Daraus schlieBt man, da auch jetzt die 
Normalfunktionen an der Stelle z= 0 verschwinden, wie oben, daB die Reihe 


Suau.u, 


auf der ganzen Strecke J mit EinschluB der Grenzen gleichmibig kon- 
vergiert, und hieraus ergibt sich in noch etwas einfacherer Weise als 
oben das entsprechende Resultat, daB die Gleichung 
1,@ 
o(2)= >'4,U, 
“2 


auf der Strecke J gilt mit AusschluB der Stelle z = 0. 


§ 5. 
Angeniherte Darstellung beliebiger stetiger Funktionen durch 
endliche Summen von Normalfunktionen. 


Es sei g(z) eine Funktion, von der nichts weiter vorausgesetzt wird, 
als da8 sie im Intervall J stetig ist. Deutet man z als Abszisse, y als 
Ordinate in einem ebenen Koordinatensystem, so kann man die Kurve 

y = (2) 
durch ein Polygon approximieren, das mit der Abszissenachse jeden der 
Punkte z=0 und z =Z gemein habe, der eine feste Nullstelle der 
Normalfunktionen ist. Analytisch ausgedriickt: sei g)(x) eine Funktion. 
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die als Kurve y= g,(z) ein Polygon liefert, die also auf der Strecke J 
stetig und von beschrinkter Schwankung ist; wenn h = oo, sei 


9(0) = 0; 
Po(Z) = 0. 


Dann kann ,(z) offenbar so gewahlt werden, daB, wenn « und ¢, beliebig 
kleine positive, h und H endliche GréBen sind, die Ungleichung 


wenn H = ov, sei 


Po?) — P)|<é 
auf der Strecke J gilt, wahrend, wenn eine der GréBen h, H unendlich 
wird, diese Ungleichung auf der Strecke J gilt nach Abzug einer bei 
z=0 oder Z=0 beginnenden Strecke, die beliebig klein, etwa kleiner 
als €, genommen werden kann. 
Nun kann ¢,(2) nach den friiher bewiesenen Sitzen in eine auf der 
ganzen Strecke J gleichmabig konvergente Reihe 


1,@ 
Go(@) = >) ABU, 


Z 
AS = M, f g(a) U,(a) de. 





entwickelt werden, wobei 


Man kann daher » so wihlen, daB auf dieser ganzen Strecke die Un- 


gleichung 
1,n 
9o(2)— SAU, | <e 


gilt. Hieraus folgt auf Grund der obigen Beziehung zwischen g(z) und 
9(2) sofort die Ungleichung 








1,n 


9(2)— > AU, | <2e 


v 





fiir die Strecke J, von der aber, wenn h und H nicht beide endlich sind, 
an den Enden Strecken, die kleiner als ¢, sind, ausgeschlossen bleiben. 
Man iibersieht leicht, daB im Falle h = oo das erhaltene Resultat bis 
in die Stelle z= 0 hinein giiltig bleibt, wenn (0) verschwindet, da in 
diesem Falle g,(¢) d. h. das der Kurve y= @/(z) sich anschmiegende 
Polygon so gewahli werden kann, daB die Ungleichung 


|p (2) — Polz)| <é 
bis in die Stelle z= 0 hinein gilt, und entsprechendes gilt, wenn 
H=oo, 9(Z) =0. 
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Man kann daher eine beliebige auf der Strecke J stetige Funktion g (2) 
mit vorgeschriebenem Grade der Anniiherung durch eine endliche Summe 


Sau, 


darstellen, und zwar gilt diese Darstellung in allen Fiillen fiir die Strecke 
J nach Abzug je eines beliebig kleinen, in den Stellen 2 =O und 2=Z 
beginnenden Teilintervalls. Sind speziell h und H endlich, so brauchen keine 
Teilintervalle von J ausgenommen zu werden, ebensowenig, wenn (0) im 
Kalle h = «© und o(Z) im Falle H = © verschwindet. 
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Unstetigkeiten bei den linearen Integralgleichungen 
mit Anwendung auf ein Problem von Riemann. 


Von 


0. Keiioee in Princeton, New-Jersey. 


In einer friiheren Abhandlung habe ich einige Integralgleichungen 
der zweiten Art*) 


1 
f(s) = 9(s) +f p(t) K(s, t) dt 
0 


behandelt, wo in dem Kerne*) K(s,¢) gewisse Unstetigkeiten erster 
Ordnung auftreten. Insbesondere ist die Gleichung behandelt worden, 
die von der Doppelbelegung einer mit Ecken behafteten Kurve herriihrt. 
Hier hat der Kern, K(s, ¢) = = sj are tg an — a den wir in diesem 
besonderen Falle mit O(s, ¢) bezeichnen wollen, eine Unstetigkeit folgen- 
der Art: messen wir die Bogenliinge der Kurve von einer Hcke aus, so 
ist in der Nahe dieser Ecke 


fir s-t>0, O(s,¢) eine stetige Funktion, 
sin a2 |s| 


fir s-t< 0, O(s,#)= o_o Ts + einer stetigen Funktion, 
wo aa der Winkel ist, um welchen die Kurventangente springt. Die 
Verallgemeinerung auf die Lésung einer Gleichung, deren Kern sich von 
Q(s, ¢) durch eine endliche, stiickweise stetige additive Funktion unter- 
scheidet, bietet keine Schwierigkeiten**), doch ist es fiir die Anwendungen 
wichtig, wie Herr Hilbert***) hervorgehoben hat, auch noch die Lésung zu 


*) Die hierin benutzten Bezeichnungen sind die von Herrn Hilbert in seiner Ab- 
handlung ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen‘; 
Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, 1904, Heft 1. 

**) Math. Ann. Bd. 58, 8. 45. 
***) Seminar, W. S. 1901—02. 
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haben, wo K(s, t) = a(s, t) O(s, ¢) + B(s, #), worin a(s,¢) und £A(s, ¢) 
endliche, stiickweise stetige Funktionen sind. Die Lésung in einem 
solchen Falle wollen wir zuniichst angeben. 


§ 1. 
Die 7-Belegung. 


Wir legen zugrunde die Kurve C, aus der die Funktion 0(s, ¢) ent- 
standen ist, deren Bogenliinge mit r, s oder ¢ bezeichnet werden wird, deren 
Gesamtlinge gleich 1 sein mége, und die aus analytischen Stiicken be- 
stehen soll. Wir definieren nun eine Funktion 7(s,¢) durch folgende 
Bestimmungen: fiir s und ¢ zwischen 0 und 1 sei 

fir s<t, y(s,t)=t—s, 

fir s>t, y(s,t)=t—s+1, 
fiir andere Werte sei 7 dadurch definiert, daB sie die Periode 1 habe. 
Mittels » definieren wir dann eine Funktion der ebenen Koordinaten 
«x,y und eines Parameters ¢, niimlich das Potential der Doppelbelegung 


der Kurve C: 
1 


(1) n(a, y;t) = fo, t) - are tg ee dr, 

0 
wo o(r,t) dadurch definiert ist, daB (a, y;¢t) die Randwerte y(s, ¢) an- 
nimmt, wenn (z, y) sich von einem inneren Punkte einem Randpunkte 
a(s), y(s) nahert. Die Funktion (a, y; ¢) sei mit »,(a, yj) oder 
"(%,¥y;¢) bezeichnet, je nachdem (2, y) innerhalb oder auBerhalb der 
Kurve C liegt, und die Randwerte seien »;,(s,/) und 7,(s,¢). Wir haben 


dann nach der Potentialtheorie die Beziehungen: 
N)4(00, oo, t) = 0, 
1; (8, t) = n(s, 4), 
n; (s, t) — 44(8, t) = 2x0(s, #), 
(2) ae Ba 
ms(84) + nels) = 2 f 07,1) 2 are tg 49 =4 ar, 
i) 
On,(s,%) On, (s, t) 


( Ov ov ? 








wo v die Richtung der Normale der Kurve C angibt; o(s, ¢) unterscheidet 

n(s,é 
uw 

man sieht, wenn man 9s, ¢) mittels der Hilbertschen Formeln*) darstellt. 


sich von ) pur durch eine stetige stiickweise analytische Funktion, wie 





*) Math. Ann. Bd. 58, S. 449, 
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Die Funktion (x, y;¢) betrachten wir nun als eine Art Anziehungs- 
gesetz und bilden das Potential 


1 


(3) u(x, y) = { 90) o u(x, y;r)ar. 


6 


Die Kurve C bildet das einzige Unstetigkeitsgebiet der Funktion u(«, y), 
und wir untersuchen ihr Verhalten in deren Nahe. g(s) ist stiickweise 
stetig und differenzierbar, falls dies von den als vorgeschrieben zu den- 
kenden Randwerten von u(x, y) gilt*), und dies wollen wir voraussetzen. 
Wir kdénnen also teilweise integrieren 


, und bekommen 


r=r,—eé 1 


k J 
u(t,y)= L So(ry(a,y;r)) — fo’ w)ule, y;r)dr, 
e=0 & r=r, +89 


wo 7, die isolierten Werte sind, fiir welche g(r) Spriinge erleidet. Nun 
gehen wir zum Rande iiber, zunichst von einem inneren Punkte, und 
wenden wieder die teilweise Integration an, indem wir bemerken, dab 
wegen 

L 74,(s, 7) = ] 


e=0 
r=s+e 


eine neue Unstetigkeit zu beriicksichtigen ist. Wir bekommen 


(4,) u(s) = — p(s) +f g(r) Hs, r)dr, 
0 
wo Hi(s,r) = ——— =1. Auf ganz thnliche Weise bekommen wir 
1 
(4,) u,(s) = p(s) + J g(r) H,(s, r) dr, 
0 
\ On (8,7) .. ° ° . . , 
wo H,(s,r) = Sy dieselben Stetigkeitseigenschaften wie H,(s, ¢) hat. 


Dies sieht man, wenn man bemerkt, daB 7,(s, ¢) bis auf eine stetige Funk- 
tion gleich — 7,(s, ¢) ist (siehe (2,)). 
SchlieBlich hat man 


(5) Se 


*) Siehe die Formel (4,), welche man unter Voraussetzung der Stetigkeit und 
stiickweisen Differentiierbarkeit von q(s) erhilt, und welche zeigt, daB in dieser Hin- 
sicht @(s) die Eigenschaften von w;(s) hat. Die einzige Lésung von (4,) aber ist auch 
die einzige Liésung von (3), womit die Behauptung bewiesen wird. 
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§ 2. 
Loésung der vorgelegten Integralgleichung. 


Wir betrachten nun eine gemischte Belegung: 


1 


u(x, y) = io {a(t - z are tg y— 9 + b(t) Ma n(x, Y; i} ae. 


x— x(t) 
0 


Dies fiihrt zu den Randgleichungen 


1 
f (s)= [a(s) — d(s) | (8) +.f o{ a(t O(s, ) + 0 H,(s, O} at, 
(6) ‘ 


1 
.c = —[a(s) — d(s)|9(s) +f p@l a OG, ) +b ()H,(s, t)} dt, 
0 


Die erste dieser Gleichungen kann geschrieben werden 


1 
7 | u, (8) P ok ae . b(t) I 
. |a@)—d6) — J 0) \a@—0@) O(s, + a(s) —b6) Hi,(s, t) jdt 
0 


oder 
1 
f(s) = o(8) +f p®|{a(s, HO(s, t) + Als, | at 
0 


und ist also eine Gleichung der vorgelegten Form, nur ist A(s, ¢) nicht 
willkiirlich, sondern es hangt von O(s,¢) und a(s,¢) ab. Diese Ein- 
schrinkung wird spiiter beseitigt werden. Es handelt sich also zuniachst 
darum, die Gleichung (7) zu lésen. Dies tun wir folgendermaBen. Wenn 

sate ve : , . Ouls ou (8) 
u(s) und u,(s) Randwerte von Potentialen sind, fiir die a = se , 
dann kénnen wir mittels der Hilbertschen Formeln*) aus u,(s) das w,(s) 
herstellen, welches (6,) geniigt. Nun haben wir durch Abziehen von (6,) 
von (6,) die Gleichung 


1 
, u,(s) — w (8) { b(t) eel 
(8) 2[a(s) — b(s)] = p(s) + J oleae [H;(s, t) — H,(s, t)) dt, 
welche durch die Fredholmsche Methode**) lésbar ist. Man kann es 
weiter so einrichten, da die ganze transcendente Nennerfunktion, die in 
dieser Methode auftritt, deren Nichtverschwinden die Eindeutigkeit der 


*) &.. a0. 
™) Siehe Fredholm ,Sur une classe d’équations fonctionelles*. Acta Mathe- 
matica Bd. 27 (1903); Hilbert, a. a. O. 
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Lésung zur Folge hat, sicher von Null verschieden ist, indem man 
b(t 

a ws (s) 

nur endlich und stiickweise stetig und differentiierbar — wihlt, sonst 

aber gleich Null. Dann wird diese Nennerfunktion beliebig genau gleich 

ihrem ersten Glied, niimlich + 1. DaB die Lésung von (8) auch (7) geniigt, 

verifiziert man folgendermafen. Man nehme an, daf das (8) geniigende 


in der unmittelbaren Nachbarschaft der Ecken ganz beliebig — 


p(s) in (6,) eingesetzt nicht u,(s), sondern etwa w,(s) ergibe, und in (6,) 
etwa #,(s). Indem wir dann subtrahieren und mit (8) vergleichen, sehen 
wir, daB u%,(s) — %,(s) = u,(s) —u,(s), oder %,(s) — u,(s) = %,(s) — a(s). 
Es ist also a(x, y) — u(#,y) ein iiberall regulires im Unendlichen ver- 
schwindendes Potential, verschwindet also identisch. Folglich ist 
i,(s) = u,(s), 

und (7) ist in der Tat befriedigt. 

Wollen wir jetzt zu weiteren Gleichungen gehen, worin die Kerne 
sich von dem der Gleichung (7) um irgend eine stiickweise stetige Funk- 
tion unterscheiden, so brauchen wir die Lésung der Gleichung 


1 
L(s, t) = O(s, t) + { M(r, t) L(s, r)dr, 
0 


a(t) bit 


wo wir zur Abkiirzung L(s, t) = —-_—_ Q@(s, t) + H.(s, t) 
? ; a(s) — Db(s) : a(s) — bs ‘ 


gesetzt haben. Aus der Eindeutigkeit der Lisung von (6,) kann man 
schlieBen, dab (s,¢) auch der Gleichung geniigt 
> 
L(s, t) = ®(s, #) +f O(s, r) L(r, t)dr, 
0 

und wenn wir in der gegebenen Gleichung ¢ fiir s setzen, mit L(s, ¢) 
multiplizieren und von 0 bis 1 in bezug auf ¢ integrieren, und schlieBlich 
von der gegebenen Gleichung abziehen, so bekommen wir eine der Fred- 
holmschen Methode zugiingliche Gleichung.*) Man kann auch verifizieren, 
daB ihre Lésung auch der urspriinglichen Gleichung geniigt. 


Anwendung auf ein Problem von Riemann. 


Es sollen » komplexe Funktionen von z= x -+ iy durch folgende 
Bedingungen bestimmt werden: 

1. Sie verhalten sich reguliir in der ganzen z-Ebene auBer an m 
willkiirlich vorgeschriebenen singuliren Punkten a,, a,,---, a 


*) Man vergleiche Math. Ann. Bd. 58, 8. 454—456. 


m* 
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2. Wenn 2 einen Umlauf um einen dieser Punkte macht, so erleidet 
das Funktionensystem eine lineare homogene Substitution, deren konstante 
Koeffizienten willkiirlich vorgeschrieben sind. 

3. An den singuliiren Punkten werden die Funktionen nicht von un- 
endlich hoher Ordnung unendlich. 

Dieses Problem ist von Riemann behandelt in dem Fragment: ,,Ziwei 
allgemeine Siitze tiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Koeffizienten“, wo er zeigt, daB die gesuchten Funktionen einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung n'** Ordnung mit rationalen Koeffi- 
zienten geniigen miissen. Ferner zeigt er, da jedes solche Funktionensystem 
sich mittels eines gegebenen Systems homogen linear mit rationalen Koef- 
fizienten ausdriicken lift, und gibt an, wie diese Bestimmung eindeutig 
zu machen ist. Der Existenzbeweis dagegen ist ihm nicht gelungen. 
Schlesinger*) hat den Existenzbeweis erbracht und die Herstellungsweise 
angegeben fiir den Fall, da® simtliche Wurzeln der den Substitionen zu- 
gehérigen Fundamentalgleichungen den absoluten Betrag 1 haben. Es 
war der Vorschlag von Hilbert**), dieses Problem als eine Randwert- 
aufgabe aufzufassen. 

Fiir unsere Betrachtungen wird es bequemer sein, die unbestimmten 
Integrale der Funktionen zu betrachten, wobei an Stelle der homogenen 
linearen Substitutionen A; die nichthomogenen linearen Substitutionen A, 
treten, die man durch Hinzufiigung einer willkiirlichen additiven Kon- 
stante zu jeder Reihe der Substitutionskoeffizienten erhilt. Wenn wir 
weiter fordern, daB die integrierten Funktionen hichstens logarithmisch 
unendlich werden, so laBt sich beweisen, daB die Funktionen existieren, 
und daB sie im allgemeinen, d. h. auBer fiir spezielle Wahl der Koeffi- 
zienten der Substitutionen A,, eindeutig bestimmt sind. Im folgenden soll 
der Gang eines solchen mit Hilfe der Integralgleichungen gefiihrten Be- 
weises charakterisiert werden. 

Wir denken uns eine stetige Linie Z mit stetig sich aindernder Tan- 
gente und Kriimmung von a, durch samtliche tibrigen singuliren Punkte 
bis a,, gezogen. Ohne Kinschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 
a,=1 und a, =—1 annehmen. Wenn nun ¢ die Linie L iiberschreitet, 
so erleiden die » Funktionen eine Substitution A, der gegebenen Gruppe, 
was wir ausdriicken kénnen 


n 


(9) Fi(e)) = > ayfj(29) +a, (6 =1,2,-- ym) 


j=1 


*) Comptes Rendus, T. CXXVI, 8.723; Handbuch der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen II, 2, 8S. 382. 
™) Vorlesung iiber Potentialtheorie, W. S. 1901—02. 
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wenn wir die Linie Z als einen Schnitt denken und mit f;(z(s)) bezw. 
f;(2(s)) die Werte bezeichnen, die f;(z) annimmt, wahrend z von einer, 
bezw. der anderen Seite an einen Punkt z(s) von Z heranriickt. Dabei sind 
die a,; und a, nicht durchweg konstant, sondern sie stellen verschiedene 
Konstante fiir die verschiedenen, durch die singuliiren Punkte gesonderten 
Abteilungen von L dar. Wendet man demniichst die Substitution 


ei 2e—YVe-1 


an, so wird die ganze von L berandete Ebene auf das Innere einer ge- 
schlossenen Kurve C abgebildet, und wir haben also die Aufgabe, » Funk- 
tionen zu finden, welche innerhalb dieser geschlossenen Kurve reguliir 


sind und auf dem Rande die Beziehungen (9) befriedigen. Ist : die 
Lange von L, und sondern wir die Gleichungen (9) in ihre reellen und 
imaginaren Teile, indem wir 

(2) = u(x, y) + tv,(2, y), a; = 5 + iB; ;, 

a = aw, + 0B; 
setzen, so kénnen wir sie schreiben 


u;(l—s) = a |e, s(s)e j(8) — B;;(s)e, (s)| + «,(s), 
(10) ye 


vd — 8) = Dd! Lais(s)v(s) + Bis(s)uy(s)] + BCS). 
j=2 
Die Potentialfunktionen u,(x,y) suchen wir nun darzustellen als 
logarithmisches Potential einer Doppelbelegung der Kurve C, denn dies 
liefert das allgemeinste Potential im Inneren der Kurve C, welches dort 
keine Singularitiiten hat; also*) 


i 
: ; C 1 
u(x, y) -{ 9;(8) - log o(x, Y; t) dt; 
hy 
wo J Li 
o(x, y; t) =V[x — «@P + [Ly — 9 OP, 
d. h. 
i 
P 6 — y(t 
(11,) U(r, y) = fo 5 are tg — “0 at; 
hy 


*) Von jetzt an beziehen sich r,s, ¢ auf die Bogenliinge der zweifach durch- 
laufenen Kurve L, wihrend die Funktionen dieser Veriinderlichen sich auf die trans- 
formierte Ebene beziehen. 








eS 
rt 








Unstetigkeiten bei den linearen Integralgleichungen. 


und folglich fiir das konjugierte Potential 


U 


(11,) v(x, y) = | a(t) 5, log 
0 


1 
—— at. 
e(x, y; bt) 


Der Kiirze wegen wollen wir n= 2 setzen; die Methode lai®t ohne 
Schwierigkeiten eine unmittelbare Ausdehnung zu. Ferner seien folgende 


1 ¢ 1 . . 

= 3718 o@w,y@it mit C(s,¢) bezeichnet. 
C(s, ¢) ist dann bis auf eine endliche, stetige und differentiierbare Funktion 
gleich ; ctg ; (s—t). Sei A(s,¢) eine Abkiirzung fiir irgend eine der 
Kredholmschen Auflésungsmethode zugiingliche Funktion; 


Abkiirzungen eingefiihrt. Sei 


l 


1 
faDA(s, tat und [y(t)C(s, dat 


0 0 
mégen mit Ag und Cg abgekiirzt sein. SchlieBlich soll ein Stern an- 
deuten, daB fiir das Argument, / minus diesem Argument gesetzt worden 
ist, wie z. B. 
*C(s, t) = C(l—s, t), C*(s, t) = C(s, 1 — 2). 

Dann nehmen die Gleichungen (10), wenn man die bekannten Grenzformen 
der Gleichungen (11) gebraucht, die Form an: 

041.91 + &292— 1* — By Co, — Bip COs + A(9, +92) +e, =9, 

O34 9, + %9992— 92" — Boy CI, — Bas Coe + A(9, +92) +%=9, 

Bid: + Bisde + 0%, OG, + M42 Cg —*Cg, +A(G, +92) +%,=9, 

Bos 9, + Bas ds F O41 Cg, + O90 gp —*Cg,+A(g, +92) +0, =. 
Die Koeffizienten « und # dieser Gleichungen sind zunichst nur fiir 
s< : definiert. Aber durch Auflésung der Gleichungen (10) fiir die 


u;(s) ‘und v,(s) kénnen wir die Definition so erweitern, daB die Gleichun- 
gen (12) fiir alle s gelten. Diese werden nun nach Cg,, Cg,, *Cg,, *CQ, 


(12) 


'B 

aufgelést, was nur unméglich ist, wenn | Px _ 0. DaB diese Deter- 
21 Pag 

minante nicht verschwindet, kénnen wir erzielen, wenn wir, falls es nétig 

ist, ein anderes, mit dem gesuchten linear verbundenes Fundamentalsystem 

zugrunde legen. Das Resultat der Auflésung der Gleichungen (12) sei 

geschrieben 


Coy = Vi191 + 1992 + 919," + D292" + AVG, + M2) + = 9, 
(18) Cos = Ya191 + ¥2292 + 9G™ + Oe992* + ACM + Je) + 2 = 9, 
*Og, = 819) + &1992 + b11Gs* + S292" + ACK + Ge) + 3 = 9, 
*CG, = 8191 + 2292 + S19," + bo292* + ACM, + 92) + 1 = 9. 





(16) 
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Wir konstruieren dann die Hilbertschen Reziprozititsformeln*) fiir 
das Innere von C, indem wir bemerken, dab C(s, ¢) bis auf eine additive 
A-Funktion der Kern dieses Gleichungspaares ist. Wenn wir also in 
(13) r fiir s setzen, mit C(s, r) multiplizieren und von 0 bis / in bezug 
auf r integrieren, so haben wir, da bis auf additive A-Funktionen*) 


CCg=—g, Co*=—*Cg, C(*Cg) =g*: 
—G9, =¥11 09, + P12 CG — 94, (FCG) — F49(* Cg,) + A(G, + 92) +, = 0, 
— IJ, =% CG, + Yeo CG, — 9g, (*CQ,) — Da9(* Coy) + A(G, + Ge) +H. = 9, 
9,* = & C9, + &2 Co — S1(* C9.) — S:2(* Coz) + AG, + 9) + 9; = 0, 
93" = Fa, CG, + F229, — Fa: (* CG.) — fe(*Co,) + A(G, + 92) +O, = 0, 


wobei wir die Identitat benutzt haben 


(14) 


t i 
J y(r)g(r)C(s, r) dr = y(s) J g(r) C(s, r)dr 
(15) . 1 


= Ja(r) | v(s) — r(r) | O(s, r)dr 


und hierin ist [y(s) — y(r)]C(s, r) = eee + einer in der Nahe von 
s =r endlichen, stiickweise stetigen und differentiierbaren Funktion, und 
ist also durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen der Fredholm- 
schen Methode zugiinglich gemacht worden.***) Nun kénnen wir ganz wie 
wir aus (13) die Gleichungen (12) herleiteten, aus (14) ein neues System 


herleiten: 


B19: +Bi292 +0, CY, +042 Cg, +* Cg, +A(9, +92) +%=9, 
Bos 91 + Bos Ie + Oy, C9, + te Cop +*Cg,+A(G, +92) +%=9, 
= O395—%99g—9.* +B CI +Bi2 Co, +A(9, +92) +%3=9, 
— O91 9, + Ha29e —IJs* + Boy C9, + Boe CIs +A(9, +92) +%,=9. 


*) Siehe Math. Ann. Bd. 58, S. 442 und 449. 
**) Man bemerke, daB C(s,t) eine ungerade Funktion von s — t ist. 
***) Ist s = 0, ein Sprungpunkt fiir die stiickweise konstante Funktion y, 80 


7(8s) — 7) __ 


haben wir fiir s-r > 0: ). Dagegen fiir s-r < 0 ist 








z(s — r) 
y(s)— y(r) __ const. 
a(s — r) s—r’ 
und durch Einfiihrung neuer Veriinderlicher, s = o* fiir positives s, s = — o? fiir 


, 338 jn - , const. . 2 const. 
negatives s und ahnlich fiir r, wird dr in —, : 
s—r e+e 


multipliziert, so ist die Unstetigkeit auf die behandelte 


de iibergehen, und wenn 


man die Gleichung mit | : 





reduziert. 








80 


iir 


nn 
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Die Gleichungen (12) und (16) kénnen wir nun so nach g,, 9, 9,*, 9:* 
auflésen, daB Cg,, Cg,,*Cg,,*Cg, hinausfallen, denn die Determinante 
der Koeffizienten dieser Glieder reduziert sich auf 2"mal die Summe der 
Quadrate der Determinante der reellen und der Determinante der imagi- — 
niren Teile der Substitutionskoeffizienten, was nach der schon gemachten 
Voraussetzung nicht verschwindet. Wir haben also 


i 


f(s) = 9,(s) + J “{9,()-Aur(8, #) + g(t) Ara(s, €) 


+ 9° Ays(8, #) + 9,* Aya(s, t)} at, 


fa(s)= 908) +f {1(-Aan(s, #) + 9(8) ge(s, 8) 


(17) + g,* Ags(s, t) + gy* Agy(s, t) | dt, 


f(s) = *9,(8) +f (a(t) Ags (8, t) + go(t)As9(8, t) 
i 


+ gy" Ags(s, t) + go* Agy(s, t)| dt, 


I 
f(s) = *9(s) + (%1(t) Au (8, t) + go(t)Age(s, 4) 
0 
+ 9,* Ags(s, #) + g* Auy(S, t)} dt. 


Dieses System kann nun nach den 4g,, 92, 9,",9,* aufgelist werden. 
Wegen der erweiterten Definition von (12) werden die Werte von g,* 
und g,* mit g, und g, tibereinstimmen. Die Lésung von (17) hiingt von einer 
ganzen transzendenten Funktion 6(4) von einem Parameter 4 ab, in deren 
Koeffizienten die Substitutionskoeffizienten a,; auftreten. Das Verschwinden 
dieser Funktion fiir 4=—1 bedingt also eine Beziehung zwischen den 
Koeffizienten. Ist 6(4) fiir 4 =1 von Null verschieden, so existiert eine 
und nur eine Lésung von (17). Ist dagegen fiir 4=1 6(4)=0, so 
existieren Liésungen von (17) nur, falls die /,(s), f(s), fs(s), f(s) gewisse 
Integralbedingungen befriedigen, und dann existiert eine endliche Anzahl 
linear unabhiingiger Lésungen. In beiden Fallen existiert also eine Lésung 
des homogenen Problems; im zweiten Falle ist das integrierte System 
eindeutig bestimmt. 
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Sur la déformation des surfaces. 
Par 


Serce Bernstew & Heidelberg. 


Quand j’ai demandé a M. Hilbert quelle raison générale l’a conduit 
a la proposition que j'ai démontrée plus tard, que les solutions des 
problémes réguliers du caleul des variations sont analytiques, lillustre 
géométre m’a répondu qu'il croyait que tous les problémes naturels doivent 
étre susceptibles de solutions analytiques. J’avoue que je n'ai pas compris 
tout d’abord la portée philosophique de cette pensée qui me parut trop 
générale et vague. Mais aujourd’hui, je crois pouvoir la préciser sans en 
modifier le sens. On peut, en effet, énoncer le principe mathématique 
suivant dont la démonstration générale est difficile, mais qui, jusqu’a 
présent, n’a jamais été mis en défaut: 

Si une fonction f(xa,%,--+2,) vérifiant une equation analytique aux 
dérivées partielles et definie dans un domaine quelconque S(a,% -- + X,) 
ne peut étre prolongée au-dela de ce domaine que d’une seule facgon (en 
supposant ce prolongement possible), ce prolongement est analytique. 

Des lors on peut considérer l’assertion générale de M. Hilbert 
comme l’expression mathématique de l’hypothése déterministe. Ne voulant 
pas sortir du domaine mathématique, je me bornerai ici 4 vérifier notre 
principe sur le probléme de la déformation des surfaces. 

On peut reconnaitre par des considérations géométriques que les 
surfaces convexes jouissent de la propriété particuliére que si une partie 
en est déformée (avec conservation des longueurs), la forme de la surface 
toute entiére est bien déterminée. D’aprés le principe énoncé nous devons 
done vérifier l’exactitude du théoreme suivant prévu par M. Hilbert: 

Une surface applicable sur une surface analytique a courbure positive 
est nécessairement analytique. 

En effet, supposons l’élément linéaire de la surface donnée 2 mis 


sous la forme: 
ds? = du? + C%dv?. 
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Puisque la surface Y est & courbure positive, on a: 
ac 
(1) Cra <0. 
Pour avoir toutes les surfaces applicables sur la surface Z, il faut 
déterminer toutes les fonctions x, y, 2 de u, v qui satisfont 4 l’équation: 
da? + dy? + dz? = du? + C%dv’*. 


On démontre*) que chacune des fonctions 2, y, 2 vérifie l’équation: 


¢ ec 
(2) = O(rt — s*) +1 (05 pe q) + 2qs 6° 
9 O° 0?C 1 /ac\2 
i oa Dt ras + C Ge ‘|+ org Cu s =, 


ot p, q, 7, 8, t désignent comme toujours les dérivées partielles de la 
fonction inconnue. 
Formons le discriminant: 


€ v y/ pv 1 na C 9 Cc 
(3) d@=F FF, — ; (FF)? = C*(rt—s*) + C pr ¢ — Car oc + 


9 fine a” 2 oC = 
+ 20442 q (i) = 
= 0F" [tpt + @— 0%}. 


On voit que si d > 0, la fonction inconnue (pourvu qu'elle admette 

des dérivées des trois premiers ordres) est analytique. Or 
4 = C? — g?— C%p? 
est le discriminant de la forme quadratique positive définie 
du? + C®dv? — (pdu+ qdv)*. 

Done 4>0, et, daprés (1) et (3), on ad >0. Par conséquent 2, y, 2 
sont des fonctions analytiques de u, v. La surface cherchée est analytique. 

Au contraire, il est aisé de se rendre compte que la déformation 
d'une surface analytique a courbure négative on nulle ne donne pas néces- 
sairement une surface analytique. Pour le voir, il suffit de constater que 
la déformation d'une partie suffisamment petite d’une telle surface ne 
détermine pas la déformation totale; or une fonction analytique est 
entiérement déterminée, lorsqu’elle est donnée dans une région aussi 
petite qu’on veut.**) 


*) Darboux, Théorie des surfaces t. II. ch. IV. 

*) On trouvera dans ma Thése (Ch. V) (Math. Ann. t. 59) une démonstration 
analytique rigoureuse du moins pour la déformation de la pseudosphére. Pour avoir 
une démonstration tout a fait générale, il suffit de démontrer le théoréme suivant: 
li peut exister plusieurs solutions admettant, le long dune caractéristique, le méme 
développement asymptotique. 
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Pour ce qui concerne les surfaces 4 courbure nulle ou développables, 
chaque élément fini détermine une bande entiére de la surface puisqu’elle 
contient un systéme de lignes droites. D’une facon générale, d’ailleurs, 
toutes les surfaces qui dépendent d’une équation de type parabolique ad- 
mettent un systeme de lignes analytiques. Ce théoreme (conforme a notre 
principe fondamental) est démontré rigoureusement dans les deux cas 
suivants*): 

az 


, Oz 7] Oz , 
Da? = f (eye n) et ~ Te a(xy) 3 + b(xy) ‘ + e(ay)z + d(ay). 


Heidelberg, le 15 janvier 1905. 





*) Voir ma Thése (Ch. V) et une Note dans les ,,Comptes Rendus de |'Ac. des 
Se.“ (16 Janvier 1905). 
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On Quaternion Number-Systems. 
By 


H. E. Hawkes of New Haven, Conn. 


Introduction. 


This paper continues and concludes the solution of the general 
enumeration problem of hypercomplex number-systems which are asso- 
ciative and have a modulus. The enumeration of non-quaternion systems 
is given in Mathematische Amnalen vol. 58. The problem consists in finding 
all non-equivalent, non-reciprocal, irreducible number-systems with moduli, 
where the terms used are defined as follows. 

Def. 1. Two systems having the units 


, , 
C9 Cgr °° @, OMd 6, by, °°, € 


respectively are equivalent if linear relations exist of the type 


af = >a. 4 (k=1, 2,-++,n) 
i=1 
where the determinant 
a,;| + 0 (k, i= 1,2,+++,n). 
The a’s are assumed to be ordinary complex numbers. 

Def. 2. A system is reducible if its units may be divided into two 
or more subsystems such that the product of two units in the same 
subsystem is in that subsystem, while the product of units in different 
subsystems vanishes. 

Def. 3. Two systems are reciprocal to each other when the multipli- 
cation table of one can be obtained:from that of a system which is 
equivalent to the other by an interchange of rows and columns. 

Def. 4. The modulus of a system is a number yw such that for an 
arbitrary number x of the system, 


wr =cu= 2. 
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The division of number-systems into quaternion and non-quaternion 
classes is due to Scheffers*) who defines a quaternion system as one in 
which three numbers independent of the modulus and of each other exist 
which satisfy the following equations: 


€,€ — &e, = 2es, 

(1) C20; — Cea = 20, 
— on 2 

€3€; — C103 = 2e,. 


The simplest quaternion system is Hamilton’s quaternions which is 
symbolized by (H). The necessary and sufficient condition that a given 
system is quaternion, is that (H) occurs in it as a subsystem, that is, 
that four independent numbers of the system may be so chosen that their 
roultiplication table is identical with that of (H). That this condition is 
sufficient is evident, since the three units of (H) that are distinct from 
the modulus fulfil equations (1) when the multiplication table for (H) is 
taken in the form 
Ss Be 8 





where k is written for e,. That this condition is necessary was proved 


by Scheffers for »< 8, and appears for general » from a memoir by 
Molien.**) 


§ 1. 
Normal Forms. 


In order to enumerate the various systems of distinct types it is 
necessary to find a normal form into which any quaternion system may be 
thrown and from an inspection of which its characteristic properties appear. 
Normal forms for any system, whether quaternion or not, have been given 
by Molien***) and the writer}) and will be symbolized by (1) and (P) 
respectively. A normal form for the multiplication table of non-quaternion 


*) Mathematische Annalen, Vol. 39. 
**) Mathematische Annalen, Vol. 41. 
***) loc. cit. 


+) Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 3. 
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systems has been given by Scheffers*), which will be symbolized 
by (S). The features of these normal forms will now be given, followed 
by proofs that these three forms are compatible, that is, the multiplication 
table of a given system may be thrown into all three forms simultaneously, 
thus affording a form which comprises the advantages of all. This 
generalized normal form is called (N). 


1. Normal Form (J). 
Def. 5. A primitive system is one in m® units, 


> > eee ? , eee ’ oe 
C11» C19» > ims ary €a2) » ams eum 


such that the units obey the multiplicative law 
C5, = 9 when h-=+-l, 
Cin =e, When h=l. 
For m= 1 we have the system 
2 


So 


For m=2 we have the system which is equivalent to (#7) 
A 1 : 


where 
C11 = C1, Org = Cay Ops = Cg, Con = S- 

When m=3 we have the multiplication tables of nonians. Molien**) 
shows that if a system S contains several primitive subsystems 

P,, P;, +: P,, 
the units of S may be so chosen that all these subsystems appear in the 
multiplication table, showing that the units which comprise 

P,, P;, ga P, 
are independent of each other. The product of units one or more of 


which is not a unit of a primitive system can contain no unit of a 
primitive system. 


‘y 


*) loc cit. 
**) loc. cit. 
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These theorems we may display in a table as follows. 




















q ep cite ee é, Cn 41 é, i Cnt eC, 

e 

(1 oo r) 
é, dl ? ? r) 
Cp 41 
P, 
e, 
es ? ? 
P, 
€,, 














where (1,---,7) indicates a number involving the units ¢,,---,¢, and all 


the subsystems P,,---, P, contain a square number of units whose multipli- 
cation table is given on page 439. 

The order of these primitive systems along the principal diagonal 
is immaterial. It is convenient to assume that the primitive systems in 
one unit appear first, followed by those of higher order. When a system 
is thrown in any way into normal form (M) the same set of primitive 
systems appears, showing that they are an invariant of the system. We 
can now see that the necessary and sufficient condition that a system is 
a quaternion system is that at least one of its primitive systems is of 
order >2. The necessity of the condition follows since any four units 
Cra» Caer Cra» See Of @ primitive system have (H) for a multiplication table. 


2. Normal form (P). 


Def. 6. A number a is called idempotent if a? = a. 

Def. 7. A number a is called nilpotent if «? = 0. 

If a system contains an idempotent number, this number may be 
taken as the unit e, and the other units of the system so chosen as to 
fall into the following groups: — 

Group I contains only units ¢, such that 


> == @ 


Cen =¢,4= Cy. 

















On Quaternion ‘Number-Systems. 


Group II contains only units e, such that 
CC, = 0; €,€, = &- 

Group III contains only units e, such that 
C0, = G3 Cn = 0. 

Group IV contains only units e, such that 
C,€, = €,& = 0.*) 

When the transformation bringing the system into this form has been 
performed, the system is called regular with respect to e,. The four groups 
are symbolized respectively by (dd), (dn), (nd), (nn). Evidently e,, itself 
is in group I. The following multiplication table shows the group to 
which the non-vanishing product of units of any two groups must belong. 

(dd) (dn) (nd) (nn) 
(dd) | (dd)| (an) 0 | 0 | 





(dn)| 0 | 0 | (da) | (dn) 


(nd)\(nd)\ (nn), 0 | O 


(nn) O 0 (nd) | (nn) 


If an idempotent number independent of ¢, remains in any group it may 
be taken as a unit, say e,_,, and the system made regular with respect 
to it without disturbing the regularity with respect to e,. This process 
may be continued until no two idempotent numbers occur in the same 
group with respect to any unit. A system in which every unit is in one 
of the four groups with respect to each and every idempotent unit is called 
regular, or in normal form (P). The modulus of a system in form (P) 
is the sum of its idempotent units. 

Theorem I. Normal forms (M) and (P) are compatible. 

Assume that the system S is in form (M). We must show that 
without destroying form (M) the system may be thrown simultaneously 
into form (P). The idempotent units in the primitive systems of (M/) 
are all in group IV with respect to each other, and no idempotent unit 
independent of these units exists else it would appear as a primitive 
system of order 1. The nilpotent units of the primitive subsystems are 
already in either group II, If] or IV with respect to each idempotent 
unit. It only remains to regularize the units e,,---,e¢, which are not in 


*) For proofs of this and the following theorems see my paper in Transactions, 
loc. cit. 
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any primitive subsystem. That this can be accomplished without affecting 
the form (M), but by linear transformations involving only the units 
€,,°**,@, appears from the method of regularizing a system.*) 


3. Normal Form (S). 


For a non-quaternion system which, as we have seen, is a system 
containing no primitive subsystem of order greater than 1, Scheffers has 
given a normal form, and the explicit enumeration of distinct systems for 
n <5 has been given by him. The enumeration of systems in one idem- 
potent unit has been carried out for the genera] case by Starkweather.**) 
Explicit enumeration for the case where the system contains more than one 
idempotent unit will be found for »=6 in vol. 58 of these Annalen, 
page 370, and for » =7 in the American Journal of Mathematics vol. 26. 

Theorem II. Normal form (M) and normal form (S) are compatible. 

If in any quaternion system the nilpotent units of the primitive 
sub-systems are deleted we have an associative non-quaternion system 
which may by a transformation 7 which involves only the remaining 
nilpotent units, be thrown into normal form (8), all the distinct types 
of which for a given order are known. Since such a transformation does 
not involve the idempotent units it might properly have been applied to 
the undeleted system thus throwing the non primitive portion of the 
system together with the corresponding idempotent units into form (S). 
Since a non quaternion system in form (S) is also in form (P) this 
transformation does not affect the regularity. 

We can now restate the results as follows: — 

If a system is in form (M) it may be transformed so as to fall 
simultaneously in form (P). The units exclusive of the nilpotent units in the 
primitive subsystems form a non-quaternion system and may be assumed 
in form (S). A system in this form is said to be in form (N): 


§ 3. 
Principles of Classification. 
1. Equivalence. 
Theorem Il Jf two systems in form (N) have different numbers 
of idempotent units they are inequivalent. 
This is evident from the invariance of the primitive sub-systems. 
The significance of this theorem is that when we are seeking all 
types of inequivalent systems of order n, we may make our enumeration 


*) Transactions, loc. cit. page 314. 
**) American Journal of Mathematics, Vols. 21, 23. 
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for different numbers of idempotent units separately without possibility 
of repetition. 

Lemma. Jf the systems S and S’ are in form (N) and are equivalent, 
and if é is an idempotent unit in S’ then the equation of transformation 


(1) é = Day, 


reduces to 


where e is an idempotent unit of S. 

Symbolize by s any nilpotent units of S not contained in a primitive 
sub-system, and by » nilpotent units that are contained in some primitive 
sub-system. The number e’ = s + p is then not idempotent. For products 
of the form s*, sp, ps involve only units s by the table on page 440, 
while an idempotent number of the primitive subsystems consisting of 
nilpotent units does not exist. Thus the transformation equation (1) 
must contain at least one idempotent unit of S in its right hand member. 
Since the primitive sub-systems are an invariant of the system there are 
the same number of idempotent units in S as in S’. If then two or more 
idempotent units of S occur in the right hand member of (1), one of them 
must appear in the equation of transformation of a second idempotent unit 
of S’, say ¢’. But since e’? =e’, e”* =e” and e’e” = 0 the right hand members 
of the equations in question cannot contain the same idempotent unit of S. 
Thus each idempotent equation contains one and only one idempotent 
unit of S. It remains to prove that (1) can contain no nilpotent unit 
in its right hand member. The equation (1) is then im form 


eé=stprte, 
where e; is an idempotent unit of S. Let now p,,, Pj.) Pim» Tepresent 


those units in p which are in groups III, II and IV respectively with 
respect to e,. Thus 


C= S+ Din + Dy t+ Diz t+ % (1, m, J; k+i). 
Squaring we get 
Pim = Pim + PrP ji + PrmPix + PirPim + PinP ji + Pj: Pim + PjsPin- 
But by the table on page 441 this reduces to 
Pim = Pim + Py Por: 
One observes that p?,, is idempotent, which is however impossible since 
it is expressed in terms of nilpotent units. Thus (1) is reduced to the form 


(2) e=s+ Py + Pin + &: (j,k +4) 
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Let now e, be the idempotent unit of S with respect to which some units 
of p;, are in group III, and let 


(3) e=St+ prt Pint & (1, m+k) 


be the equation of transformation containing e,. Since e’e’=0O we have 
{ k 


Pj:Pix +PiPem + Pie + Pin = 9 
Since k+ m, p,P,,, = 0; since j +7, p,,p, =O ie. i+ 1; since i+, 
¢:p,, = 9. Thus p,,e¢,=0 which is contrary to the hypothesis. Conse- 
quently p,,=0. We can show similarly that p,; = 0, and our equation 
(1) is reduced to the form 
e=ste. 
Since all units s are in normal form (S), there can be no s units in 
the right hand member of (1)*), and our equation (1) is reduced to 
the form : 
ée =e. 


Theorem IV. If S and S’ are equivalent there is a one to one correspon- 


dance between the idempotent units of the two systems such that the number of 


units in the groups I, II, III, IV, with respect to corresponding units is the 
same. 

The preceding lemma shows the existence of the one to one corre- 
spondence between the idempotent units of S and S’. That the theorem 
is true so far as the units of the primitive subsystems are concerned follows 
from the invariance of these subsystems in equivalent systems. The 
remaining units are in normal form (S) and the complete validity of the 
present theorem is established by the corresponding theorem on non: 
quaternion systems.**) This theorem puts us in a position to write down 
all possible combinations of groups with respect to idempotent units into 
which the remaining non-idempotent units may fall, and assures us that 
no two systems in different combinations can be equivalent. 


2. Reducibility. 


Evidently any system all of whose units fall in primitive subsystems 
is reducible. This is a special case of the theorem proved in general 
in my paper in the Annalen***), that the necessary and sufficient 
condition that a system is reducible is that its modulus falls into parts, 
each of which is the modulus of a certain subsystem. Thus if we start 
with an idempotent unit and find it connected with every other idem- 

*) Scheffers, loc. cit., page 329. 
**) Math. Annalen, vol. 58, page 365. 
***) loc. cit. page 366, 
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potent unit by a chain of non-vanishing multiplicative relations with 
other units, then the whole modulus lies wholly in one subsystem and 
the system is irreducible. If on the other hand not all idempotent units 
are thus connected the modulus falls apart and the system is reducible. 


3. Reciprocity. 


Reciprocal systems evidently have the same number of idempotent 
units. Let S and S~? be systems with their units so chosen that the 
table for S passes into that of S-* by an interchange of rows and 
columns. We may assume that both systems are in normal form (JN). 

As we pass in this way from S to S~* we note that the same units 
constitute the various groups I and IV in each system. The units of Il 
with respect to a given unit pass into units of III with respect to the 
same unit and conversely, thus leaving the primitive subsystems unchanged. 
If then, from the totality of combinations of units into groups, we erase 
every combination which differs from another merely by an interchange of 
the number of units in the group II and LI with respect to the various 
idempotent units, we shall erase all combinations which lead to systems 
reciprocal to those that remain, and only such. 


4. Removal of Parameters. 


The only parameters in normal form that remain to be removed are 
those found in the products of the non idempotent units in the primitive 
subsystems and those not in the subsystems. Application of the table 
on page 441 serves to remove most of them, while the remaining ones 
may be fixed by direct application of the associative law or by the 
principle of deletion.*) 


§ 4. 
Illustration; n = 7. 


In the following tables of combinations of units into groups the 
primitive subsystem (#) contains the units ¢,, ¢;, ¢, ¢; of which e, and 
e, are idempotent, while e, and e, are in groups II and III respectively 
with respect to e,, and in groups III and II respectively with regard 
to e,. In the following tables the indices of the idempotent units are 
in the upper line of the table, while the indices of the non-idempotent 
numbers are in the left hand column. The group of e; with respect to e, 
is found at the intersection of the *” row and k” column. 


*) Math. Annalen, vol. 58, page 367 ff. 
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or 


It appears that none of the six distinct tables of combination given yield 
associative systems. By the table on page 441 we see that for the first 


four combinations given 
dike 


Cy = C65 = 
—> 


where the arrow indicates the order of multiplication. That is 


Cy = C6, 


-@, while ¢,-¢,¢ = 4. 


For the last two systems 
«* 
—_ 
Thus where (H) is the only primitive subsystem we get no quaternion 
system for » = 7. 
Suppose now we have in addition to the primitive subsystem (H) a 
primitive subsystem of order one; that is an idempotent unit e,. We 


have then the following tables of combination. 


aT oe Be Se oe ee a ok Ae ee, Oe. 
1} I Rane IV|Iv/Iv| 1/0 | | TV | I | Ut Iv} 
2) I M\jIv) 0 | m IV| I |} IV} 0 | | Iv\ 0 Iv | 
hiv! 0 | m1 IV| 0 mm} Iv) a | m\ iv) 0 "ir IV | 0 | 1) 
[iv OH |IV| U1) 0 jIv| mt) 0} IV} 1} i iv] i] 0 | 





a) 24 8° Ss 2 Bees 
| | M| Iv] m | mM |Iv| O | m|\IVv| 0 | m|IVv| 
| 0 IV | Wt) iv | 0 | IV) 0 | Ot} IV) mW) or 
Iv| 0 | mliIv | IV Aid . | 


Lites | | 
Iv | a} u |iv| i  }Iv| m| 0}: 0 | 











Of these nine combinations the first four are seen to be non-associative 
by the product e,e,e,, while the last four are also non-associative by 
the product e,e,e,. The remaining combination affords the system 








on. 





oe 
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12345671 
1,0} 0/0/1|2]|0/0| 
2/0/0/0/0] 0} 1] 2| 
3} 1/2|3|0|0/0)0| 
4/0/0|0| 4/5] 0/0 | 
5/0/0| 0/0] 0] 4/5) 
6/010|/0|6|7/0/ 0 
7/0/0/0/0/0/ 6/7 
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which is the only quaternion system in seven units, as additional idem- 
potent units would yield reducible systems. 


Yale University, May 21, 1904. 
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Uber eine Anwendung der Idealtheorie auf die Frage nach der 
Irreduzibilitat algebraischer Gleichungen. 


Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


Zur Entscheidung dariiber, ob eine algebraische Gleichung mit nume- 
risch gegebenen rationalen Koeffizienten im Bereich der rationalen Zahlen 
reduzibel oder irreduzibel ist, hat Kronecker eine allgemeine Methode 
angegeben, die allerdings in den meisten Fallen wegen der langen Rech- 
nungen praktisch undurchfiihrbar sein wird. Man kennt aber auch eine 
Reihe von Sitzen, nach welchen aus gewissen Higenschaften der Koef- 
fizienten, selbst ohne daB diese mwmerisch gegeben sind, auf die Irreduzi* 
bilitét einer algebraischen Gleichung geschlossen werden kann. Das erste 
derartige Kriterium ist das bekannte von Eisenstein*) entdeckte, dem 
spiter Kénigsberger**) und Netto***) noch weitere iihnliche zur Seite 
stellten. Das zuniichst sich darbietende und ‘auch von allen Autoren be- 
folgte Verfahren, um derartige Sitze zu beweisen, besteht darin, daB man 
eine probeweise Zerfillung der als irreduzibel vermuteten Gleichung vor- 
nimmt, und daraus einen Widerspruch mit den vorausgesetzten Higen- 
schaften der Koeffizienten konstruiert. 

Mittels einer neuen hiervon ginzlich verschiedenen Methode will ich 
im folgenden weitere Sitze iiber die Irreduzibilitat algebraischer Gleichungen 
aufstellen. Dabei werden naimlich gewisse rationale Primzahlen in einem 
der durch die gegebene Gleichung definierten algebraischen Kérper in ihre 
idealen Faktoren zerlegt, und aus dieser Zerlegung lassen sich dann 
Schliisse ziehen auf den Grad des betreffenden Kérpersy+). Auf diesem 


*) Uber die Irreduzibilitit der Gleichung, von welcher die Teilung der ganzen 
Lemniskate abhingt. Journal f. Math. Bd. 39, Heft II. 
**) Uber den Eisensteinschen Satz etc. Journal f. Math. Bd. 115, und: Uber 
die Entwicklungsform algebraischer Funktionen etc. Journal f. Math. Bd. 121. 
**) Uber die Irreduzibilitit ganzzahliger ganzer Funktionen. Math. Ann. Bd. 48, 
auch ,,Vorles. iiber Algebra“, Bd. I, 5. Vorles. 
+) Das Verfahren ist in gewissem Sinne parallel (erfordert jedoch im allgemeinen 
weniger Aufwand an Rechnung) dem von Kénigsberger a. a. O. fiir algebraische 
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Weg hat schon Dedekind*) die Irreduzibilitét der Kreisteilungsglei- 
chung — = 0, wo p eine Primzahl bedeutet, nachgewiesen, indem er 
zeigte, daB p im Kérper der p*" Einheitswurzeln die (p—1)* Potenz 
eines Primideals wird. Der Grad des Kérpers ist daher mindestens p—1, 
also obige Gleichung gewiB irreduzibel. Die allgemeinere Verwendbarkeit 
der angedeuteten, fast ohne alle Rechnung auskommenden Methode scheint 
jedoch noch nicht erkannt zu sein. Aus der Idealtheorie werden dabei 
blos die Elemente vorausgesetzt; die hauptsachlich gebrauchten Siitze sind 
die beiden folgenden, deren Richtigkeit man ohne Schwierigkeit einsieht: 

Hilfssatz I. Eine rationale Primzahl kann in einem algebraischen 
Kérper »*" Grades in héchstens » Faktoren zerfallen. 

Hilfssatz I]. Eine rationaie Primzahl kann in einem algebraischen 
Kérper nur dann die n® Potenz eines Ideals sein, wenn der Grad des 
K6érpers durch n teilbar ist. 


§ 1. 

Ich beginne damit, zuniichst das von Eisenstein gefundene Irredu- 
zibilitiitskriterium nach meinen Prinzipien neu zu beweisen; dasselbe lautet: 

Die algebraische Gleichung 
(1) x" + pa,a"-*+ paga”-* +---+ pa, =0, 
WO Ay, A,,-+++, a, beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte durch 
die Primzahl p nicht teilbar ist, ist stets irreduzibel.**) 

Beweis: Eine beliebige Wurzel y der Gleichung (1) ist eine ganze 
algebraische Zahl, deren n“ Potenz wegen 


f= — pO, 7-' + ay? +---+4,) 
durch p teilbar ist. Die Zahlen y und p haben also in dem aus y ent- 
springenden Kérper k(y) den idealen Faktor (y,p) gemein, der von 1 
verschieden ist. 
Man hat des weiteren die Beziehung 


5 A G8 + Gr +--+ 61) — 43 


Hier ist das erste Glied auf der rechten Seite durch y, also auch durch 
Funktionen eingeschlagenen Weg, wobei die Irreduzibilitiit aus dem Zusammenhang 
der Riemannschen Fliiche erschlossen wird. Fiir algebraische Zahlen jedoch bedient 
sich auch Kénigsberger ausschlieBlich der Methode der probeweisen Zerfillung. 

*) Dirichlets Vorlesangen tiber Zahlentheorie, 4. Auflage § 185. 

**) Es ist offenbar, daB der Satz auch dann gilt, wenn der Koeffizient von 2” 
nicht 1, sondern eine beliebige zu p prime ganze Zahl a, ist. Denn wenn man 
a,x2=y setzt, so erfiillen die Koeffizienten der Gleichung fiir y die Bedingungen 
des Satzes. 


Mathematische Annalen. LX. 29 
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(y, p) teilbar, das letzte Glied aber nach Voraussetzung prim zu p, also 
auch prim zu (y,p). Daraus folgt, daB auch x prim ist zu (y,p), da 


aber der Zahler y” offenbar durch (y, p)" teilbar ist, so muB auch der 
Nenner p durch (y, p)" teilbar sein. Andrerseits ist (y, p)" = (y", p") gewib 
teilbar durch p, und foiglich » =(y, p)". Daraus schlieSt man nach Hilfs- 
satz I oder II sofort, daB der Kérper k(y) mindesten vom n” Grad ist; 
da aber y auch wirklich einer Gleichung x" Grades geniigt, so ist k(y) 
genau vom n” Grad, und folglich Gleichung (1) irreduzibel. Zugleich 
ergibt sich, daB (y,p) in k(y) ein Primideal darstellt, was jedoch fiir die 
gegenwirtige Betrachtung unwesentlich ist. 

Der gegebene Beweisgang schlieBt sich méglichst nahe an den von 
Dedekind a. a. O. fiir die Kreisteilungsgleichungen gegebenen an.*) Eine 
leichte Modifikation dieses Gedankengangs stellt sich in folgender Uber- 
legung dar, die ich deshalb noch anfiigen will, weil durch fast wértlich 
entsprechende Schliisse die Beweise der in den folgenden Paragraphen zu 
gebenden Erweiterungen des Kisensteinschen Satzes ihre priiziseste Form 
erhalten. 

Da p und y nicht relativ prim sind, so sei p ein sowohl in p als in 
y aufgehendes Primideal des Kérpers k(y), und es sei » genau durch p*, 
y genau durch p’ teilbar. Dann ist 


n 


vy” genau durch p’”, 


pa;y"~* mindestens durch p**+?-9, (¢=1,2,3,---,n—1) 

pa, genau durch p* 
teilbar. In dem Ausdruck 

Ptpar’+--- tm, 

ist also das zweite, dritte, ---, vorletzte Glied durch eine héhere Potenz 
von p teilbar als das letzte. Da der Ausdruck aber verschwindet, also 
durch jede beliebige Potenz von p teilbar ist, so miissen das erste und 
letzte Glied dieselbe Potenz von p enthalten, d. h. es ist a=bn. Daher ist p 
teilbar durch p’”, und daraus folgt wieder nach Hilfssatz I, und mit 
Riicksicht darauf, dab y einer Gleichung n'™ Grades geniigt, die Tatsache, 
daB k(y) vom n Grad ist, w. z b. w. Zugleich. ergibt sich b = 1. 


§ 2. 


Durch [«]| soll in der Folge stets, wie iiblich, die in der reellen Zahl « 
enthaltene gréBte ganze Zahl bezeichnet werden. 
Es laBt sich nun ganz entsprechend wie vorhin auch die folgende 


*) Dort ist (y, p) ein Hauptideal, wodurch der Beweis noch einfacher wird. 
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von Kénigsberger*) ohne vollstindig durchgefiihrten Beweis angegebene 
a Erweiterung des EHisensteinschen Satzes ableiten: 
Theorem I. Die algebraische Gleichung 


2e 











e 2e (n—1)e 
‘ (2) oh hel gta fe! gp ey cag « Te tlle 
b; wo d,,-++, d, beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte zur 
’) Primzahl p prim ist, ferner e irgend eine zu n prime Zahl, ist irreduzibel. 
h Beweis: Ist y eine Wurzel der Gleichung (2), so ist wieder ersicht- 
'e lich, daB y” durch p teilbar ist, also y und p einen von 1 verschiedenen 
idealen Faktor gemein haben. Es sei daher p ein sowohl in p als in y 
n aufgehendes Primideal des Kérpers k(y), und zwar sei p genau durch p*, 
e y genau durch yp’ teilbar. Dann ist 
r- vy" genau durch p’”, 
h i [ te af < b(n—i 
“ Pt oe mindestens durch p ( m+) +0 : (¢=1,2,---,-n—1) 
mn pa, genau durch p*° 
| teilbar. Hieraus laBt sich leicht schlieBen, daB bn = ae ist. 
” In der Tat, wire namlich bx > ae, so wiirde hieraus folgen 
; te P be e , 
a ((<]+1) + b(n—i)>a “ + = (n—i) = ae. 
In dem Ausdruck 
| ) e 2e 
(3) ? +ole]**e r* > gel r++: +, 
wire daher das letzte Glied genau durch p** teilbar, alle andern aber 
durch eine héhere Potenz von p, was nicht méglich ist, da der Ausdruck 
verschwindet. 
- Wire dagegen umgekehrt ae > bn, so folgte weiter 
a seg g , g 
id a (*]+1) + b(n—i)>a + b(n—i) > bn <. + b(n—t) = bn. 
) 
. In dem Ausdruck (3) wire also jetzt das erste Glied nur durch p’” 
a teilbar, und alle andern durch eine héhere Potenz von p, was wieder 
: nicht méglich ist. 
Man hat daher in der Tat bn = ae, und da » und e als teilerfremd 
vorausgesetzt sind, so folgt hieraus a= rn, b= re, wo r eine natiirliche 
Zahl ist. Somit ist p teilbar durch p’", und also nach Hilfssatz I der 
° Grad des Kérpers i(y) mindestens gleich rn. Da aber y einer Gleichung 
1, n“" Grades geniigt, so folgt wieder, daB 1, und der Grad von k(y) 


gleich » sein muB. Hierdurch ist die Irreduzibilitét erwiesen. 


| *) Vergl. die erste der eingangs erwihnten Abhandlungen. 
29* 
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Fiir e=1 erhailt man wieder den Eisensteinschen Satz. Die Schliisse 
dieses Paragraphen lassen sich nicht mehr anwenden auf die Gleichung 


(4) a+ p'a,2"-} +... + p™-1a,_.2 + p’a, = 0, 

wo die e; kleinere Werte haben als die oben angegebenen. Das ganze 
Verfahren beruht vielmehr darauf, daB fiir «= y die mittleren Glieder 
der linken Seite von (4) durch eine héhere Potenz von p teilbar werden 
als die beiden auBeren. Sucht man nun die e, so zu bestimmen, dab 


dies sicher eintritt, so findet man gerade e; = [‘]+ 1. Iste< [‘]+ 1, 
so kann die Gleichung in der Tat reduzibel sein. 
Es mag noch bemerkt werden, daB nicht mehr wie in § 1 (y, p) 


selbst ein Primideal ist in k(y), sondern es ist, wie man leicht sieht, 
(y, p)=Y* oder p”, je nachdem e < m oder e > n ist. 


8 3. 


Kénigsberger hat in seiner zuerst genannten Arbeit einen noch 
allgemeineren Satz aufgestellt, als den eben bewiesenen. Ich will jedoch 
gleich ein noch viel weiter gehendes Theorem angeben, das diesen, sowie 
die in § 1 und § 2 bewiesenen Siitze als Spezialfalle umfaBt: 

Theorem II. Die algebraische Gleichung 

sa 1 ey 1 °K 1 f2 1 s & 1 
(5) e+pltl* het" ah | intt-tp abe ol n |+ yu"? +... 

(n-1)e, &— He, 

+1 +1 e ek 
+e A | ve . d,_,X+p,'>--p, a, =O, 

wo a,,---, a, beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte zu den 
Primzahlen p,, po, --+,p, prim ist, wo ferner die k+1 Zahlen n, e,, e,+++,€, 
keinen gemeinsamen Teiler haben, ist irreduzibel. 

Beweis: Ist wieder y eine Wurzel der Gleichung (5), so ist " 
durch p, teilbar; daher ist auch y durch jedes in p, enthaltene Primideal 
des Kérpers k(y) teilbar. Sei p, ein solches Primideal, und es sei p, 
genau durch p@, y genau durch p’ teilbar; dann folgt durch wértlich 
dieselbe Uberlegung wie im vorigen Paragraphen, daB b,n = a,e, ist. Ist 
daher d, der gréBte Teiler von m und e,, so muB a, =7, a b=" z 
sei, wo 7, eine natiirliche Zahl ist. Es ist daher p, genau durch p, 
teilbar. Da nun diese Uberlegung fiir jedes in p, enthaltene Primideal 
gilt, so hat offenbar p, in k(y) eine Zerlegung der folgenden Art: 


n n 


Py = (Py py py" +) = ah, 








ie 


ie 
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n 
d, 
teilbar ist. Dieselbe Betrachtung, die hier fiir die Primzahl p, durch- 
gefiihrt ist, gilt aber auch fiir p,,p,,---,p,. Bezeichnet also allgemein 
d; den gréBten Teiler von » und e, ({=1,2,---,k), so ist der Grad des 


so daB nach Hilfssatz Il der Grad des Kérpers k(y) gewiB durch 


rn j : ‘ n Nn n 

Koérpers k(y) teilbar durch die Zahlen da? a?’ 2g," Nach der Voraus- 
1 2 k 

setzung haben aber d,, d,,---, d, keimen gemeinsamen Teiler, und dem- 


nach ist der Grad des Kérpers auch durch x teilbar; er ist also genau 
gleich », und somit die Irreduzibilitiit der Gleichung (5) bewiesen. 

Der zu Beginn dieses Paragraphen erwihnte Satz von Kénigsberger 
geht aus dem allgemeinen Theorem hervor, wenn, man k= 2, und n=e,¢, 
setzt; die Zahlen e, und e, miissen dann nach den obigen Bedingungen 
relativ prim sein. 


§ 4. 
Ich gehe jetzt zu einer neuen Klasse von Sitzen iiber, und beweise 
zunichst das 
Theorem III. Die algebraische Gleichung 


(6) x" + a,2"-'+ paa"-?+.--+ pa, =0, 


WO M;, 4,,°+*, a, ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste und letzte 
durch die Primzahl p nicht teilbar sind, und wo kein Teiler von a, 
(+1 eingeschlossen) nach dem Modul p kongruent a, ausfillt, ist irreduzibel. 

Kine leichte Erweiterung, die der in § 2 gegebenen Erweiterung des 
Hisensteinschen Satzes parallel liuft, fiihrt zu dem folgenden 

Theorem IV. Die algebraische .Gleichung 
: laa} Lama) 9 
(7) +a + pl e-U agatm8 + pl*- ajat-F 4+... 

[aaa 
+pe-tl 4,2 + pa, = 0, 





wo e prim zu n—1 ist, und die a,,---, a, genau die Bedingungen des 
vorigen Theorems erfiillen, ist irreduzibel. 

Fiir e = 1 geht Theorem IV in das Theorem III iiber. 

Zum Beweis will ich x > 2 voraussetzen, da fiir quadratische Glei- 
chungen die Siitze ja ziemlich evident sind. Da das Produkt aller 
Wurzeln von (7) gleich + p’a, ist, so muB mindestens eine Wurzel mit 
p einen Faktor gemein haben. y sei eine solche Wurzel, und p ein sowohl 
in p als in y enthaltenes Primideal des Kérpers k(y); p sei genau durch p*, 
y genau durch p’ teilbar. Es wird dann die Zahl y+ a,, da a, prim 
zu p ist, gewiB nicht durch p teilbar sein, und folglich ist 
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"sid . (y + a,) genau durch p? (n— 1) 


(é—l)e 


pot! a,y"-* mindestens durch p° ([ ond }+) ua: (t= 2, 3,----n—1) 
pa, genau durch p** 








teilbar. Durch genau dieselben Schliisse wie in § 2 ergibt sich hieraus, 
daB b(n—1)=ae ist, und weil e und »—1 als relativ prim voraus- 
gesetzt sind, so hat man notwendig a=r(n—1), b=re, wo r eine 
natiirliche Zahl ist. Die Primzahl p ist daher durch p’“~” teilbar, und 
da der Grad von k(y) wegen Gleichung (7) héchstens ist, so muB 
r(n—1)<m sein. Wegen n> 2 ergibt sich hieraus r= 1, und somit 
ist p genau durch p"~'* teilbar, y genau durch p*. 

Enthalt nun p noch einen weiteren Primfaktor q in /(y), so ist not- 
wendig p = p"~'q, folglich nach Hilfssatz I der Grad von k(y) gleich n 
und Gleichung (7) irreduzibel. Es werde daher jetzt angenommen, p ent- 
halte keinen von p verschiedenen Primfaktor, so daB also p = p”~' ist. 
Nach Hilfssatz II ist dann der Grad von k(y) ein Multiplum von » — 1, 
und da er héchstens gleich » sein kann und » > 2 angenommen ist, so 
muB er genau gleich » — 1 sein. 

Die Gleichung (7) enthalt somit einen irreduzibeln Faktor (x — 1) 
Grades, folglich auch einen linearen Faktor, und sie hat somit eine 
rationale Wurzel 6. £ ist notwendig prim zu p, denn sonst kénnte man 
genau wie oben folgern, daB der Grad von k(@) entweder n oder n — 1 
ist, also 6 nicht rational. Da aber nach der Form der Gleichung (7) 
gewiB 6"~'(6+a,) durch p teilbar ist, so muB schon 6+ a, durch p 
teilbar sein, so dab 6 = — (a,+kp) wird, wo k eine ganze rationale Zahl 
bedeutet. Setzt man aber diese Wurzel in Gleichung (7) ein, so erhalt man 


Omipla,-+hpy-4-p ==] "dg (4,+hpy-_pl] "ds (a,+kp)"->+---+p*a,; 
folglich muB a, durch a, + kp teilbar sein. Es ist also 


a,, _— c(a, +kp) 
oder 
a 


7 Hy (p). 
Diese Kongruenz widerspricht aber der Voraussetzung iiber die Koef- 
fizienten a, und a,; die Annahme p= p”"~'! ist also unstatthaft, und es 


bleibt nur die Méglichkeit p= p"-‘'q, womit die Irreduzibilitat von (7) 
nachgewiesen ist. 
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§ 5. 
Aus dem Beweisgang des vorigen Paragraphen erkennt man unmittel- 
bar auch die Richtigkeit des folgenden etwas allgemeineren 
Theorem V. Die algebraische Gleichung 


e (n—2)e 


(8) a" + a,a"—-14 pl-! J+ dya"—2 4+ -+-+ pl I |e a, 1U+ pra, =, 

WO Ay, Mg, --+, &, ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste und letzte prim 
zur Primzahl p sind, und wo e und n—1 relativ prim sind, ist entweder 
irreduzibel, oder sie zerfdllt in einen irreduzibeln Faktor (n—1) Grades 
und einen linearen Fakior. Die aus dem linearen Faktor entspringende 


rationale Wurzel ist dabei notwendiy = — a, ead placa} ‘) *). 

Kénigsberger hat in der zweiten der genannten Arbeiten dic 
[rreduzibilitét der Gleichung 
(9) xo + qa,a* + pqaga® + pgraa® + p®q’ae + p®q’a, = 0 
nachgewiesen, wo p,q verschiedene Primzahlen sind, a, nicht durch p, a, 
nicht durch g, a, weder durch p noch durch q teilbar ist. 

Dies folgt nun leicht auch aus unserm gegenwiirtigen Theorem; 
denn die Koeffizienten erfiillen die Bedingungen desselben, und fiir die 
Irreduzibilitit ist daher nur erforderlich nachzuweisen, daB Gleichung (9) 
keine rationale Wurzel der Form « = — (qa,+kp) hat. 

Seizt man aber diesen Wert in (9) ein, so ergibt sich nach Division 
durch p 
O=k(qa,+kp)*+qas (qa, +kp)—pq?as(qa,+kp)?+p*q?(qa,+kp)—p*q*a;. 
Daher muB & durch q teilbar sein; alsdann ist aber das letzte Glied nur 
durch die dritte, alle andern durch eine héhere Potenz von q teilbar, was 
nicht méglich ist. Gleichung (9) ist daher irreduzibel. 

Theorem VI. Das Polynom 


B+ ae +--+ aa"! + pa af + +++ pa,, 


oder allgemeiner 


; 
(10) a" +a,u"-1+--- ee | ee +.- 
(n—i-A)e 
too a et pty 
wo a, und a, durch die Primzahl p nicht teilbar sind, und wo e zu n—i 
relativ prim ist, énthdlt mindestens einen irreduzibeln Faktor, dessen Grad 


*) Der angegebene Beweis gilt blof fiir n>2, fiir n= 2 ist ohne Schwierig- 
keit. einzusehen, wie sich der Satz modifiziert. 
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=n—i ist. Eine in (10) eventuell noch enthaltene Wurzel B, die diesem 
Faktor nicht angehirt, erfiillt notwendig die Kongruenz 


B+ a,pi-*+---+a4,=0 (p), 


und wenn man von dem bedeutungslosen Fall i=n—1 absieht, dieselbe 


Kongruenz auch nach dem Modul pr" ad 

Beweis. Da das Produkt aller Wurzeln des Polynoms (10) den 
Wert + p’a, hat, so gibt es gewiB eine Wurzel y, die zu p nicht prim 
ist. Sei also p ein sowohl in p als in y enthaltenes Primideal des 
Kérpers k(y), und sei p genau durch p*, » genau durch p’ teilbar. Da 
nach Voraussetzung a; und a, zu p prim, ferner auch e und »—i relative 
Primzahlen sind, so fiihrt die Wiederholung der friiheren Schliisse dazu, 
daB a = r(n—i), b=re ist, wo r eine natiirliche Zahl bedeutet. Es ist 
also p genau durch p’“~—® teilbar, und folglich der Grad von k(y) min- 
destens »—i, womit der erste Teil unserer Behauptung bewiesen ist. 
Des weiteren ist y genau durch p”* teilbar, und wenn p etwa ein Prim- 
ideal f*" Grades ist, so ist die Norm von y durch p’”* teilbar. Da aber 
das Produkt aller Wurzeln von (10) nur durch die e Potenz von »p teil- 
bar ist, so stellt sich f= 1, r=—1 heraus, so dab p genau durch p"~‘, 
y genau durch p° teilbar und auBerdem p ein Primideal ersten Grades ist. 
Zugleich folgt, daB eine Wurzel 6 von (10), die nicht demselben irredu- 
zibeln Faktor angehért wie y, notwendig zu p prim ist. Da aber aus 
der Form des Polynoms (10) hervorgeht, daB 6" + a,B"-!+---+ a,B"-' 


durch gol teilbar ist, so gilt dasselbe schon von f'+a,f'-'+---+a, 
und damit ist auch die zweite Aussage unseres Theorems bewiesen. 
Theorem VII. Wenn die algebraische Gleichung 


ee 2 & 2 . 


ey x 2 7 8 
(11) a+ a, o-14 gtil”...glai] Ha 24 geil + J) + dg? lf 








(n—2)e (s—2)e, 
toh =r] oak aie ae Se 
keine der beiden Zahlen +1 als Wurzel hat, so ist sie irreduzibel. Dabei 
ist a, prim zu den Primzahlen p,, p,,---; p,,» Ue Exponenten e,, e,---,¢, alle 
prim zu n—1, und n> 2 vorausgesetat. 
Besonders bemerkenswert ist der Fall, daB alle e; einander gleich sind. 
Zum Beweis bemerke man, daf Gleichung (11) sicher eine Wurzel 
hat, die zu p, nicht prim ist, und nach den friiheren Erérterungen dieses 
Paragraphen entspringt hieraus ein Kérper k(y) vom n" oder (nm — 1)'™" 
Grad. Ist k(y) nur vom (m — 1)" Grad, so hat Gleichung (11) noch eine 
rationale Wurzel 6. Diese miiBte aber notwendig +1 sein; denn wire p 
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etwa durch p, teilbar, so kénnte man wieder schlieBen, daB der Kérper 
k(B) vom Grad n oder n—1 sein mu, wihrend doch #6 rational ist. 
Da jedoch Gleichung (11) keine der Zahlen +1 als Wurzel haben soll, 
so ist die Annahme, dab k(y) nur vom (m— 1)" Grad sei, hinfillig; es 
ist k(vy) vom wn Grad, und daher die Gleichung irreduzibel, wie be- 
hauptet war. 

Die Irreduzibilitit steht insbesondere dann fest, wenn 


4 a 
a, ==+1 (5 i act fel), 


was man entweder unter Zuziehung des Theorems V erkennt, oder auch 
direkt, wenn man # = + 1 in Gleichung (11) einsetzt 


§ 6. 

Theorem VII. Das Polynom 
(12) a” + pa,a"—* +--+ pa,_,_,a*t! + p®a,_,a* +--+ pia,_,e¢ + pa,, 
wo a, prim zur Primzahl p und n> 2k ist, besitet keinen rationalen Teiler 
von geringerem als dem (k + 1)*" Grad. (Netto a. a. 0.)*) 

Beweis. Eine beliebige Wurzel y von (12) hat eine durch p teil- 
bare n° Potenz, also kann sie zu p nicht relativ prim sein. Sei daher p 
ein sowohl in p als in y aufgehendes Primideal des Kérpers /(y), und p 
genau durch p*, y genau durch p’ teilbar. Ferner mag p%~! die héchste 
in a, aufgehende Potenz von p bedeuten (= 1,2,---,»—k—1)- Dann ist 

y” genau durch p’”, 

pa,y"~* genau durch pt%t?—9, (t=1, 2,-+-.n—k—1), 

p*a,y"~/ mindestens durch p?**?"-9,  (j=n—k, n—k+1,---,n—1), 

pra, genau durch p?¢ 
teilbar. Die beiden hier auftretenden kleinsten Exponenten miissen offen- 

bar wieder einander gleich sein; von den » —k +1 Zahlen 
2a, bn, ae,+b(n—i) (i=1,2,---,n—k—1) 
miissen also zwei einander gleich und dabei nicht gréBer als jede andre sein. 
bn 


Ist nun 2a = bn, so folgt a = > bk; ist aber 2a—ae,+b(n—%), 

so folgt e;=1, also a = b(n—i)>b(k+1); ist ferner bn = ae, + b(n—i) 

der kleinste auftretende Exponent, so kann 2a nicht kleiner sein, also ist 
wieder 2a >bn; a>bk. Die letzte Méglichkeit, daf 

ae, + b(n—t) = ae, + b(n—h) (t,h=1,---.n—k—1) 


*) Uber die interessanten weiteren Folgerungen aus diesem Satz vergl. man die 
Nettosche Arbeit. 
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der kleinste Exponent ist, liefert endlich 2a > ae;+ b(n—i), woraus 
wieder a> b(k+1) folgt. Man findet daher in jedem Fall a>k +1, 


und da p durch p* teilbar ist, so muB der Grad von k(y) mindestens 
k+1 sein, w. z b. w. 


Die aufgefiihrten Siitze sind lediglich Beispiele zur Illustration meiner 
Methode; sie mégen geniigen, um die Fruchtbarkeit derselben darzutun, 
und zu zeigen, wie tiberraschend einfach die Beweise selbst komplizierter 
Irreduzibilitatskriterien sich bei ihrer Anwendung gestalten. Inde8 wiire 
es nicht schwer, die Zahl dieser Siitze beliebig zu vermehren; insbesondere 
lassen sich z. B. alle von Netto a. a. O. bewiesenen Theoreme in der- 
selben Weise neu begriinden. 

Ich habe mich der Einfachheit halber im vorstehenden ausschlieBlich 
auf die Irreduzibilitiét in bezug auf den natiirlichen Rationalititsbereich 
beschriinkt. Doch will ich hervorheben, daB nach demselben Prinzip mit 
ebensolcher Leichtigkeit sich ganz analoge Siitze beweisen lassen iiber die 
Irreduzibilitat in bezug auf einen beliebigen algebraischen Rationalitits- 
bereich. Der Eisensteinsche Satz lautet dann z. B.: 

Die algebraische Gleichung 


a" + aa~* +---+a,=0 


! ' n ? ° 
deren Koeffizienten einem gewissen algebraischen Korper K angehiren und 
stimtlich durch ein bestimmtes Primideal » dieses Korpers teilbar sind, und 
zwar a, nur durch die erste Potenz von ), ist im Bereich K irreduzibel. 

Eisenstein selbst hat seinen Satz bereits fiir den Kérper k(/—1) 
bewiesen. 


Miinchen, den 5. Juli 1904. 
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Kine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der 
Funktionalgleichung: f(« + y) = f(x) + f(y). 
Von 
GeorG Hamer in Karlsruhe. 


Herr Zermelo hat in diesen Annalen, Bd. 59 (1904) den Satz be- 
wiesen, daB jede Menge, also auch das Kontinuum, einer wohlgeordneten 
Menge fquivalent ist. Indem ich mich auf diesen Satz stiitze, méchte ich 
hier die folgenden Siitze beweisen: 

1) Es existiert eine Basis aller Zahlen, a. h. es gibt eine Menge von 


Zahlen a, b, c,--- derart, da® sich jede Zahl x in einer und auch nur 
einer Weise ‘in der Form 

(1) z=aa+ ph+yet+-:-- 

darstellen laBt, wo die Zahlen a, 6B, y,--- rational sind, aber in jedem 


einzelnen Falle nur eine endliche Anzahl von ihnen von Null verschieden ist. 


7 


2) Es existieren unstetige Lisungen der Funktionalgleichung 


f(a+y) =f) +FY), 
und wir kinnen sie alle angeben. 

Diese Funktionalgleichung spielt in der mathematischen Literatur 
eine nicht unbedeutende Rolle. Schon Cauchy hatte erkannt, daB ihre 
einzige stetige Lisung 

f(t) =A-« 
ist, wo A einen Zahlenfaktor bedeutet. Herr Darboux hat dann diese 
Funktionalgleichung bei seinem Beweise des Fundamentalsatzes der pro- 
jektiven Geometrie*) benutzt, und schon vorher bei seinen Untersuchungen 
iiber die Zusammensetzung der Krifte.**) Hier hingt von der Frage, ob 
eine unstetige Lésung der Funktionalgleichung existiert, die Beantwortung 


*) Darboux: ,,Sur le théoréme fondamental de la géométrie projective. 
Math. Ann. 17 (1880), p. 58. 

**) Darboux: ,,Sur la composition des forces en statique. Bulletin des Sciences 
Mathématiques, 9 (1875). 
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der weiteren Frage ab, ob ein Stetigkeitsaxiom zur Begriindung der 
Addition der Vektoren nétig ist, oder nicht.*) Infolge des zweiten Satzes 
besteht also jetzt der dritte: 

3) Zur Begriindung der Addition der Vektoren braucht man das 
Stetigkeitsaxiom oder einen gleichwertigen Grundsatz. 

Endlich werde ich noch die wohl geringste Forderung an die Funk- 
tion f(x) angeben, welche dem Axiom der Stetigkeit gleichkommt. 


* 


Wir denken uns das Kontinuum in einer bestimmten Weise wohl- 
geordnet, was nach dem Satze des Herrn Zermelo méglich ist. Sei bei 
dieser Anordnung « die erste Zahl, so nehmen wir a@ zu der zu bildenden 
Basis und streichen nun alle Zahlen fort, welche rationale Vielfache von a 
sind. Der iibrige Teil des Kontinuums hat als Teilmenge einer wohl- 
geordneten Menge wieder ein erstes Element, sagen wir b; dieses b machen 
wir zur zweiten Basiszahl und streichen nun alle Zahlen der Form 


aa+ Bb 


fort, wo « und 6(+0) rational sind. Auf diese Weise denken wir uns 
das Verfahren fortgesetzt. 

In Ubereinstimmung hiermit kénnen wir jetzt von jeder Zahl x an- 
geben, ob sie zur Basis gehdrt oder nicht, indem wir folgende Festsetzuny 
treffen: 

Sei X der zu « in der urspriinglichen Menge gehérende Abschnitt, 
so laBt sich entweder w durch eine endliche Anzahl von Elementen, 
welche zu X gehéren, in der Form (1) darstellen oder nicht. Im letzten 
Falle gehére x zur Basis, im ersten nicht. 

Nach dieser Festsetzung besteht jedenfalls keine Relation der Form 


aa+ pBb+ye+---=0 
mit rationalen Koeffizienten «, 8, y,--- zwischen einer endlichen Anzahl 
von Basiselementen a,b, c,---. Denn wire dem so, so wire eines der 


Elemente a, b, c, ---, etwa c, das letzte in der urspriinglichen Anordnung; 
es lieBe sich also durch eine endliche Anzahl vorhergehender Elemente in 
der Form (1) ausdriicken, was der obigen Festsetzung widerspricht. 
Daraus aber ergibt sich sofort, daB Zahlen, die sich in der Form (1) 
darstellen lassen, sich auch nur in einer Weise so darstellen lassen. 


*) AuBer der zuletzt genannten Arbeit siehe noch R. Schimmack: ,,Uber die 
axiomatische Begriindung der Vektoraddition‘‘, Gittinger Nachrichten 1903; G. Hamel: 
Uber die Zusammensetzung von Vektoren“, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 
Bd. 49 (1903). 
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Sei nun « kein Basiselement, so laBt es sich stets in die Form (1) 
bringen, wo die a, b, c,--- Basiselemente sind. 

Giibe es niimlich Zahlen, die weder Basiselemente noch in der Form (1) 
darstellbar wiiren, so existierte unter diesen, als einer Teilmenge der 
wohlgeordneten Menge, eine erste, sagen wir x. Nach der obigen Fest- 
setzung liBt sich x durch eine endliche Anzahl von vorhergehenden 
Elementen in der Form (1) darstellen. Diese vorhergehenden Elemente 
sind aber entweder Basiselemente, oder sie lassen sich selbst in der 
Form (1) durch Basiselemente darstellen; und da es sich nur um eine 
endliche Anzahl handelt, so gilt das gleiche fiir unser x. Damit ist der 
Satz in vollem Umfange erwiesen. 


* * 
* 


Sei nun a, b, c,--- eine Basis aller Zahlen und 
(1) x=aat Bb+ye+--:-, 
so definieren wir f(a”) durch 
(2) f(x) = af(a) + Bf) + rf) +--+, 
wobei wir uns die Definition von f(a), f(b), f(c), --- noch vorbehalten. 
Jedenfalls ist nach (2) f(a) eine bestimmte, endliche GréBe, solange die 
f(a), f(b), f(@),--- es sind. Denn die Anzahl der Glieder in (2) ist ja 
endlich. 

Sei nun 

y=catPb+yce4+--:- 
eine zweite Zahl, durch die Elemente der Basis ausgedriickt, so daB 
ot y=(cte)at B+R+ Gt y)e+- 

die Darstellung von «+ y ist, so folgt aus der Definition (2) 


f(at+y) = (@+e') f(a) + (B+B)f0) + Y¥+r)fO +---=F(@) + FQ); 
so daB die Cauchy-Darbouxsche Funkiionalgleichung durch die Definition (2) 
erfiillt ist, wie wir auch die Funktion f fiir die Basiselemente a, b, c,--- 
wihlen méogen. 

Geben wir also f(a), f(b), f(c),-++ irgend welche bestimmten Werte, 
unter denen auch 0 und oo sein kénnen, so erhalten wir stets eine un- 
stetige Lésung der Funktionalgleichung, wenn nur die Verhiltnisse von 


f(a), f(b), fe), «++ mu a, b, ¢, --- 
nicht alle derselben Zahl A gleich sind. 
Der zweite Satz ist damit ebenfalls bewiesen. 
Jede dieser unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung ist total 
unstetig; in jeder beliebigen Nihe eines jeden Punktes der (a, f)-Hbene 
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liegen Punkte der ,,Kurve“ f= f(x)*). Denn man kann durch geeignete 
Wahl der rationalen Zahlen «, 6 mit den GréBfen 
aa-+ Bb, 
af(a) + Bf(b) 

je einem beliebig gegebenen Werte beliebig nahe kommen, wenn a, b, 
f(a), f(b) als endliche, bestimmte Werte gegeben sind, nur so, daf eine 
Proportion f(a): a= /(b):b nicht besteht. Und fiir zwei der Basiszahlen 
ist das ja bei unseren unstetigen Lésungen sicher der Fall. 

Da sich leicht zeigen la®t, dab der Ansatz 2) notwendig ist, und dab 
daher unsere Lisungen der Funktionalgleichung auch die einzigen sind, so 
gelten die soeben angegebenen Kigenschaften fiir alle unstetigen Lésungen. 

WeiB man daher, daB in einem ganz beliebigen Bereiche der Variabeln x 
eine Lisung f(a) der in Rede stehenden Funktionalgleichung irgend einem 
Werte B nicht beliebig nahe kommt, so darf man schlieBen, dap f(a) stetig 
ist und die Form A-«x hat.*) 

Fir B= co hat diesen Satz bereits Herr Darboux in der genannten 
Annalenarbeit ausgesprochen. 


Karlsruhe, 30. November 1904. 


*) Nur in einem Falle gelten diese Behauptungen nicht, wenn niimlich f(x) fiir 
einen Teil der Argumentwerte unendlich, fiir den anderen gleich A-a wird. Dieser 
Fall aber ist eigentlich trivial; beim Problem der Vektoraddition kann man ihn 
dadurch ausschlieBen, daB8 man als erstes Axiom festsetzt, die Summe zweier end- 
lichen Vektoren sei ein bestimmter, endlicher Vektor. 


Berichtigung 
zu dem Autsatze von Julius Kénig auf pag. 177—180 dieses Bandes. 


Auf pag. 179 sind Zeile 7 v. u. bis 4 v. u. ,.Man verallgemeinert --- des Konti- 
nuums“ zu streichen. 
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Zum Kontinuumproblem. 
Von 
Feiix Bernsrer in Halle a./S. 


In einem Aufsatz betitelt Zum Kontinuumproblem“ (Verhandlungen 
des internationalen Mathematiker-Kongresses zu Heidelberg 1904, abgedruckt 
Math. Ann. Bd. 60, Heft 2, p. 177—180) bringt Herr Kénig im AnschluB 
an seinen Heidelberger Vortrag einen von mir gelegentlich ausgesprochenen 
Satz in Beziehung zu dem Kontinuumproblem, was mich veranlaBt, an 
gleicher Stelle meinerseits den Sachverhalt darzulegen. Herr Kénig schreibt: 

»Herr Bernstein hat den allgemeinen Satz 


w®o =p . Qo 
x Fo 


aufgestellt, aus dem, wenn man voraussetzt, daB das Kontinuum irgend 


einer wohlgeordneten Menge .1, von der Miichtigkeit 8, iquivalent ist, 


Me q 


inn a 7 } 
und &, = ¥,,,, gesetzt wird, 
Xo =N . = 
“+o , +o x, x +o 


folgen wiirde. Die Annahme, daB das Kontinuum einer wohlgeordneten 
Menge iquivalent ist, wire also gewiB falsch, wenn der Bernsteinsche Satz 
allgemein richtig wire. Leider hat jedoch dessen Beweis eine wesentliche 
Liicke, da fiir 8, und jede der oben betrachteten singuliren wolilgeord- 
neten Mengen die Annahme, da jede abzahlbare Teilmenge in einem 
Abschnitt der ganzen Menge liegt, nicht mehr statthaft ist. 

Ich erwihne dies vor allem, um den SchluB, den ich in meinem 
KongreBvortrage unter Annahme der Richtigkeit des Bernsteinschen Satzes 
aus diesem zog, ausdriicklich zuriickzunehmen. 

Doch glaube ich, daB die Sache noch aufer der historischen Treue 
ein gréBeres Interesse bietet . . .“ 

Hierzu ist folgendes hinzuzufiigen: 

1. In dem letzten Paragraphen meiner Dissertation, welcher das Ulira- 
kontinuum zum Gegenstand hat, habe ich in meiner Hilfsbetrachtung die 
Gleichung 


eS =e . 2%) 
fe “ 


aufgestellt. Ich bemerke dazu ausdriicklich: 
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»Wir werden hier nur von dem speziellen Falle des Satzes 8, = 8 
S,, =, Gebrauch machen.“ 

Nun gilt der Satz, sowie der von mir gegebene Beweis iiberdies fiir alle 
endlichen uw und v, so daB die Resultate der Dissertation, welche sich auf 
diesen Satz stiitzen, durchaus giiltig bleiben. 

2. Vdéllig allgemeingiiltig ist der erste Teil des Beweises, in dem 
v >w vorausgesetat ist, so dab der Satz besteht: 
Es ist 


0? 


mer ac: 2% (x, = 8, > 1) . 


Dies hat unabhingig von mir spiter Herr Ph. Jourdain (On the trans- 
finite cardinal numbers of well-ordered aggregates, Philos. Mag., Vol. VII, 
Sixth Ser., p. 61 und 294) wiedergefunden. Er gibt sogar noch eine 
erweiterte Bedingung fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung. — Die Schlub- 
weise, welche ich fiir den Fall 1 >v angewandt habe, versagt aber, wenn 
die Zahl v keinen Vorginger besitzt.*) 

3. Um daher das Gesagte, soweit es meine Sache betrifft, zusammen- 
zufassen: 

Es ist in einer Hilfsbetrachtung ein an sich richtiger Satz, der 
richtig bewiesen und richtig angewendet ist, von mir versehentlich in einem 
zu weiten Umfang ausgesprochen worden, ohne dap irgend eine weitere 
Anwendung von ihm gemacht worden wiire, oder daB irgend ein weiterer 
Irrtum daraus entstanden wiire. 

4. Herr Kénig hat nun den in Rede stehenden Satz zur Grundlage 
von weittragenden Schliissen gemacht, die eine prinzipielle Bedeutung 
beanspruchen. Darin liegt der wesentliche Unterschied seiner Verwendung 
des Satzes von der meinen. Es ist iibrigens wenig wahrscheinlich, dab 
das Kontinuumproblem mit den bisher entwickelten Begriffen und Methoden 
gelést werden kann. 


*) Auf freundliches Anraten des Herausgebers dieser Zeitschrift, Herrn Prof. 
Hilbert, wollte ich urspriinglich das Versehen nur in dem demniichst in diesen 
Annalen erscheinenden Wiederabdruck der Dissertation berichtigen. Herrn Kénigs 
Publikation aber hat mich veranlaBt, mich ausdriicklich zu der Sache zu erkliren. 
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On a Proof that every Aggregate can be well-ordered. 
By 


Puiu E. B. Jourparn of Broadwindsor, England. 


The proof of Zermelo, published in these Annalen*), that every 
aggregate can be well-ordered leads me to give some account of publi- 
cations of my own**), which the author does not seem to have seen, 
and which are occupied with the same subject. It seems to me that the 
method [ have followed, although, in some respects, analogous to that of 
Zermelo, gives a more complete result. 


1. 

To the series of well-ordered aggregates belong an ascending series 
of finite and transfinite ordinal numbers 
(1) 1,2,--,%-,@,@+1,-- p++ 
and the cardinal numbers of the various well-ordered segments (Abschnitte) 
of this series (1) (or, of course, of any similar aggregate) are what Cantor 
has called the ‘Alephs’. Since, now, for every Aleph ***) 

Ry R= 8, 

we can prove that the Alephs can be arranged in an unbroken and 
ascending series 
(2) Bo Si, 078 
which is ordinally similar to the series (1). 


J 
7) ®, Rogar’ 7 By" Poe 


*) ,Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann“, Math. Ann. Bd. 59 
(1904), pp. 514—516 [dated Sept. 24th, 1904]. 

**) ‘On the transfinite Cardinal Numbers of Well-ordered Aggregates’, Phil. 
Mag., Jan. 1904, pp. 61—75 [dated Dec. 2nd, 1903]; ‘On the Transfinite Cardinal 
Numbers of Number-Classes in General’, ibid., March 1904, pp. 294—303 [dated 
Dec. 23nd, 1903]; ‘On Transfinite Cardinal Numbers of the Exponential Form’, ibid., 
Jan. 1905, pp. 42—56 [dated Sept. 6th, 1904]. 

“*) See Phil. Mag., Jan. 1904, pp. 74—75, and March 1904, pp. 295—300. 
Cf. the second note on p. 50 of the Phil. Mag. for Jan. 1905. 
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Now, it can be proved without difficulty that the series (1) and (2) 
are well-ordered*), and that if they had a type, which must be an 
ordinal number, £, this is greater than any of the ordinal numbers of (1)**). 
Since, then, all ordinal numbers are contained in (1), we can conclude that 


B > B, 


a manifest contradiction, or that B is not the maximum ordinal number, 
since the type of the series (1---#) is B+ 1 and 

B+1> p.**) 
The number f does not, then, exist in the mathematical sense of the 
word; and, quite similarly, we may prove that the cardinal number 
(which would be &,) of the series (1) or (2) does not exist. 

But+) there remains an important point to consider. Every ordinal 
number of (1) is, namely, subject to Cantor's ‘third principle of genera- 
tion’, while 6 does not, at first sight, appear to be so subject. If this 
appearance were well founded, we could no longer assert that (1) con- 
tained all the ordinal numbers, and the conception of 6 would be free 
from contradiction (that is to say, 6 would exist), for 6 would then be 
the first ordinal number which is greater than all the ordinal numbers 
which are subject to the third principle, that is to say, all ordinal 
numbers defined or indicated by Cantor. 

However, | proved that, if 8 exists, it is subject to the third prin- 
ciple, owing to the exceptional circumstance that 

o, = 8, 
whereas, if y is any ordinal number less than £, 
ao, > y- +7) 
Consequently, all ordinal numbers and Alephs are Cantor’s numbers, and 
the series (1) (which I call W) and (2) have no type and no cardinal 
number. It can now be easily proved that every cardinal number which 
exists (that is to say, is a non-contradictory class, if a number is a class }+*7)) 


*) See Phil. Mag., Jan. 1904, pp. 65—66. 

*™) Tbid., p. 64. 

**) The latter contradiction is the one given by me (ibid., pp. 64, 66); the 
former was used by Cantor in a letter of Nov. 4th, 1903 (cf. ibid., p. 70, note). 

+) The following considerations appeared first in the Phil. Mag. for Jan. 1905 
(see pp. 51—53). 

++) In this notation, @,, is the first ordinal number of the (7+ 1)th number 
class (see Phil. Mag., March 1904, p. 295, note). 

++) As is maintained by Russell (see his ‘Principles of Mathematics’ 
Cambridge 1903, pp. 111—116, 130—132, 242). 
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is an Aleph, and consequently*), if a and b be any cardinal numbers 
a be transfinite, and 


6 <a, 
then 

a+b=—a, 
and 

a-b=a. 


The latter equality follows from the theorem 


. = N 
x, x, x). 


2 


a. 


Although we are thus forced to deny the existence of a cardinal 
number of any aggregate, some part of which is equivalent to an aggregate 
like W, we cannot, it seems, deny the existence of W itself. For not 
only is W a perfectly definite series, in the sense that every object of 
thought either is or is not a member of W, and, in the former case, its 
position in W is uniquely determined**), but also, if we denied the 
existence of W, we should logically be forced to deny the existence of, 
say, the class of all propositions, a conception which is necessary to formal 
reasoning (to the necessary hypothesis ‘p is a proposition’, or peP, in 
Peano’s symbolic logic.)***). 

Also, we may definey) aggregates (W,m,), where the element m, 
follows all the elements of W, and so on; we must, in fact, say that W 
is similar to a segment alone of a (well-ordered) series W++) such that 
every well-ordered series is similar either to it or to a segment of it. 
The conception of W excludes the contradiction that suggests itself if 
we define an element subsequent to every element of W, for if we could 
so act, our W could not be the BW first defined; in words, W is an 
absolutely infinite series.+++) 

*) See Phil. Mag., Jan. 1904, pp. 72—74, and March 1904, p. 301. 

**) Cf. Cantor, Math. Ann. Bd. 20 (1882), p. 115. If the cardinal number of 
a class « is, as Russell maintains (op. cit., p. 115), the class of all these classes 
which are equivalent to w, the number in question appears to be well-defined as 
soon as wis. It seems that aggregates like W exist as many, but not as one (cf Russell, 
op. cit., pp. 104—105); so that if, and only if, w is a class as one, the cardinal 
number of uw exists, and the latter class can only be said to exist as many. This 
view seems to agree with that (held by Cantor) in Phil. Mag, Jan. 1904, p. 67. 

**) Cf. Russell, op. cit., p. 105. 

+) A contradiction only arises if we assume that such an aggregate has a 
type (or cardinal number). 

++) There are evidently many series ordinally similar to B. 

++t) Cf Phil. Mag., Jan. 1905, p. 54. I also called W absolutely infinite, for 
reasons which were there given, but emphasized that it cannot be used instead of B, 
as I had previously thought (Phil. Mag., Jan. 1904, p. 67) 


30* 
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3. 


Now, it is quite evident that the elements of any aggregate (M) can 
be arranged in a series similar to YW or to a segment of BW. For if we 
conceive any elements to be removed successively from M, beginning with 
the series 
(3) M,, My, ***, M,, ++, Mm 


m m 


wor Magis ty My ry 
we ultimately exhaust the given aggregate M; for if we did not so exhaust 
it, there would be at least one element (m’) remaining when we had 
taken from M an aggregate which when rearranged, was similar to ¥; 
and, accordingly, we could form a well-ordered aggregate of which W 


was a segmen t. 
4. 


This last argument, now, seems to me to be the essential part of 


Zermelo’s proof*); for the ‘y-covering’ 


used as a basis for the well-ordering 
of the elemenis of M is not necessary, and, I think, obscures the point 
at issue. A ‘y-covering’ is, namely, any covering (Belegung) of those 
purts of M which have at least one element with the elements of M, 
such that the correspondent (m’) of the part M’ is an element of M’. 
Starting with a y-covering, we form ‘y-aggregates’ such as (3) by stipu- 
lating that, if a is any element of this y-aggregate, which is to be 
well-ordered, and A is the segment defined by 
“<a, 
a is to be the correspondent of the part 
M’ =M—A. 

But, inversely, the series (3) is easily seen to define a y-covering, provided 
that the series (3) ultimately exhausts the elements of M, as we have 
seen that it must do. 

It is not, then, necessary to use the artifice of a y-covering. We 
can more simply imagine the series (3) built up**) without this, and the 
essential part of the proof is the same in both cases. 


5. 


Further, Zermelo only proved that, since every aggregate can be 
well-ordered, if the aggregate has a cardinal number, it is an Aleph. 


*) Cf. Zermelo, loc. cit., pp. 515—516, paragraph V. 

**) Our very limited resources for actually building up such series (or the 
accompanying coverings) are examined in the Phil. Mag. for January 1905, pp. 42, 
43— 46. 
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I obtained the rather more complete result that, in order that an aggregate 
should have a cardinal number, it is necessary and sufficient that it should 
be capable of rearrangement in an aggregate similar to a segment of W, 
itself similar to a segment of Y®; and if it is so capable, the cardinal 
number is an Aleph. 
6. 

Neither theorem allows us to assert that the number-continuum has a 

cardinal number which is not self-contradictory, or, in other words, that 


Q%o 


is an Aleph*), or that exponentiation with a transfinite cardinal number 
is a possible operation; however probable such considerations may make 
this to be. But, in the greater part of mathematics, we only require 
statements about any term or every term of a continuum, but not the 
collective notion of all terms.**) Only in what I have called the ,,Cardinal 
Theory of Functions“***) are such notions required, although, even heie, 
the consideration of the inequalities between cardinal numbers of the 
exponential form may be replaced by a longer consideration of the relations 
between aggregates (which may be absolutely infinite) of functions. 


The Manor House, Broad windsor, Dorset, England, January 30th, 191)". 


Note. — Another attempt to solve the contradiction of p. 466 (Burali- 
Forti’s contradiction) has been published lately by Felix Bernsteiny). 
He maintains that W has a type (8), but this type is not the type of 
a segment of a well-ordered aggregate, while every member of W is the 
type of a segment. If this were so, 6 would not be a member of W, 
and so the contradiction would be avoided. The point of Bernstein’s con- 
tention is, then, that W is not similar to a segment of any well-ordered 
aggregate, or, in other words, W is similar to W. 

Bernstein’s proof}}) that W is not similar to a segment of any well- 
ordered aggregate simply assumes that W is similar to YW (this is due 


*) The apparently opposite statement in the Phil. Mag , Jan. 1904, p. 67, is 
due to the fact that I there explicitly asswmed that the continuum is a ‘consistent’ 
aggregate. 

**) Cf. Russell, op. cit., p. 105. 

**t) On the General Theory of Functions‘, Journ. fiir Math., Bd. 128 (1905), 
pp. 169—210 (see esp. p. 171); Phil. Mag., Jan. 1905, pp. 45—46. 

+) ,Uber die Reihe der transfiniten Ordnungszahlen“, these Annalen Bd. 60 

(1905), pp. 187-—193. 
+t) Loe. cit., p. 188. 
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to the fact that he has no doubt that every simply ordered aggregate 
has a type); but, if W has a type, it is immediately possible to construct 
an aggregate of which W is a segment. For if the type of W, £, exists, 
B must be greater than all the members of W (though not, in Bern- 
stein’s contention, the greatest of them, which would at once give rise to 
Burali-Forti’s contradiction), hence a well-ordered aggregate (W, 6), of 
which W is a segment, has, so to speak, constructed itself. To maintain, 
as Bernstein does, both that W has a type and that W is not a segment 
is contradictory. 

So I am still compelled to believe that W has no type (or cardinal 
number), but I also believe that W is similar to a segment (of W, for 
example), since I cannot find any contradiction in supposing terms to 


follow W (which thus differs from ¥%®). 
April 20th, 1905. 
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Zur Theorie des Fermatschen (uotienten 


@rt=3 


Pp 


= q(a@). 


Von 


M. Lercu in Freiburg (Schweiz). 


Ist p eine ungerade Primzahl, a eine beliebige durch p nicht auf 
sehende ganze Aahl, so ist der Quotient 


p-1i_ 


— 


a = 

(1) q(a) = 3 
Pp 
eine ganze Zahl, welche einige verhaltnismaBig einfache Kongruenz-Kigen- 
schaften besitzt, die hier entwickelt werden sollen. Die Art der Resuliate 
ist aus den numerierten Formeln (Gleichungen oder Kongruenzen) leicht 
zu iibersehen. 
Zuniichst setzen wir die Definitionsgleichung (1) in die Gestalt 

(1°) aP?—-1 == |} + pq(a), 
und bilden das Produkt der Resultate, welche den Werten a = 1,2,---,p— 1 
entsprechen. Wird der Kiirze wegen 
(2) P=1-2-3---(p—1)=(p—1)! 
gesetzt, so entsteht die Gleichung 


p-1 


pe-! -[] (1+ pq(a)), 
a= 


aus welcher sich durch Ausfiihrung der Multiplikation rechterhand die 


Kongruenz 
p-l 

(ec) pe-'=1+p Sa(a) (mod. p*) 
ae 
a=1 


erschlieBen 1aBt. 
Um die linke Seite zu vereinfachen, bemerken wir, daB nach dem 
Wilsonschen Satze der Quotient 
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ee 


eine ganze Zahl ist; die Gleichung 
P=—1+pN 


ergibt aber, wenn man auf beiden Seiten auf die (p—1)'* Potenz erhebt, 
nach dem binomischen Lehrsatz offenbar 
Pe-1=1—p(p—1)N (mod. p*), 
oder einfacher, 
P?-'=1+pN (mod. p’). 
Diese Kongruenz hat mit («) den gleichen Modul und die gleiche linke 
Seite; dies liefert unser erstes Resultat 
p-1 
(4) Po q(a)=N (mod. p), 
a=! 
eine Kongruenz, welche die Summe der Fermatschen mit dem Wilsonschen 
Quotienten in Verbindung setzt. 
Zu weiteren Betrachtungen bediirfen wir der bekannten Sitze 


(5) q(ab) = q(a) + @(b) (mod. p), 
(6) q(e+ pz) = qe) — “ (mod. p), 


welche man mit betreffenden Literaturangaben in Herrn P. Bachmanns 
Niederer Zahlentheorie findet. 
In der letzten Kongruenz (6) tritt auf der rechten Seite ein Bruch 


: auf, unter dem man in der Regel das Produkt von z mit dem soge- 


nannten socius c~' von ¢ (mod. p) versteht. Ich finde iibrigens vorteil- 
hafter, den Kongruenzbegriff auf Briiche auszudehnen und mit letzteren 
systematisch im Sinne der Kongruenz zu rechnen, was iibrigens in der 
Zahlentheorie langst geschieht. 
Ich setze nun in (5) an Stelle von b der Reihe nach die Zahlen 
y= 1,2,3,---,p—1 und addiere die Ergebnisse. So entsteht zuniichst 
p-1 p-1i 


> ava) =(p—1)q(a)+ Sa(v) (mod. p) 


v=1 v=1 
oder 
p-t p-1 


(B) > ava) = — q(a) + >'a(v) (mod. p). 


v=1 v= | 


In dieser Kongruenz wollen wir die linke Seite umformen, wodurch sich 
eine Darstellung von g(a) modulo p ergeben wird. 
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Jeder Zahl v der Reihe 1 bis p—1 entspricht eine Zahl c derselben 
Reihe, fiir welche 
va=c (mod. p) 
oder also 
va =c-+ pz, (O<c<p) 
wobei unter z eine ganze Zahl verstanden wird. Schreibt man diese 
Gleichung in der Gestalt 
va 
p 


so laBt sich = als der kleinste positive Rest und z als das gréBte Ganze 


c 
—< +8, 


der GréBe = d. h. 


va 
e = >) C= va — pz, 
charakterisieren. 


Nun wird aber nach (6) fiir den Modul p 


q(va) = 4(¢+p2) =a — = 
oder 





? 


q(va) =q(e)—5 —— =4(0) 


—pz- va 


d. h. also 
1 
(7) q(va) =4q(c)—- = Wi (mod. p), 
wenn 0<c<p und 
va=ec (mod. p). 


Wenn bei festem a die Zahl v die saimtlichen Werte aus der Reihe von 
1 bis p—1 durchliuft, so nimmt ¢ die gleichen Werte in verschiedener 
Reihenfolge an, d. h. es ist 


S16 - Seo), 
1 


und wir erhalten demnach aus (7) durch Addition 


p-1l 


mia = 
S a(ve) = Sa  t- (=) (mod. p). 


v=1 1 v 


Wird dies mit (8) verglichen, so fallt in dem Resultat die Summe 


> a) 


heraus und wir erhalten die Kongruenz 


p-i 
(8) q(a) = - = & (mod. p), 
v=1 
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welche fiir séimtliche durch p nicht aufgehende ganze Zahlen a_besteht. 
Man kann sie auch so schreiben: 


p-1 
P_ Yifvra 
“ ae Sr 
(8*) - als (mod. p). 
v=1 


Bedient man sich der hier beizubehaltenden Bezeichnung 


»— 1 
: = mM, 


9 
so werden fiir a= 2 auf der rechten Seite von (8*) erst die Glieder 
) 


y=m+1,m+2,---,2m 


von Null verschieden sein und zwar ist 


2? 2 <1 NI 1 
(9) S r— >» (mod. p). 
p ak 4 mat ¥ 
v=m+tl I 


Die zweite Form ist namlich eine unmittelbare Folge der ersten und des 
naheliegenden Umstandes, dab 


zm 


7 1 : 
. Q (mod. p). 
— v 


1 
Das von Sylvester und Stern auf anderem Wege gewonnene Resultat (9) 
kann bekanntlich vermége der Identitit 


9 ~ ~~ 
>«-2 > «,.— > (—1)-"« 

—— os ated 

' : ’ 1 1 v=1 

auf die Gestalt 

, 2° —3 <1 1 
(9") -- (—1)’-? (mod. p) 

p - 

1 


gebracht werden. 
Kine neue Darstellung des in Rede stehenden Restes flieBt aus der 
Annahme « = 4; alsdann spalten sich die Indizes vy in drei Sektionen 


(i is PY, (4 =a $2), e p---p), 


‘ 


welchen beziehungsweise die Werte 1,2, 3 des gréBten Ganzen 
entsprechen. 

Iu den Termen der zweiten und dritten Sektion fiihre ich nun die 
Substitution v = p — uw aus und beachte, daB alsdann 
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ist; es kommt 


La? 
igtju D2 9 Bl .9 9 >: 
ak ¥ ° u y 


ee dai e ’ 
1 1 1 is 1 
4 Pp ve 2 Pp 4 p<u 2 p 
die linke Seite ist 
219 4 2?’—2 
84(2) = ere 
q a 


waihrend sich auf der rechten die zwei ersten Aggregate zusammenziehen, 
so daB man die Kongruenz erhilt: 


2?.-3 Sa o, 1 
4 a, =—3 N (mod. p) 
p doe ad 0 

( p<uc< - Pp, W<o< t) 


Die Zahlen @ ergiinzen die Zahlengruppe w zur Gesamtheit der Zahlen v 


1 , 
des Intervalls (0... - »), und demnach entsteht, wenn man das eine 
Aggregat 

1 
ae 
mit dem Aggregat 
5" 
ies u 


vereinigt, die Kongruenz 


Ph hs v1 27 +, 
p he be: eo? 


zieht man von hier das Resultat (9) ab, so kommt 


Lz? 


bo 


3% —*._3 8 
— 


oder, unter der Annahme p > 3, 


- 
e 


gPp-1__ r 
(10) - saan : - Ss (mod. p). 
\ Pp S$ 4c 9 
v=1 


Indem wir nochmals auf (9) 
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zurtickgreifen, spalten wir die Zahlen 1 in gerade 2u und wngerade 4, 


und erhalten 
; 


m 


>> Di i Pt u 


Asm 


also mit Riicksicht auf ais 


gets 1 
(11) aan =-—2 P 3 7 (mod. p), 
* (A=1,3,5,---; A<m) 
Ahnlich findet man 
a 72. gf? is 
(12) Be 7 = - (mod. p), 
(4 =1, 3, 5, +» p—2) 


‘ 2?_2 1 vy! , 
(13) 4 ile ->' ia (mod. p) 


3 
(0<a< r, 0O<b< 2). 
Ich notiere schlieBlich die ahnlich zu gewinnenden Resultate 


Ed 


Pes 
(14) —* =—2>' . (mod. p), 
1 
 — 
(15) = : ; =—2 >! = = 2>'5 (mod. p) 


(0<a<2, 0<b<*). 


Wir kehren nun zu (8) zuriick, indem wir nach a von 1 bis p — 1 
summieren; in der so entstandenen Kongruenz 


p-i - 


S10) = = > Pe | (mod. p) 


uw=il v= 


driickt sich die linke Seite vermége (4), durch den Wilsonschen Quotien- 
ten N aus, wihrend die rechte Seite, sich leicht in eine einfache Summe 
verwandelt. 
Bedeutet nimlich y(n) die Anzahl der Lésungen der unbestimmten 
Gleichung 
pv=n;, (O<u<p, 0<v< p), 








en- 
me 


ten 
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so wird unser Resultat lauten 


(p—1)? 


(16] N => (=) (mod. p). 


n=1 
Die Zahl ~(n) kann aber einfacher gedeutet werden, wenn man die Be- 
dingungen in die Form 
n=pv, OC u<p, n<pe 
setzt. Denn demnach ist fiir w irgend ein Teiler von » zu setzen, der 
den Ungleichungen 


n 
> O<P 


geniigt, und v ist als Komplementiirteiler unzweideutig bestimmt. Es ist 
also w(n) die Anzahl der Teiler von », welche innerhalb der Grenzen 
~ und p enthalten sind. 

Kin viel einfacheres Resultat ergibt sich aus (8), wenn man auf 
beiden Seiten mit @ multipliziert und dann iiber a=1,2,---,p—1 
summiert; es ergibt sich so 


p-1 
(17) > a4(a) = : 


9 (mod. p). 


a=1 
Dabei wird kein anderes neues Hilfsmittel gebraucht als die Gleichung 
p-1 p-l p-1 b ( ( ) 
va) N\vav _ 6 ie—t 
a|5!- p ->>- 2 ? 
a=1 a=1 b=1 


die unmittelbar ersichtlich ist. 
Die Kongruenz (7) ist iibrigens, wie manche andere Siitze, aus dem 
Spezialsatz 


(6%) q(p—a) =q(a) + : (mod. p), 
der sich aus (6) vermége der Identitiit 
q(—a) = q(a) 
ergibt, leicht zu gewinnen. 
Wir wollen ferner die Summe 
p-l1 
- 7 v , 
, _ (5) q(») 


betrachten, in welcher der Ausdruck 


(7) 
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in tiblicher Weise das aus der Theorie der quadratischen Reste bekannte 


Legendresche Zeichen ist. Wir machen erstens die Annahme, daB die 
+] 


Primzahl p die Form 4a + 3 hat; alsdann gilt 


3 “)=—( ), 


und daher verwandelt sich S, wenn man darin v = p — w setzt, in 


vy 


Pp 


p-l 


—S'("“) a(p—a), 
— P 


“uzl 


S= 


und dies ist nach (6') 


»—1 


f 


p-1 
’ _N’/(# i NY!’ as 
S a (5) a) Pt a i (mod. p), 
u i uzl 


woraus unmittelbar 


a 
2s=-—Y ~ (mod. p) 
1 


a= 


Die Eulersche Kongruenz 


(“) 


folgt. 
— 


9 


ae 


m 


(mod. p); m 


=u 


gestattet unsere letzte Kongruenz wie folgt zu schreiben: 
p-1 
~\) 
> u”-} 


oe 
u=t 


2S = (mod. p). 


Nun ist nach der bekannten Formel der Differenzenrechnung 








n—1 
tH + +h > (, * 1) A’ Uo, 
v=0 
also fiir 
“=| n=—p 
p—-t p—t m—1 
Se Sper Sp jar 
1 r=0 r=0 


weil die m* und die héheren Differs 


Hie 


( 


NS yn-t: 


4,8 


Zahlen simtlich verschwinden. 


koeftizient 


durch p teilbar, also 


anzen der (m- 


1)e" Potenzen natiirlicher 


r ist nun jeder vorkommende Binomial- 


i i) 


0 (mod. p)- 





lie 
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co 


Demnach ist 
S=0 (mod. p), 
d. h. 


p-1 ’ 


(18) > (F)am= O (mod. p), 


1 
falls die Primzahl p die Gestalt 4a + 3 hat. 

Fiir Primzahlen der Gestalt 44 4+ 1 versagt die obige Betrachtung, 
und wir miissen uns nach anderen Hilfsmitteln umsehen, um den Rest 
der Summe S zu ermitteln. 

Wegen der Eulerschen Kongruenz 


, 
y” = ( ) (mod. p) 


ist die durch die Gleichung 
v , 
(19) y™ = ( 1+pq(v) 
al + pq (v)| 


definierte Zahl q'(v) eine ganze Zahl; dieselbe steht mit der Zahl g(v) 
im engen Zusammenhange, und zwar ist, wie sich durch Quadrieren 
von (19) ergibt 

, 1+ 2pq'(v) + p*q' (v7? = 14+ par), 
also 
(20) q(v) = 2q'(v) + pq’ (»)*, 
woraus 
(20°) q(v) =2q(v) (mod. p). 
Ich setze nun fiir p eine Primzahl 4x +1, so dab m= 2n gerade ist, 
und bilde die Summe der Zahlen (19) fiir »=1, 2,---,p—1. Mit 
Riicksicht auf die Relation 

p-1 


S()-° 


ergibt sich in der Weise die Gleichung 


p-l p-1 

~~. RT/¥\, 
So SeQem 
v=1 1 


Hier laBt sich die linke Seite mit Hilfe der bekannten Formel 


n 
2n+1 — 

. f x L oe “y’ r—a B, 2n pen—tv+t 

S3q(%) = anti 2" wu (—1) ( <* 


2v \2»v 
vy=1 
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ausdriicken, und zwar ist 


p-1 


D v= S,,(p), 2n—=m. 
v=) 
Wir erhalten daher 
Hn p-l 
-_ 1 1)"-! B, 2n 2n—2y p™ 1 mm—1 __ he hg , 
— ag Mang F testi! => §) 7. 
vy=1 1 


Links enthilt keine der auftretenden Bernoullischen Zahlen B, den 
Faktor p im Nenner, und daher laBt sich hieraus die Kongruenz 


p-l 


(—1)"*'B, =» (=) q(v) (mod. p) 
1 


erschlieBen; dieselbe geht aber nach (20°) iiber in 
p-l 


(21) s-»> (=) av) =(—1)"-12B, (mod. p), 


y=1 
wobet die Primzahl p = 4n + 1 ist. 
Wir wollen ferner die Summe 


(22) n-51(*) vq(v) 


vy=1 
nach dem Modul p abschitzen. 
Ist zunichst p der Gestalt 42 + 1, so wird 


>) -G) 


und wenn wir mit a Zahlen <m bezeichnen, so zerfallen die p— 1 
Zahlen v in die Zahlen a und p—a, so dab 


Y/f/a Y/p—a . 
H= > (s)aa@) + DPF) e-a)ae—a) 
also 
H=»' (“Ja [y(a) — q(p—a)] (mod. p) 
ist. Die Klammer ist aber nach (6*) der Zahl 
1 
a 
kongruent, und wir erhalten 


m 


n=-3(3)-0 


a=l 
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also 
p-l1 
OFC v ‘ 
(22") > (*) vq(v)=0 (mod. p), 


wenn p=4a41. 
Wenn dagegen p = 4” + 3 ist, so ergibt die Spaltung der Zahlen v 
in @ und p—a zunichst 


und als H— 2 (sea) +> @-4 (p—a)q(p—a) 
a aiso i 


(y) H=2>'(5) g(a) +> (5) (mod. p). 


Ferner lassen sich die Zahlen » in gerade 2a und ungerade p— 2a 
spalten; die Summe H nimmt dadurch die Gestalt an 


H = Ps (“) 2aq(2a) +> (* =) (p—2a)q(p—2a), 
= 4>' (") aq(2a) +>'F) (mod, p). 


Wegen 


also 


q(2a) = q(a) + q(2) 
laBt sich dies schreiben 


H=4(5) > (5) 00 + (5) (5) +4G) @ D5) 
Die Summe 
> (5) 4 


hat eine aus der Theorie der quadratischen Formen bekannte Bedeutung; 
fiir uns kommt sie jedoch in Wegfall, weil sie durch p teilbar ist, und 


wir haben daher 
(8) H=4(5) > (5) + G) 2G) 


Multiplizieren wir nun (y) mit 2, (0) mit () und ziehen ab, so entstebt 


(e—(3)) t= DG) (won. 


Nun ist aber nach bekannten Siatzen von Dirichlet 


3(5)-@-G) ac», 


a=1 
wenn mit Cl(—A) die Anzahl primitiver positiver Klassen quadratischer 
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Formen az?+ bry + cy’ der negativen Diskriminante b?— 4ac=——A 
bezeichnet wird, und also lautet unser Resultat 


H=Cl(—p) (mod. p), 
d. h. 


p-t 


(22?) = (*) vq(v)=Cl(— p) (mod. p), 


wenn die Primzahl p die Form 4x + 3 hat. 
Wir gehen nun auf die oben betrachtete Summe 


(23) A -3 (2) 


v=1 
zuriick. Die Kongruenz (7) oder 
a -— 1 vb 
(7) q(vb) =4(e) — 54 [7], 
wenn 0< @< p, vb=go (mod. p), verbunden mit dem Umstande, daB 


(5) =), 
liefert nach dem Satze q(vb) = q(v) + q(b) offenbar 
(3) (=) ac) ' (|) 4) (=) = (5) a(e) = (*") [= (mod. p). 


Summiert man hier iiber die Werte vy = 1, 2,---,p—1, so nimmt o die 
gleichen Werte an, und es kommt 


G)4=4- SC) oma 
v=1 


oder nach Kiirzen durch () 


(23*) S (*) [7] : = (1 = (5) bA (mod. p). 


v=1 
Wenn also } quadratischer Rest von p ist, so ist die Summe 
p-1 : 
v v} 1 
ea Giish 
v=1 


durch p teilbar; sie ist es auch dann, wenn p die Gestalt 4n + 3 hat; 
ist dagegen p der Gestalt 4n-+ 1 und ist b ein Nichtrest von p, so ist 
unsere Summe nach dem Modul p der Zahl 

(—1)"4B,b 
kongruent, wobei B, wie oben in (21) die m® Bernoullische Zahl bedeutet. 
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Die Kongruenz (7’) ergibt, wenn man sie mit 


by? = @? 
multipliziert, die folgende 


2 ww a. a Ab by : 
b?q(b) - v? + b? - v®q(v) = o*¢(e) bo| | 


Wenn man hier tiber vy = 1, 2,---,p — 1 summiert und beachtet, daB 


= v?=0 (mod. p), 
so kommt 


(e) on Se = —b 5 [°"| (mod. p). 


v=1 


Setzt man hier b = 2, so entsteht 


3 >’ v4q(v) = — 2, =— (> ->"), 


v=m+1 
also 
3 >’ q(v) = m(m+1) = ¥— =— +3 

dies gibt einerseits das Resultat 

aa 1 
(24) > 4(v) = — jg (mod. p), 
andererseits, weun man dies in (¢) einsetzt, die interessante Kongruenz 

poe _b 
re vv) ‘ob? —-1 


vy=1 
Dieselbe liefert- eine Darstellung der Zahl = (mod. p), in welcher die Zahl a 
nur ,ganzen“ Operationen unterworfen wird, namlich 
p-1 
25 * 5 wea tf oe 
(25 *) —=4 2 lel (mod. p). 
Dadurch wird auch fiir die unbestimmte Gleichung 


ax—py=1 


Sutin 2 Sy) 
v=1 


gefunden, jedoch nur fiir den Fall, daB p eine Primzahl ist. 


eine Lésung 


31° 








484 M. Lexca. 


Diese Anwendung der Theorie Fermatscher Quotienten macht das 
Bediirfnis dringend, den Begriff der Zahlen g(a) auf zusammengesetzte 
Moduln = erweitern. Es sei also m ein ungerader Modul, m(m) die An 
zahl der Zahlen, die kleiner als m und ohne gemeinsamen Teiler mit m 
sind; ist a zu m relativ prim, so besteht die Kongruenz 


av) = 1 (mod. m) 
und demnach ist die durch die Gleichung 
(26) av) = 1 + mq(a) 
bestimmte Zahl g(a) ganz. 

Man findet leicht die Gesetze 


q(ab) = q(a) + q(b) (mod. m), 
(27) p(m)z 
‘ 


late +mz)=q(e) + (mod. m); 


aus der zweiten laBt sich fiir ab =c¢ (mod. m), und 0<e¢< m die weitere 
Kongruenz 


ae ‘ b 
(28) q(ab) E g@(e) + 2 ak: | (mod. m) 


ab m 


ableiten. Multiplizieren wir beiderseits mit «a*b*=c*, und_ schreiben 
q(a) + q(b) an Stelle von g(ab), so kommt 


9 2 219 9 , -ab 
a®q(a) - b® + a®b?q(b) = eq(e) + p(m) ab| “ iF 
Hier lassen wir b die siimtlichen g(m) zum Modul relativ primen Zahlen 
durchlaufen und addieren die Resultate; da alsdann c¢ dieselben Zahlen 
wie b durchliuft, so entsteht 


2 oo te err e “\) rab 
() a*q(@)s, + (a 1)> b?q(b) = p(m)a p of “| (mod. 2), 
b b 
wobei s, die Summe der Quadrate der zum Modul relativ primen Zahlen 
bedeutet. 


Setzt man hier zunichst a = 2, so kommt 
f . Y 9° ‘ Fr 
(€) 4q(2)s, + 3 S b?q(b) = 2(m) S b’ (mod. m), 
2 Pat ;, 
wobei in der letzten Summation die Bedingung 


m 
. s 2 


zu erfiillen ist. 
Nun ist aber 


>r = — >'6 (mod. m), 


wenn £ die relativen Primzahlen von m, welche zwischen 0 und 
durchlauft. 


m : 
liegen, 
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Bedeutet 
[=| 
f(n) -»>'», 
so ist eh 
> b= > e@ar("), 


wobei d die simtlichen Teiler von m durchlauft und u(d) die iibliche 


° — . ° : m 
Bezeichnung fiir die Moebiusschen Zahlen ist. Da m, also auch d =<’, 
ungerade ist, so hat man 


@’—1 
f(a’) ->> * — 1 
also ’ 
(29) > b= => # (a) (md —a). 


Hieraus folgt 


> 8 = — s > de(d), 


also, wenn die Bezeichnung eingefiihrt wird 


(30) P(m) = (1—p) A—p’) (1—p”)---, 
wobei p, p’, p”,--- die verschiedenen Primfaktoren des Moduls m bedeuten, 
(31) >B =— - P(m) (mod. m). 


Ferner ist die Zahl s, zu ermitteln. Setzt man der Kiirze wegen 


n—1 


F(n) = > Vv, 
1 


s- S'moer(*), 
d 


so wird 


d 


wobei wieder d die siimtlichen Teiler von m anzunehmen hat. 
Nun ist bekanntlich 


: n® 
F(n) = — — 


3 
und daher 
a w : 2 : 
=> > w@a'-4 > Ha + 3 > dud), 
oder da Sua) =(Q, 


P 
— 


(32) Ss = ~s p(m) + . P(m). 
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Ist nun m durch 3 nicht teilbar, so folgt aus (32) 


8, =0 (mod. m) 
und das Resultat (€) lautet 


(33) > bab) = = p(m)P(m) (mod. m), 


wobei links die Summation sich iiber alle die m(m) zu m teilerfremden 
Zahlen b zwischen Null und m erstreckt. 
Setzt man dies in (4) ein, so kommt zuniichst 


(a _ ) 2. = p(m) a [“"] : 


Diese Kongruenz fiihrt zu einem einfachen Resultate, wenn die Zahl o(m) 
zu m prim ist; dies findet statt, wenn m das Produkt von lauter ver- 
schiedenen Primzahlen ist, falls iiberdies das Produkt P(m) durch keine 
derselben aufgeht. Alsdann wird man durch m(m) P(m) dividieren diirfen, 
und es kommt 


_ 12 1, fab 
(34) a =a Fedac. b| | (mod. m), 
b 





wobei sich die Bedingung am bequemsten durch 


(35) (m, p(m))~ 1 
ausdriickt, und die Summation sich iiber die m(m) relativen Primzahlen b 
von m des Intervalls (0 ---m) erstreckt. 


Ist dagegen m durch 3 teilbar, und sollen die Zahlen m und (m) 
relativ prim sein, so wird keine der Differenzen p — 1 durch 3 aufgehen, 
also werden die samtlichen Primfaktoren von m auBer 3 die Form 32+ 2 
haben. Alsdann ist 


m 


5 == P(m), 
und es folgt aus (§) 


3 >'P'a(b) = P(m) E g(m) — =. mq(2) | (mod. m). 
Die Kongruenz (yj) kann alsdann unter die Form gebracht werden 
*—1 1 2 o. ; b 
5 Pm) [% p(m) — § mg(2)| + atq(a)- * P(m) = (ma S'o[ "| 
(mod. m). 


Multipliziert man mit 3, so fallt das zweite Glied links heraus, und das Glied 


(a?—1) P(m) = mq(2) 
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wird durch m teilbar sein, da a* — 1 durch 3 aufgeht. Demnach entsteht 


(a— +) Se a p(m) - 3 >o[*"], 


und hieraus wieder die Kongruenz (34). 

Dieselbe ist daher bloB an die Bedingung 

(m, p(m))~ 1 
gebunden. 

Die Moduln m, welche die Bedingung (35) erfiillen, haben iiberhaupt 
die Kigenschaft, daB man auf sie die Theorie der Quotienten g(a) aus- 
dehnen kann. Namentlich erhalt man analog wie im Falle des Prim- 
zahlmoduls 


(36) (a= > oe [| (mod. m), 


wobei v die zu m relativen Primzahlen des Intervalls (0 --- m) durch- 
lauft. Speziell folgt hieraus eine Verallgemeinerung der Sylvesterschen 
Kongruenz (9) 


99 (m) * * 
2° ‘=> -=-> ; (mod. m) 


» os 
me m 
(ih <v<m; O<u<-~ x) 


wobei selbstverstindlich » und uw relativ prim zum Modul sein miissen. 

Wir kehren zum einfacheren Falle des Primzahlmoduls p wieder 
zuriick und betrachten die quadratischen Reste r des Moduls p. Werden 
dieselben in den Grenzen 0---p angenommen, so sind sie durch die 
Kongruenzen 


v?=r (mod. p) 


vollstindig charakterisiert, und zwar wird jede der ” — Zahlen r zweimal 


erzeugt, wenn v die simtlichen Werte 1 bis p—1 annimmt. Die Kon- 
gruenz (7) ergibt 
Picea v* 1 
q(v) =a(r) — [5 | 553 
summiert man iiber die simtlichen v von 1 bis p— 1, und beachtet, dab 


q(v*) = 2q(r), 
so entsteht 
p-1 


2 Fa) = = =2>  y g(t) — >. [=] (mod. p). 


v=l1 2 


Nun ist 
. g(r) =N, 
— 
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2 Da => (1+ (F)) 


also mit Beniitzung der Notation (23) 


‘ ~~) y 
2 Sar) -N+4A, 


ferner identisch 


und unser Resultat J4Bt sich schreiben 


p-1 
1 y? , 
(37) > 3 [=] =A—N (mod. p). 
vy=l1 


Ist speziell p = 4n + 3, so ist nach (18) 

A=0 
und die Kongruenz gibt eine bemerkenswerte Darstellung des Restes des 
Wilsonschen Quotienten N. 

Ich werde bei einer anderen Gelegenheit zeigen, daB sich fiir jede 
ungerade Primzahl » der Wilsonsche Quotient N nach dem Modul p 
durch eine Bernoullische Zahl ausdriicken léBt, nimlich bei der friiheren 
Bezeichnung p = 2m + 1 

N=-1+ : — ( —1)"B,, (mod. p). 
Im Falle p= 4n-+ 1 haben wir oben (21) gefunden, dab 
A=(—1)"-'2B, (mod. p), 
und da hier 


at - 
N= ‘+. B 


2n) 


so lautet (37) fiir p= 4n-+ 1 wie folgt: 


p-1 

— 1 fr? 7s 1 

(37*) > ae | 1 — (—1)"2B, + B,, — = (mod. p). 
1 


Die bisher angewandte SchluBweise lieBe noch weitere Anwendungen 
zu; wir wollen jedoch den Gegenstand verlassen, und schlieBen mit einigen 
ahnlichen Formeln, in welchen sich nun die Summationen entweder iiber 
die quadratischen Reste oder iiber die Nichtreste des Moduls erstrecken. 

Wir bezeichnen mit @ oder a’, a’,--- quadratische Reste, mit b, 
resp. b’, b”,--- Nichtreste von p und setzen 


> = A, > 4b) = B. 


a b 
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Nach (7) ist 


6a — aw 
aa=a+pez, z= rp) 


q(aa) = q(a’) : [“ “| qa) + g(a’). 


, 
ad P 


Summiert man iiber die a’, so durchliiuft a” die gleichen Werte und es 
kommt 


mq(a) XY) 1 [**] 


i GOLD | 
oder 
3 ~ “ad 
(38) q(a)=2 =(** 1, 
/ ai GAL DP. 


a 
wobei die Summation sich iiber die simtlichen quadratischen Reste a’ des 
Moduls p erstreckt, letztere natiirlich in den Grenzen 0 und p vorausgesetzt. 


Kerner ist bei der angenommenen Bezeichnung 


ab=b' (mod. p), 


also 
ab=b' + pz 
und 
, 1 fab 7 ‘ 
(a) q(ab) q(b )— -; | =| q(a) + q(b). 


Wird hier iiber die siimtlichen m Werte ) summiert, so entsteht 
CY 1 fab 

mq(a) = -»> - [ - |; 

b 


oder 


iD = ¢ cy 2 ab 
(38!) q(a) =2 D isl (mod. »). 


Diese beiden Siitze (38) und (38"') sind iibrigens eine direkte Folge der 
Satze (8) und (23*). 


Wird dagegen in (a) iiber die m Werte a summiert, so entsteht 


mq(b) + A ; NX [=] 


ma abl p. 
a 
oder 
‘ yi ab 
39 oj 9p 9 
(39) q(b) =2A—2B+2 ate | (mod. p). 


" a 
Ferner ist 

bb =a+ pe 
und demnach 


’ 1 pbb 
q(b) + g(0’) = g(a) — be [ =a | 
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wird hier iiber die 6’ summiert, so entsteht 
1 pbb’ 
mq(b)+ B=A— > rl | 
S 


bb’ 
p 


oder 


(39’) q(b)=—24+2B+2 5'57-[~—] (mod. p). 
- 


a man dies mit (39), so entsteht 


thal 2a slel— > bi [~]=2 =2(4—B) (mod. p), 


ein in das in (23*) enthalten ist; denn hier bedeutet 5 einen 
Nichtrest, also 

b 

a 


und der Buchstabe A in (23*) ist 


= 
ye) q(v), 
1 


fallt also mit unserem jetzigen 4 — B zusammen. 
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Isogonalkurven, Aquitangentialkurven und komplexe Zahlen. 
Von 


G. Scuerrers in Darmstadt. 


In zwei friiheren Arbeiten*) habe ich mich mit den isogonalen Tra- 
jektorien einer einfach unendlichen Kurvenschar in der Ebene beschiiftigt, 
also mit Kurven, die schon hiufig der Gegenstand von Untersuchungen 
verschiedener Autoren gewesen sind. Dabei stieB ich auf einen merk- 
wiirdigen Satz, der zeigte, daB jeder Schar von co? isogonalen Trajektorien 
in ganz bestimmter Weise eine zweite solche Schar zugeordnet ist, woraus 
viele bemerkenswerte Konstruktionen fiir die Kriimmungskreise besonderer 
Kurven folgten. Kiirzlich nun bemerkte ich, daB sich eine ganze Reihe 
von anderen Betrachtungen anstellen lassen, die in gewisser Weise den 
friiheren dualistisch gegeniiberstehen. Sie fiihrten mich zu analogen Sitzen 
iiber Kurven, die ich Aquitangentialkurven nenne, obwohl diese Bezeichnung 
sonst in der Literatur in anderer, einfacherer Bedeutung vorkommt. Unter 
einer Aquitangentialkurve einer gegebenen einfach unendlichen Kurven- 
schar in der Ebene soll eine Kurve verstanden werden, bei der die un- 
endlich vielen Tangenten, die sie mit den gegebenen Kurven gemein hat, 


simtlich dieselbe Linge — gemessen zwischen den beiden Beriihrungs- 
punkten — haben. Meines Wissens hat man solche Kurven bisher nicht 


untersucht. In iiberraschender Weise ergaben sich mehrere schéne Siatze 
iiber solche Kurven. Die gemeinsame Quelle dieser Sitze und der analogen 
Siitze iiber isogonale Trajektorien ist die Anwendung von gewissen geo- 
metrisch einfach definierbaren Beriihrungstransformationen in der Ebene.**) 

*) ,,Uber gewisse zweifach unendliche Kurvenscharen in der Ebene“, Leipziger 
Berichte 1898, S. 261—294, ,,Ein Beitrag zur Geometrie der Beriihrungstransformationen 
in der Ebene, ebenda 1904, S. 105—116. Uber die Hauptergebnisse der gegen-- 
wiirtigen Arbeit habe ich auf dem dritten Internationalen Mathematiker-KongreB einen 
kurzen Bericht erstattet. 

**) Dabei wird our der Begriff einer Beriihrungstransformation in der Ebene 
benutzt, also nur das, was man in dem Werke von Lie, ,,Geometrie der Beriihrungs- 
transformationen, 1. Band", Leipzig 1896, Kap. 1 und 2, nachlesen mag. 
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Bei der weiteren Verfolgung der hervortretenden Analogien gelangte 
ich zu einer beachtenswerten unendlichen Gruppe von Beriihrungstrans- 
formationen, die ein Seitenstiichk zur unendlichen Gruppe der konformen 
Transformationen in der Ebene ist. Wiahrend man niimlich diese Gruppe 
als den Inbegriff aller derjenigen Beriihrungstransformationen definieren 
kann, die jeden Punkt in einen Punkt verwandeln und dabei die Winkel 
invariant lassen, ist die neue Gruppe, die ich die dguilonge Gruppe nenne, 
der Inbegriff aller derjenigen Beriihrungstransformationen, die jede Gerade 
in eine Gerade verwandeln und dabei die Strecken invariant lassen. Sie 
enthiilt wie die konforme Gruppe im besonderen alle Bewegungen 
der Ebene. 

Die am meisten iiberraschende Analogie aber ergab sich aus der 
Uberlegung, daB die konforme Gruppe in bekannter Weise aufs engste 
mit den gewdhnlichen komplexen Zahlen x +- iy zusammenhiingt, wenn man 
die Punkte (z, y) der Ebene als Traiger der komplexen Zahlen auffaBt. 
Es gibt ja bekanntlich auBer dem System der gewdhnlichen komplexen 
Zahlen nur noch einen Typus von Zahlensystemen in zwei Einheiten, bei 
dem die gewéhnlichen Gesetze der Multiplikation erfiillt sind. Dies System 
ist aus den EKinheiten 1 und j gebildet, wo j? =0 ist. Nun ergab sich, 
dap die dquilonge Gruppe aufs engste mit diesem zweiten Zahlensystem zu- 
sammenhingt. Nur sind hier nicht die Punkte, sondern die Geraden der 
Ebene die Triiger der komplexen Zahlen u+ jv. Dabei sind uw, v be- 
sondere Linienkoordinaten in der Ebene, niimlich diejenigen Bestimmungs- 
stiicke der Geraden, die in ihrer Hesseschen Normalform auftreten. Das 
Endergebnis der Untersuchungen war also eine Deutung des zweiten 
Zahlensystems in zwei EKinheiten, die ungezwungen aus einer Analogie 
mit den gewodhnlich komplexen Zahlen folgte und die eine schéne Dar- 
stellung der dquilongen Gruppe durch die analytischen Funktionen dieses 
zweiten Zuhlensystems lieferte. 

Die ausfiihrliche Ableitung dieser Ergebnisse ist der Zweck des 
folgenden Aufsatzes. 

Wihrend ich zu den Sitzen iiber isogonale Trajektorien zuerst auf 
rein analytischem Wege gelangt war, wobei der innere Grund fiir das 
Bestehen der Siitze verhiillt war, ging ich spiiter von synthetischen Uber- 
legungen aus, die volle Klarheit in den Zusammenhang brachten. Ich 
habe sie auch im folgenden synthetisch wiedergegeben; alsdann habe ich 
ihren analytischen Nachweis nachgeholt und in der Folge analytisch weiter 
operiert. Natiirlich lassen sich auch die synthetischen Betrachtungen 
leicht analytisch wiedergeben; es schien mir jedoch angebracht, den Weg, 
auf dem ich zu jenen Analogien gefiihrt wurde, durch keinerlei analytische 
Kinkleidung undeutlich zu machen. Auch habe ich mich auf nur wenige 
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Beispiele beschriinkt. Zahlreiche Beispiele zu den Siitzen iiber die isogo- 
nalen Trajektorien findet man in meiner ersten Arbeit hieriiber. Weitere 
Beispiele vu den interessanten Aquitangentialkurven hoffe ich spiiter geben 
zu kdnnen. 


§ 1. 


fsogonalkurven und Aquitangentialkurven. 


Wird die Ebene Punkt fiir Punkt auf sich selbst abgebildet und 
sind die Funktionen, die diese Abbildung vermitteln, stetig und differenzier- 
bar, so gilt bekanntlich der Satz, dab die Beziehung zwischen jedem un- 
endlich kleinen Bereiche von allgemeiner Lage und dem _ Bildbereiche 
projektiv ist. Wir wollen dies so ausdriicken: 

Jede Punkttransformation der Ebene kann als eine Beriihrungstrans- 
formation aufgefaBt werden, und als solche fiihrt sie die Linienelemente 
eines Punktes von allgemeiner Lage in die Linienelemente des Bildpunktes 
derart iiber, daB das Strahlenbiischel der ersteren zu dem der letzteren 
projektiv ist. 

Liegt nun eine Beriihrungstransformation vor, die jeden Punkt in cine 
Gerade iiberfiihrt, wie es z. B. die Transformationen durch reziproke 
Polaren tun, so lit sich leicht ein entsprechender Satz aufstellen. Denn 
wenn man nach einer derartigen Beriihrungstransformation insbesondere 
eine Transformation durch reziproke Polaren ausiibt, so ist die Aufeinander- 
folge beider augenscheinlich eine Punkttransformation. Da nun die 
Transformation durch reziproke Polaren zu sich selbst invers (involutorisch ) 
ist, so ist mithin jede Beriihrungstransformation, die alle Punkte in 
Geraden verwandelt, ersetzbar durch die Aufeinanderfolge einer Punkt 
transformation. und einer Transformation durch reziproke Polaren. Bei 
jener Punkttransformation gilt der oben erwiihnte Satz. Die Transformation 
durch reziproke Polaren ferner verwandelt die Linienelemente eines Punktes 
derart in die einer Geraden, daB das Strahlenbiischel der ersteren Elemente 
zur Punktreihe der letzteren Elemente projektiv ist. Demnach folgt: 

Satz 1. Bei einer solchen Beriihrungstransformation der Icbene, die 
jeden Punkt in eine Gerade verwandelt, gehen die Linienclemente eines 
Punktes von allgemeiner Lage in die Elemente der diesem Punkte zugeord- 
neten Geraden in der Weise iiber, daB das Strahlenbiischel der ersteren 
Elemente zur Punktreihe der letzteren Elemente projektiv ist. 

Stillschweigend ist hierbei wie in allem folgenden vorauszusetzen, dab 
die Beriihrungstransformation analytisch durch solehe Funktionen dar- 
stellbar sei, die stetig und differenzierbar sind. 

Insbesondere beschrinken wir uns von jetzt an auf solche Beriilhrungs- 











494 G. Scuerrers. 


transformationen der Ebene, bei denen jeder Punkt in eine Gerade iibergeht, 
die den betreffenden Punkt enthalt. 

Eine solche Beriihrungstransformation wird dadurch definiert, dab 
man eine stetige Schar von co? Linienelementen auswihlt, jedoch so, dab 
za jedem Punkte der Ebene und ebenso zu jeder Geraden der Ebene eines 
dieser Elemente gehért. Alsdann nimlich ordnen wir jedem Punkte der 
Ebene die Gerade desjenigen jener co? Elemente zu, das diesem Punkte 
angehért. Jene Schar von oo* Elementen besteht aus allen Linienelementen 

einer stetigen Schar von co’ Kurven [). 


Se — Wir wihlen also irgendwie eine stetige Schar 
a von solchen oo’ Kurven [, aus, die die 

f fo a ganze Ebene erfiillen (siehe Fig. 1), und 
a ~lt \ betrachten alsdann diejenige Beriihrungs- 
[, * “=, transformation, die jeden Punkt P, von 
\A allgemeiner Lage in diejenige Gerade p, 

‘\ verwandelt, die in P, Tangente der durch 

Wie. 1 P, gehenden Kurve [f, ist. Sind Py, Qo, -- 


eine Reihe von Punkten der Ebene, so sollen 
die Geraden, in die sie bei der betrachteten Beriihrungstransformation 
iibergehen, mit »,, q),--- bezeichnet werden. Die Beriihrungstransformation 
fiihrt alle Punkte einer Kurve [, in die Tangenten derselben Kurve iiber; 
jede der co' Kurven [, bleibt also fiir sich invariant, ja noch mehr: jedes 
Linienelement jeder dieser Kurven bleibt fiir sich in Ruhe. 

Satz 2. Fiihrt eine Beriihrungstransformation der Ebene jeden Punkt 
in eine durch ihn gehende Gerade iiber, so laBt sie jedes derjenigen co* 
Linienelemente, die durch diese o0* Paare von Punkten und Geraden be- 
stimmt werden, in Ruhe. 

Mit Riicksicht auf Satz 1 folgt weiter: 

Satz 3. Bei einer solchen Beriihrungstransformation der Ebene, die 
jeden Punkt P, in eine durch thn gehende Gerade p, verwandelt, werden 
die Linienelemente eines jeden Punktes P, derart in die Linienelemente der 
durch thn gehenden Geraden p, tibergefiihrt, dag das Strahlenbiischel der 
ersteren Elemente zur Punktrethe der letzteren projektiv ist, wobei insbesondere 
die Gerade p, — als Strahl des Biischels — dem betrachteten Punkte P, — 
als Punkt der Punktreihe — entspricht. 

Unsere Beriihrungstransformation ist, wie wir sahen, durch Angabe 
einer Schar von co' Kurven [, vdllig definiert. Geben wir einer dieser 
Kurven [, einen bestimmten Fortschreitungssinn, so haben alle Kurven [, 
einen bestimmten Fortschreitungssinn, wenn sie eine stetige Schar bilden. 
Damit ist alsdann auch auf jeder Tangente p, ein positiver Sinn fest- 
gelegt. AuBerdem setzen wir fiir alle Punkte P, einen bestimmten posi- 
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tiven Sinn der Drehung um diese Punkte fest. Alsdann ist jedes der 
oo* Linienelemente, die den co’ Kurven [, angehéren, sowohl mit einem 
positiven Sinne der Drehung um seinen Punkt als auch mit einem posi- 
tiven Sinn des Fortschreitens lings seiner Geraden behaftet. 

Die Beriihrungstransformation, die jeden Punkt P, in die durch ihn 
. gehende zugeordnete Gerade p, iiberfiihrt, wollen wir mit %, bezeichnen. 
Die zu ihr inverse Beriihrungstransformation, bei der also jede Gerade p, 
in den auf ihr liegenden zugeordneten Punkt P, iibergeht, wollen wir 
statt mit %,-' mit B, bezeichnen, weil wir an %, und B, zwei getrennte, 
aber parallel laufende Reihen von Betrachtungen ankniipfen. 

Jede Gerade p, der Ebene drehen Jeden Punkt P, der Ebene ver- 
wir in dem festgesetzten Sinne um | schieben wir in dem festgesetzten 
ihren Punkt P, um ein und den- | Sinne auf seiner Geraden p, um ein 
selben Winkel a, so daB sie in eine | und dieselbe Strecke a, so daB er in 











A | A 
« | hy 
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Fig. 2a. Fig. 2b. 


neue Gerade p, durch P, iibergeht. | einen neuen Punkt P, auf py iiber- 
(Siehe Fig. 2a.) | geht. (Siehe Fig. 2b.) 

Alsdann betrachten wir diejenige Beriihrungstransformation, die 
jeden Punkt P, in die zugeordnete jede Gerade p, in den zugeordneten 
Gerade p, verwandelt. Sie sei mit Punkt P, verwandelt. Sie sei mit 
A, bezeichnet. Wie friither Y, durch | B, bezeichnet. Wie friiher B, durch 
die co® Linienelemente (P,, p,) de- die co? Linienelemente (p,, P,) de 
finiert war, so ist jetzt &, durch | finiert war, so ist jetzt 8, durch 
diejenigen oo* Linienelemente(P,,p,) | diejenigen co*Linienelemente (p,, P,,) 
definiert, die durch Drehung jener Ele- | definiert, die durch Verschieben jener 
mente um ihre Punkte hervorge- | Elemente auf ihren Geraden hervor- 
gangen sind. Die neuen oo” Ele- | gegangen sind. Die neuen oo* Ele- 
mente (P,, p,) sind die einer neuen | mente (p), P,) sind die einer neuen 
Schar von oo! Kurven A,. Jede | Schar von co’ Kurven B,. Jdede 
Kurve A, schneidet jede Kurve [, | Kurve B, hat mit jeder Kurve [, 
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unter demselben Winkel «. (Siehe | eine Tangente von derselben Liinge a 


Fig. 3a.) gemein. (Siehe Fig. 3b.) 
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Unter A, und B, werden wir hiernach die Kurven mit den Elementen 


. ga verstehen haben. 


(», Py), a. h. die urspriinglichen co’ Kurven [,, 
Man nennt bekanntlich solche Kurven, die eine Schar von oo! Kurven 
unter konstantem Winkel durchsetzen, isogonale Trajektorien oder kurz 
Isogonalkurven. Die Kurven A, sind also solehe Kurven hinsichtlich der 
gegebenen Schar [,. Weniger hat man sich aber mit solchen Kurven 
beschiftigt, die mit einer Schar von co’ Kurven [, Tangenten von kon- 
stanter Liinge a gemein haben. Wir wollen solche Kurven Aquitangential- 
nennen. Also: 


kurven®) der Kurven [ 
0 


Die co’ Kurven B, sind Aqui- 


Die co’ Kurven A, sind Isogo- | 
nalkurven der co! Kurven[, (oder Ay) | tangentialkurven der co! Kurven [, 
| 


mit dem Winkel a. (oder B,) mit derselben Strecke a. 
Die Beriihrungstransformation Die Beriihrungstransformation 

s a) 
%, ist genau so wie YA, charakte- | 8, ist genau so wie %, charakte- 


risiert, indem sie wieder jeden Punkt | risiert, indem sie wieder jede Gerade 


in einen Punkt verwandelt, der auf 


in eine Gerade verwandelt, die durch 


*) Der Name ,,Aquitangentialkurve* kommt allerdings schon in anderer Be- 
deutung vor. Wie dem Werke von Loria: ,,Spezielle algebraische und transcendente 
ebene Kurven“, Leipzig 1902, 8. 567, zu entnehmen ist, nennt Brocard so in seinen 
Notes de bibliographie des courbes géométriques, partie complémentaire’, Bar-le- 
Due 1899, S. 58, diejenigen Kurven, die man erhiilt, wenn man auf allen Tangenten 
einer Kurve eine Strecke von konstanter Liinge abtriigt und den Ort der Endpunkte 
dieser Strecken ins Auge fabt. Es war mir jedoch nicht méglich, einen geeigneteren 
Namen fiir die oben betrachteten Kurven zu finden. Aber um so nachdriicklicher 
muB darauf hingewiesen werden, daB die Brocardschen Aquitangentialkurven ganz 
andere Kurven sind. Auf diese Brocardschen Kurven komme ich in § 3 zuriick, 
wo ich vorschlage, sie ,,7angentialen“* zu nennen. 
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ihn geht. Hiervon werden wir nach- 
her Gebrauch machen. 

Uben wir jetzt &, auf ein 
Linienelement (Py, ) aus. Um au 


erkennen, wie 
Element liegt, bezeichnen wir mit 
Q@, einen zu P, unendlich benach- 
barten Punkt auf p,, so daB q, die 
zu @Q, zugeordnete und durch Q, 
gehende Gerade ist. (Siehe Fig. 4a.) 





Fig. 4a. 


Gq ist zu py unendlich benachbart. 
Indem wir p, und gq, um ihre Punkte 
P, und Q, um den Winkel « drehen, 
bringen wir sie in die Lagen p, 
und q,. Vermige %, gehen P, und 
Q, in p, und gq, tiber. Das Linien- 
element (P,, ~) geht daher bei %, 


in dasjenige Element tiber, das den | 


Schnittpunkt von p, und gq, zum 
Punkt und p, zur Geraden hat. Aber 
der Schnittpunkt von p, und q, liegt 
auf dem Kreise, der p, in P, be- 
rihrt und bei dem der Gegenpunkt 
von P, der Schnittpunkt der Lote 
ist, die man in P, und Q, auf p, 
und qg, errichten kann. 

Durch P, geht eine Kurve A, 


Mathematische Annalen. IX. 


das _ transformierte | 
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ihr liegt. Hiervon werden wir nach- 
her Gebrauch machen. 

Uben wir jetzt 8, auf ein 
Linienelement (p,, P,) aus. Um zu 
erkennen, wie das_ transformierte 
Element liegt, bezeichnen wir mit 
% eime zu py unendlich benach- 
barte Gerade durch P,, so dab Q, 
der zu gq, zugeordnete und auf q, 
gelegene Punkt ist. (Siehe Fig. 4b.) 








Fig. 4b. 


Q, ist za P, unendlich benachbart. 
Indem wir P, und Q, lings ihrer 
Geraden p, und g, um die Strecke a 
verschieben, bringen wir sie in die 
Lage P, und Q,. Vermige %, 
gehen p, und q, in P, und Q, iiber. 
Das Linienelement (p, P,) geht 
daher bei B, in dasjenige Element 
iiber, das die Gerade von P, nach 
Q, zur Geraden und.P, zum Punkt 
hat. Aber die Gerade von P, nach 
Q,, beriihrt die Parabel, die P, zum 
Scheitel, p, zur Scheiteltangente und 
den Schnittpunkt der Lote, die man 
in P, und Q, auf p, und q, errichten 
kann, zum Brennpunkt hat. 

Die Gerade p, beriihrt eine 

32 
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(oder [,). Auf ihr liegt Q, unend- 
lich nahe bei Py. Dabei sind p, 
und q, die Tangenten von P, und Q,. 


Demnach ist jener Gegenpunkt auf | 


dem Kreise der zu dem Elemente 
(Py, Po) der Kurve A, gehdrige 
Kriimmungsmittelpunkt A, . 
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Kurve B, (oder [,). Die Gerade q, 
ist eine zu p, unendlich benachbarte 
Tangente. P, und Q, sind die Be- 
riihrungspunkte. Demnach ist der 
Brennpunkt der Parabel der zu dem 
Elemente (p,, P,) der Kurve B, ge- 


hérige Kriimmungsmittelpunkt B,. 


Da die Kurven A, und B, miteinander identisch sind, so fallt auch 


A, mit B, zusammen. 
schiedene Bezeichnungen. 

Satz 4a. Die Beriihrungstrans- 
formation XA, fiihrt Element 
(Py, Po) tiber in dasjenige Element, 
dessen Gerade p, ist und 
Punkt auf dem Kreise liegt, der zum 
Durchmesser die Strecke PA, hat. 
Ay, bedeutet dabei den zum Element 
(Po, Po) gehorigen Kriimmungsmittel- 
punkt derjenigen Kurve A 
Element enthiilt. 

Da die Beriihrungstransforma- 


das 


a 


dessen 


9» die dies 


tion &, aus der Beriihrungstransfor- 
mation %, durch dasselbe Verfahren 
hervorgeht, wie die Beriihrungstrans- 
formation %, +s aus der Beriihrungs- 
transformation %,, so kénnen wir den 
Satz 4a sofort so verallgemeinern: 

Satz 5a. Die Berithrungstrans- 
formation U,,, fiihrt das Element 
(Po, pz) tiber im dasjenige Element, 
dessen Gerade p,,, ist und dessen 
Punkt auf dem Kreise liegt, der P, A, 
aum Durchmesser hat. A, bedeutet 
dabei den zum Element (P,, Ps) ge- 
horigen Kriimmungsmittelpunkt der- 
jenigen Kurve A,, die dies Element 
enthilt. (Siehe Fig. 5a.) 

Wahlen wir insbesondere «=— 
und geben wir 6 alle Werte, so 
sehen wir, daB die Beriihrungstrans 
formation Y%, alle Elemente (Po, p,) 


Des Spiiteren wegen benutzen wir trotzdem ver 
Wir haben gefunden: 


Satz 4b. Die Beriihrungstrans- 
B, fihrt das Element 
(~, Py) tiber in dasjeniae Element, 
dessen Punkt P, ist und dessen Ge- 


formation 


rade die Parabel beriihrt, die p, zur 
Scheiteltangente und B, zum Brenn- 
punkt hat. B, bedeutet dabei den 
zum Element (p,, P,) gehorigen Kriim- 
mungsmittelpunkt derjenigen Kurve B, , 
die dies Element enthiilt. 

Da die Beriihrungstransforma- 
tion B, aus der Beriihrungstransfor- 
mation 8, durch dasselbe Verfahren 
hervorgeht, wie die Beriihrungstrans- 
formation 8, ,,, aus der Beriihrungs- 
transformation %,, so kénnen wir den 
Satz 4b sofort so verallgemeinern: 

Satz 5b. Die Beriihrungstrans- 
formation B,,, fiihrt das Element 
(po, P,) tiber in dasjenige Element, 
dessen Punkt P,,, ist und 
Gerade die Parabel beriihrt, die p, 
zur Scheiteltangente und B, zum Brenn- 


dessen 


| punkt hat. B, bedeutet dabei den zum 


Element (p,, P,) gehorigen Kriim- 
mungsmittelpunkt derjenigen Kurve B,, 
die dies Element enthilt. (S. Fig. 5b.) 

Wiihlen wir insbesondere a =— b 
und geben wir 0} alle Werte, so 
sehen wir, dab die Beriihrungstrans- 


formation %, alle Elemente (), P,) 
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des Punktes P, in solche Elemente | der Geraden », in soleche Elemente 


der Geraden p, verwandelt, deren 


des Punktes P, verwandelt, deren 


Punkte von den Kreisen mit dem | Geraden die Parabeln beriihren, die p, 








Fig. 5a. 


variierenden Durchmesser P, A, aus- 

geschnitten werden. (Siehe ebenfalls 

Fig. 5a.) 
Dabei 


ist zu beachten, dab 


| 


A, als Kriimmungsmittelpunkt des | 


Punktes P, der Kurve A, auf dem 
Lote zu p, durch P, liegt. Lassen 
wir B variieren, so beschreibt p, 
ein Strahlenbiischel um P,, also 
P,A, ein dazu projektives Biischel 
um P,. Nach Satz 3 ist die Punkt- 
reihe der transformierten Elemente, 
die auf p, liegen, projektiv zu jenem 
ersten Biischel. Da jeder Punkt A, 
von p, aus senkrecht tiber dem be- 
treffenden Punkte der 
liegt, als Gegenpunkt von P, auf 
dem Kreise, so folgt, daB die Lote 
von den Punkten A, auf p, eben- 
falls ein projektives Biischel von 
Parallelstrahlen bilden. Alle co! 
Punkte A, also, die zu P, gehéren, 





— Is 
( - = Cae 
F ij 
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Fig. 5b. 


zur Scheiteltangente haben und deren 
variierende Brennpunkte die Punkte 
B, sind. (Siehe ebenfalls Fig. 5b.) 

Dabei ist zu beachten, dab 
B, als Kriimmungsmittelpunkt der 
Tangente p, der Kurve B, auf dem 
Lote zu p, durch P, liegt. Lassen 
wir b variieren, so beschreibt P, 


| eine Punktreihe auf p,, also P,B, 


ein dazu  projektives Parallelen- 


| biischel. Nach Satz 3 ist jene Punkt- 


Punktreihe 


liegen im Durchschnitt zweier pro- | 


reihe projektiv zu dem Biischel der 
transformierten Ele- 
mente, d. h. zu dem Biischel der 
Tangenten von P, an die Parabeln. 
Da jede Tangente senkrecht ist zum 


Geraden der 


Strahl P,B, nach dem variierenden 
Brennpunkte £B,, so folgt, daB die 
Strahlen PB, ebenfalls ein pro- 
jektives Biischel mit dem Mittel- 
punkt P, bilden. Alle co’ Punkte 
B, also, die zu p, gehéren, liegen 
im Durchschnitt zweier projektiver 


82° 
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jektiver Biischel. Nach Satz 3 ent- | Biischel. Nach Satz 3 entspricht da- 
spricht dabei ferner das Lot zu py | bei ferner das Lot zm Pp) durch P, 
durch P, sich selbst. Alle co'Punkte | sich selbst. Alle oot Punkte B, 
A, liegen mithin auf einer Geraden. | liegen mithin auf einer Geraden. 

' Satz 6a. Alle durch einen Punkt Satz 6b. Alle cine Gerade py, 
P, gehenden Isogonalkurven A; einer | beriihrenden Aquitangentialkurven B, 
Schar von oo! Kurven A, haben in | einer Schar von oo! Kurven By haben 
P, solche Kriimmungskreise, deren | fiir die Beriihrungspunkte von py 
Mittelpunkte A, auf einer Geraden | solehe Kriimmungskreise, deren Mittel- 
liegen.*) punkte B, auf einer Geraden liegen. 

Die beiden in diesen Siatzen erwihnten Geraden haben den Punkt A,, 





der ja mit B, als Kriimmungsmittelpunkt von [, (oder A, oder B,) identisch 
ist, gemein. Aber noch mehr: Die Transformationen %, und B, sind ja 
gueinander invers. Die oben in den Siitzen 5a und 5b angegebenen Kon- 
struktionen miissen demnach zu derselben Beziehung zwischen den Ele- 
menten von P, und denen von p, fiihren. Daraus folgt, daB jeder Punkt 
A, mit einem Punkte B, zusammenfallt, und umgekehrt. 
Also: 

Satz 7. Ist eine Schar von oo' Kurven T, in der Ebene gegeben und 
ist (Py, Po) irgend ein Linienelement einer dieser Kurven, so gibt es oo' 
solche Isogonalkurven der Kurven T,, die durch P, gehen, und oo! solche 
Aquitangentialkurven der Kurven [,, die py beriihren. Die Kriimmungskreise 
der ersteren co’ Kurven fiir Py 
haben ihre Mittelpunkte auf einer 
Geraden. Auf derselben Geraden 
liegen die Kriimmungsmittel- 
punkte der letzteren oo! Kurven 
fiir thre Beriihrungspunkte mit po. 

Wir kénnen also kurz von 
der Geraden der zu einem 
Punkte P, bez. einer Geraden 
Po gehorigen Kriimmungsmittel- 





punkte sprechen. Diese Gerade 

a et : ' 
the. « sei mit p, bezeichnet. Einem 

rl 

anderen Elemente (Q, 4%) ge 
hért natiirlich im allgemeinen eine andere Gerade gq. zu. Zum Uberflub 
sei noch daran erinnert, daB die Elemente, von denen hier die Rede ist, 
nicht alle Linienelemente der Ebene sind, sondern nur die urspriinglich 
*) Dieser erste Satz findet sich schon bei E. Cesaro, ,,Lezioni di geometria 


intrinseca“*, Nea;el 1896, siehe die deutsche Ausgabe: ,,Vorlesungen iiber natiirliche 
Geometrie“, besorgt von G. Kowalewski, Leipzig 1901, 8. 148. 
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ausgewahlten oo? Linienelemente, die durch die oot Kurven [, (oder A, 
oder B,) gegeben waren. 

Wenn wir schlieBlich in Satz 5a und 5b den Winkel « + 6 und die 
Strecke a+b mit «@ bez. a bezeichnen, so kénnen wir jene Sitze so 
formulieren (vgl. Fig. 6): 

Satz 8a. Die Beriihrungstrans- | Satz 8b. Die Beriihrungstrans- 
formation X,, die jeden Punkt P, in | formation B,, die jede Gerade p, in 
eine Gerade p, durch ihn iiberfiihrt, | einen Punkt P., auf thr iiberfiihrt, 
die aus py durch Drehung um P, | der aus P, durch Verschiebung um 
um den Winkel « hervorgegangen ist, | die Strecke a lings p, hervorgegangen 
fiihrt das Element (Py, p,) tiber in | ist, fiihrt das Element (py, P,) siber 
dasjenige Element, dessen Gerade p, | in dasjenige Element, dessen Punkt 
ist und dessen Punkt sich ergibt, wenn | P., ist und dessen Gerade sich ergibt, 
man in DP, das Lot auf’ p, errichtet, | wenn man in P, das Lot auf py 
es in A, mit der (py, Py) zugeord- | errichtet, es in B, mit der (py), Po) 
neten Geraden Py zum Schnitte bringt | zugeordneten Geraden p,’ zum Schnitte 
und schlieplich von A, das Lot auf | bringt und B, mit P., verbindet. Das 
p, féallt. Der FuBpunkt dieses Lotes | Lot zu B,P, durch P,, ist die Ge- 
ist der Punkt des transformierten 
Elementes. | 


a? 





rade des transformierten Elementes. 


§ 2. 


Neue charakteristische Eigenschaften der Isogonalkurven und 
Aquitangentialkurven. 


Um die Scharen von Isogonalkurven und von Aquitangentialkurven 
zu definieren, gingen wir von einer Schar von oo! Kurven [, aus. Die 
[sogonalkurven A, waren diejenigen co’ Kurven, die alle Kuiven [, unter 
dem Winkel « durchsetzen; die Aquitangentialkurven B, waren diejenigen 
oo! Kurven, die mit allen Kurven [, gemeinsame Tangenten von der 
Liinge a, gerechnet von Beriihrungspunkt zu Beriihrungspunkt, haben. 
Es ergeben sich, wenn «@ variiert, insgesamt oo” Isogonalkurven, und 
ebenso, wenn a variiert, insgesamt co* Aquitangentialkurven. Jene Schar 
von oo? Isogonalkurven besteht also aus co! Scharen von je cot Kurven A,, 
wobei jede Schar von oo! Kurven durch einen bestimmten Wert des 
Winkels « charakterisiert ist. Nun leuchtet ein, daB wir zu genau der- 
selben Schar von oo” Isogonalkurven gelangt wiiren, wenn wir, statt von 
den oo! Kurven [,, von co! Kurven A,, die zu einem bestimmten Werte 
von « gehéren, unseren Ausgang genommen hiitten. Die Kurven [, sind 


ja auch nichts anderes als die Kurven A,. Die Definition der Isogonal- 


kurven, bei der man von oo’ Kurven ausgeht, laBt also noch zu wiinschen 
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iibrig, weil bei ihr eine bestimmte in der Schar dieser Kurven enthaltene 
Schar von oo! Kurven ausgezeichnet wird, die vor den anderen oo! Scharen 
im Grunde nichts voraus hat. 


von je co’ Kurven A, Kine ganz analoge 


Uberlegung zeigt, daB die Definition der Aquitangentialkurven an dem- 








selben Mangel leidet. 


neuen Charakterisierung beider Arten von Kurvenscharen, 


Mangel nicht hat. 

Wir wissen, daB wir die Iso- 
gonalkurven auch dadurch erhalten 
kénnen, 
der co' Kurven [, von irgend einer 
Schar von co! Kurven A,, die also die 
r, unter dem Winkel « durchsetzen, 
Es seien also A, 


daB wir statt von der Schar 


ausgehen kénnen. 
und A, zwei Kurven, von denen jede 
die cot Kurven A, unter einem be- 
stimmten Winkel durchsetzt. (Siehe 


Fig. 7a.) Auch mégen A, und A, 





‘ull 


lis 


Fig. 7a 


von einem Punkte P, ausgehen. 


Alsdann bestimmen A, und A, mit 
einer nicht durch P, gehenden Kurve 
A, ein Dreieck, Punkte, 
nimlich die Schnittpunkte von je 
zweien der drei Kurven, zu Ecken 
hat, wihrend die Verbindungsstiicke 
krummlinig sind. Da nun A, und 
A, alle Kurven A, 
konstanten Winkel 


das drei 


unter je einem 


schneiden, so 


Die folgenden Uberlegungen fiihren nun zu einer 


die diesen 


Wir wissen, daB wir die Aqui- 
tangentialkurven auch dadurch er- 
halten kénnen, daB wir statt von 
der Schar der co! Kurven [, von 
irgend einer Schar von Kurven 
B,, die also mit den [, die kon- 
stante gemeinsame Tangentenlinge 
a haben, ausgehen kénnen. Es seien 
also B, und B, Kurven, 
denen jede mit allen oo! Kurven B, 
eine konstante Tangentenlinge ge- 
(Siehe Fig. 7b.) Auch 


a? 
zwel 


von 


mein hat. 





Fig. 7b 


mégen B, und B, die Gerade p, be- 
riihren. Alsdann bestimmen B, und 
B. mit einer p, nicht beriihrenden 
Kurve B, ein Dreiseit, das drei 
geradlinige Strecken zu Seiten hat, 
nimlich die gemeinsamen Tangenten 
von je zweien der drei Kurven, wih- 
rend die Verbindungsstiicke krumm- 
Da nun B, und B, mit 


allen Kurven B, Tangenten von je- 


linig sind. 

















. 
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treteu die drei Winkel des Dreiecks 
simtlich auch in P, auf, und man 
erkennt, daB die Swnme der Winkel 
des Dreiecks gleich x ist. 


weils konstanter Linge gemein haben, 
so treten die drei geradlinigen Seiten 
des Dreiseits siimtlich bei p, auf, und 
man erkennt, daB die Summe der Seiten 





des Dréiseits gleich Null ist, voraus- 
gesetzt, daB man das Dreiseit in 
einem Sinne umlauft und dabei 
Seiten in diesem Sinne addiert, in 
entgegengesetztem Sinne subtrahiert. 
Satz 9a. Die Winkelsumme in Satz 9b. Die Seitenswmme eines 
einem von drei Isogonalkurven ge- | von drei Aquitangentialkurven  ge- 
bildeten Dreieck ist gleich x. bildeten Dreiseits ist gleich Null. 
Kine Schar von co? Isogonalkurven hat also nach Satz 9a eine Eigen- 





schaft, die insbesondere der Schar aller co* Geraden der Ebene zukommt. 
In der Tat bilden aber auch alle Geraden der Ebene eine Schar von 
Isogonalkurven, wie man sofort sieht, wenn man von einer Schar von 
oo! parallelen Geraden ausgeht und ihre Isogonalkurven sucht. Da eine Trans- 
formation durch reziproke Radien die Geraden in alle Kreise durch einen 
Punkt verwandelt und auBerdem gleiche Winkel in gleiche Winkel iiberfiihrt, 
so sieht man, daB auch alle Kreise durch einen festen Punkt eine Schar von 
co” Isogonalkurven bilden. Andererseits kénnen wir ein Analogon hierzu 
fiir die Aquitangentialkurven konstruieren. Denn alle co? Kreise, die cine 
feste Gerade beriihren, bilden eine Schar von Aquitangentialkurven. In der 
Tat, wenn man von diesen Kreisen zunichst diejenigen co’ konstruiert, 
die simtlich die feste Gerade an derselben Stelle beriihren, so erkennt 
man sofort, daB ein anderer Kreis, der die feste Gerade beriihrt, mit allen 
diesen oo! Kreisen gleichlange Tangenten gemein hat, da die Tangenten- 
stiicke gerade so lang sind, wie die auf der festen Geraden gemessenen 
Tangentenstiicke. Man verifiziert nun fiir alle oo? die Gerade beriihrenden 
Kreise sofort den Satz 9b, sobald man nur der Geraden einen bestimmten 
Fortschreitungssinn gibt und den Fortschreitungssinn auf den Kreisen, die 
die Gerade beriihren, so wiihlt, daB er an den Beriihrungsstellen mit dem 
der Geraden tibereinstimmt. Dabei ist es gleichgiiltig, auf welcher Seite 
der Geraden die Kreise liegen. 

Es ist sehr bemerkenswert, daB man die in den Satzen 9a und 9b 
ausgesprochenen Kigenschaften umgekehrt zur Definition der Scharen von 
Isogonalkurven bez. Aquitangentialkurven benutzen kann. 


Liegt nimlich eine Schar von Liegt niimlich eine Schar von 





oo* Kurven vor, die so beschaffen 
ist, daB jedes von drei Kurven der 
Schar gebildete Dreieck die Winkel- 


| co? Kurven vor, die so beschaffen 
| ist, daB jedes von drei Kurven der 
_Schar gebildete Dreiseit bei ge- 
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summe a hat, so wahle man irgend 
eine Kurve A, der Schar aus und 
greife alsdann diejenigen oo’ Kurven 
der Schar heraus, die A, unter einem 
und demselben irgendwie bestimmten 
Winkel « schneiden. Sie seien mit 
A, bezeichnet. Ist ferner A, irgend 
eine andere Kurve der Schar, die 
mit der Kurve A, den Winkel 6 
bildet, so muB nach Voraussetzung 
in jedem der Dreiecke, die von Aj, 
von einer Kurve A, und von A, ge- 
bildet werden, die Winkelsumme 
gleich a sein. Daraus folgt aber 
sofort, daB A, alle Kurven A, unter 
demselben Winkel durchsetzt, d. h. 
alle Kurven der Schar von oo? Kurven 
schneiden die co’ Kurven A, unter 
konstanten Winkeln. 


Satz 10a. Hat eine Schar von 
oo” Kurven in der Ebene die Eigen- 


schaft, daB in jedem von drei Kurven | 


der Schar gebildeten Dreiecke die 
Winkelsumme gleich x ist, so ist die 
Schar eine Schar von oo* Isogonal- 
kurven. 
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hériger Beachtung des Fortschrei- 
tungssinnes der Kurven die Seiten- 
summe Null hat, so wihle man 
irgend eine Kurve B, der Schar aus 
und greife alsdann diejenigen oo! 
Kurven der Schar heraus, die mit 
B, gemeinsame Tangenten von der- 
selben bestimmten Liinge a haben. 
Sie seien mit B, bezeichnet. Ist 
ferner B, irgend eine andere Kurve 
der Schar, die mit der Kurve B, 
eine Tangente von der Linge b ge- 
mein hat, so muB nach Voraus 
setzung in jedem der Dreiseite, die 
von B,, von einer Kurve B, und von 
B, gebildet werden, die Summe der 
geradlinigen Seiten gleich Null sein. 
Daraus folgt sofort, daB B, mit 
allen Kurven B, gemeinsame Tan- 
genten von derselben Liinge hat, 
d. h. alle Kurven der Schar von co? 
Kurven verlaufen so, daB jede von 
ihnen mit allen oo' Kurven B, Tan- 
genten von gleicher Liinge hat. 

Satz 10b. Hat eine Schar von 
co* Kurven in der Ebene die Eigen- 
schaft, daB in jedem von drei Kurven 
der Schar gebildeten Dreiseit die Summe 
der drei geradlinigen Seiten gleich 
Null ist, vorausgesetzt, dap man die 
Kurven mit Fortschreitungssinnen be- 
legt hat und diese fiir die gemein- 
samen Tangenten beriicksichtigt, so ist 
die Schar eine Schar von co* Aqui- 
tangentialkurven. 


Hiermit haben wir Eigenschaften von Isogonalkurvenscharen und von 
Aquitangentialkurvenscharen gefunden, die man zur Definition dieser 
Scharen benutzen kann. Geht man von diesen Definitionen aus, so ist keine 
in der Gesamtschar enthaltene Schar von oo! Kurven ohne Grund aus- 
gezeichnet, wie es bei den urspriinglichen Definitionen der Fall war. 




















Isogonalkurven, Aquitangentialkurven und komplexe Zahlen. 505 


§ 3. 
Evolutoiden und Tangentialen, sowie Beispiele von Isogonal- und 
Aquitangentialkurven. 


Man hat den Begriff der Evolute, als Eingehiillter der Normalen einer 
Kurve, dadurch verallgemeinert, daB man die Normalen durch diejenigen 
Geraden ersetzt hat, die die gegebene Kurve unter irgend einem konstanten 
Winkel schneiden. Diese Kurven, die man Fvdlutoiden genannt hat*), 
treten bei der Fortsetzung der Betrachtung unserer Beriihrungstransforma- 
tionen auf, und wir werden einem allerdings schon bekannten Satze iiber 
solche Kurven begegnen. Diesen Kurven steht nun eine zweite Art von 
Kurven gegeniiber: Tragen wir niamlich auf allen Tangenten einer ge- 
gebenen Kurve eine konstante Strecke vom jeweiligen Beriihrungspunkte 
auf, so ist der Ort der Endpunkte eine neue Kurve, die wir eine Tan- 
gentiale**) der gegebenen Kurve nennen wollen. 

Jede Kurve [, hat oo! Evolutoiden und oo! Tangentialen. (Siehe 
Fig. 8.) Hat die Kurve [, einen bestimmten Fortschreitungssinn und 
haben wir in der Ebene einen bestimmten Drehsinn festgesetzt, so gehért 
zu jedem Winkel « eine 
bestimmte Evolutoide von 
T, und zu jeder Strecke a 
eine bestimmte Tangen- 
tiale von f,. Die Evo- 
lutoide naimlich, die wir 
die Evolutoide (ce) von F, 
nennen, ist die Kingehiillte 
derjenigen Geraden, die 
aus den Tangenten von 
[, hervorgehen, wenn man 
sie um ihre Beriihrungs. 
punkte um den Winkel « 
im festgesetzten Sinne 





dreht. Insbesondere ist die Evolutoide (G 


) die Evolute von [,. Die 


Tangentiale ferner, die wir die Tangentiale (a) von [, nennen, ist der 


*) Vgl. Loria a. a. O., 8. 626 u. f., wonach Réaumur und Lancret fiir den 
Ursprung des Begriffs der Evolutoiden in Betracht kommen. 

**) Dies sind die von Brocard als Aquitangentialkurven bezeichneten Kurven, 
ygl. die Anm. zu 8S. 496. Sie wurden u. a. von Aoust in seiner ,,Analyse infini- 
tésimale des courbes planes‘, Paris 1873, 8. 107 u. f. genauer untersucht. 








506 


G. Scuerrers 


Ort derjenigen Punkte, die sich ergeben, wenn wir jeden Punkt von 
[, auf seiner Tangente in dem festgesetzten Sinne um die Strecke a 


verschieben. 

Die Beriihrungstransformation 
YW, fiihrt jeden Punkt P, in die zu 
geordnete gedrehte Gerade p,, iiber. 
Also: 

Satz lla. Die Beriihrungs 
transformation X, fithrt die co! Kurven 
[, in thre Evolutoiden (c) tiber. 

Nach Satz 8a, worin wir Bf = 0 
setzen und worin A, den zu P, ge- 
hérigen Kriimmungsmittelpunkt von 
A, bedeutete, geht das Klement (Po, 9) 
vermége %, in dasjenige Element 
iiber, dessen Gerade p, ist und dessen 
Punkt der FuBpunkt des Lotes ist, 
das man von A, auf p, fillen kann. 
A, ist dabei der zu dem Element 
(Py, Po) gehérige Kriimmungsmittel- 
punkt von [,. 

Satz 12a. Der Punkt, in dem 
die unter dem Winkel « zur Tangente 
einer Kurve 1, geneigte Gerade p, 
die Evolutoide («) von T, beriihrt, ist 
der FuBpunkt des Lotes vom Kriim- 
mungsmittelpunkt A, des Punktes P, 
von T, auf die Gerade p,. (Siehe 
Fig. 8.) 


Wir kénnen diese Sitze auch so 


Satz 13a. Die einem Punkte P, 
einer Kurve {, entsprechenden oo! 
Punkte aller co’ Evolutoiden von [, 
liegen auf demjenigen Kreis, der den 
Kriimmungsradius des Punktes P, 
von T, zum Durchmesser hat. 


| 


| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 


Die 
%, fiihrt jede Gerade p, in den zu- 
geordneten verschobenen Punkt P,, 
Also: 
Satz ilb. Die Beriihrungs 
transformation &,, fithrt die co! Kurven 
[, in thre Tangentialen (a) iiber. 


Beriihrungstransformation 


iiber. 


Nach Satz 8b, worin wir b = 0 
setzen und worin B, den 2u py ge- 
hérigen Kriimmungsmittelpunkt von 
B, bedeutete, geht das Element(p,, P,) 
vermége B, in dasjenige Element 
iiber, dessen Punkt P,, ist und dessen 
Gerade in P, auf der Verbindungs- 
linie von P, mit B, senkrecht steht. 
B, ist dabei der zu dem Element 
(po, Po) gehbrige Kriimmungsmittel- 
punkt von [). 

Satz 12b. Die Tangente, die die 
Tangentiale (a) einer Kurve T, in 
demjenigen Punkte P, hat, der aus 
einem Punkte P, von 1, durch Ver- 
schieben um die Strecke a lings der 
Tangente von P, hervorgeht, ist senk- 
recht zur Verbindenden von P., mit 
dem Kriimmungsmittelpunkt B, von 
Tr, in Py. (Siehe Fig. 8.) 
aussprechen: 

Satz 13b. Die einer Tangente p, 
einer Kurve [, entsprechenden co! 
Tangenten aller co' Tangentialen von 
[, beriihren diejenige Parabel, die py 
zur Scheiteltangente und den zu py 
gehorigen Kriimmungsmittelpunkt von 
T, zum Brennpunkt hat. 


Diese Siitze sind lingst bekannt.*) 


*) Der erste Satz riihrt von Réaumur her, vgl. Loria a.a. O., 8. 628. Der zweite 


Satz findet sich bei Loria 8S. 567. 




















jedem Punkte P, die von ihm aus- 
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Wir fiigen zwei Siitze an, deren Richtigkeit sofort einleuchtet: 

Satz 14a. Jede Kurve kann Satz 14b. Jede Kurve kann 
aufgefapt werden als Isogonalkurve | aufgefapt werden als Aquitangential- 
der Tangenten einer ihrer Evolutoiden. | kurve der Punkte einer ihrer Tan- 

gentialen. 

Hier ist héchstens beim zweiten Satze daran zu erinnern, dab Punkte 
als Elementvereine Spezialfille von Kurven sind. Liegen co' Punkte, also 
die einer Kurve, vor, so sind ihre Aquitangentialkurven diejenigen Kurven, 
deren Tangenten, gemessen von den Beriihrungspunkten bis zum Schnitt 
mit jener Kurve, konstante Liingen haben. 

Diese Sitze fiihren uns dazu, uns iiberhaupt etwas eingehender mit 
den Isogonalkurven von co! Geraden und mit den Aquitangentialkurven 
von oo! Punkten zu beschiiftigen. Wir wollen also die Faille betrachten, 
' gegebenen Kurven [, lauter Geraden*) oder lauter Punkte 
sind. Hier liegt insofern eine Ausnahme vor, als wir friiher (8. 494) 
vorausgesetzt haben, daB jeder Punkt der Ebene einer Kurve [, angehére 
und jede Gerade der Ebene eine Kurve [, beriihre. Wenn die Kurven [, 
co! 


wo die co 


Gerade sind, so haben sie aber doch augenscheinlich Isogonalkurven, 
wihrend der Begriff der Aquitangentialkurven hier versagt, und wenn die 
Kurven [, oo’ Punkte sind, so haben sie, wie wir vorhin bemerkten, 
Aquitangentialkurven, wiihrend hier der Begriff der Isogonalkurven versagt. 

In der Tat léBt sich in jedem dieser beiden Ausnahmefiille doch eine 
unserer beiden Betrachtungsreihen, im ersten Falle die an die %,, U,,--- 
ankniipfende, im zweiten Falle die an die B,,B 
recht erhalten. 

Denn wenn alle Kurven[, co! | Denn wenn alle Kurven[, oo! 
Geraden, also die Tangenten einer | Punkte, also diePunkte einer Kurve A 
Kurve J sind, wo sich A auch auf | sind, wo sich A auch auf eine Ge- 
einen Punkt reduzieren kann, so ist 


a’: ankniipfende auf- 


rade reduzieren kann, so ist jeder 
Geraden p, ihr Schnittpunkt P, mit 
gehende Tangente p, an A zugeord- | A zugeordnet. Den oo* Geraden p, 
net. Den co* Punkten P, entsprechen | entsprechen also nur co! Punkte P,, 
also nur oo! Geraden py, d. h. die | d.h. die Beriihrungstransformation 8, 
Beriihrungstransformation YA, ist aus- | ist ausgeartet. Aber nicht so die 
geartet. Aber nicht so die iibrigen Be- _ iibrigen Beriihrungstransformationen 
riihrungstransformationen %,. Denn %,. Denn wenn wir jeden Schnitt 
wenn wir jede von einem beliebigen | punkt einer beliebigen Geraden p, 


*) Die Isogonalkurven von ! Geraden hat u. a. 0. Béklen (,,Uber die Linien, 
welche die 'Tangenten einer Kurve unter kenstantem Winkel schneiden) in Grunerts 
Archiv (1), 43. Teil, 1865, 8S. 14—16, untersucht, 
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Punkte P, nach A gehende Tangente 
um denselben Winkel « drehen, so 
gehen doch wieder co? Geraden p, 
hervor, es sei denn, daB alle jene 
oo! Geraden p, einander parallel sind, 
in welchem Falle nur die ¢riviale 
Schar von Isogonalkurven, die aus 
Ebene _ besteht, 
hervorgeht. Wenn wir — abgesehen 
von 


allen Geraden der 
Ausnahme — 
statt von YW, von YW, ausgehen, so 


Be- 


trachtungen, die zu Satz 7 fiihrten, 


dieser letzten 


kénnen wir unsere friiheren 
aufrecht erhalten, soweit sie sich 
auf Isogonalkurven beziehen. 

Es folgt also (siehe Fig. 9a): 


Legt man durch einen Punkt P, alle 
- 0 





Fig. 9a 

Kurven, die die Tangenten einer 
gegebenen Kurve A unter konstan- 
ten Winkeln schneiden, so haben 
diese Kurven in P, solche Kriim- 
mungskreise, deren Mitten auf einer 
Geraden liegen. Diese Gerade ist, 
wie man leicht sieht, diejenige Nor- 
male von A, die zu dem Beriihrungs- 
punkt der von P, an A gehenden 
Tangente gehért*). 
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mit A auf der Geraden um dieselbe 
Strecke a verschieben, so gehen doch 
wieder co? Punkte P, hervor, es sei 
denn, daB alle Punkte der Kurve A 
unendlich fern liegen, in welchem 
Falle Schar 
Aquitangentialkurven, die aus allen 
Punkten der Ebene besteht, hervor 


nur die triviale von 


geht. Wenn wir — abgesehen von 
dieser letzten Ausnahme — statt 


von $, von %, ausgehen, so kénnen 
wir unsere friiheren Betrachtungen, 
die zu Satz 7 fiihrten, aufrecht er- 
halten, soweit sie sich auf Aqui- 
tangentialkurven beziehen. 

Es folgt also (siehe Fig. 9b): 
Zieht man alle diejenigen Kurven, 
die eine Gerade p, beriihren und deren 


Fig. "b 


Tangenten, gemessen bis zu ihren 
Schnittpunkten mit einer gegebenen 
Kurve A, konstante Lingen haben, 
so haben diese Kurven in ihren Be- 
riihrungspunkten mit p, solche Kriim- 
mungskreise, deren Mitten auf einer 
Geraden liegen. Diese Gerade ist, 
wie man leicht erkennt, diejenige 
Normale von A, die zu dem Sehnitt- 
punkt von A mit p,. gehért. 


*) Dieser Satz findet sich bei Béklen a. a. O. 1865. 
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Die in dem rechts stehenden Satze erwiihnten Kurven, nimlich die 
Aquitangentialkurven, die sich ergeben, wenn sich die co! Kurven [, auf 
die Punkte einer Kurve A reduzieren, kann man die Traktricen der Basis A 
nennen*). Beschreibt nimlich ein Punkt die Kurve A und schleppt er 
einen beliebig angenommenen Punkt mittels eines Fadens von konstanter 
Linge, so beschreibt der geschleppte Punkt eine dieser oo? Aquitangential- 
kurven. Man kann diese co* Kurven auch als die Gesamtheit derjenigen 
Kurven, die die gegebene Kurve & als Tangentiale haben, bezeichnen. Ebenso 
kann die Schar aller oo? Isogonalkurven der Tangenten von A aufgefaBbt 
werden als die Gesamtheit derjenigen Kurven, die die gegebene Kurve & 
als Evolutoide haben. Es ist von Interesse zu bemerken, daB die rechts 
untersuchten Aquitangentialkurven zwar nicht in ihrer Gesamtheit, aber in 
Scharen von je oo! Individuen auch als Isogonalkurven aufgefaBt werden 
kénnen. Schliigt man niimlich um alle Punkte von A Kreise von gleichen 
Radien, so gehéren zu diesen co! Kreisen oo? Isogonalkurven. Darunter 
sind oo! Orthogonalkurven enthalten. Die Tangenten dieser oo! ortho- 
gonalen Trajektorien der Kreise sind, gemessen bis zu ihren Schnittpunkten 
mit A, gleich dem Kreisradius, also gehéren sie in der Tat zu jenen 
Aquitangentialkurven. So ist z. B. jede gewihnliche Traktrix einerseits 
Aquitangentialkurve aller Punkte ihrer geradlinigen Basis und andererseits 
Isogonalkurve, insbesondere Orthogonalkurve, von oo kongruenten Kreisen, 
deren Mitten die Punkte der Geraden sind. 

Dies fiihrt uns dazu, die Kurven zu betrachten, die sich ergeben, wenn 
wir als Kurven [, 001 kongruente Kreise annehmen. Die Mitten dieser Kreise 
mégen eine Kurve A bilden. Der Kreisradius sei gleich +. 

Ks sei P, ein beliebiger Punkt Es sei py eine beliebige Gerade 
(siehe Fig. 10a). Alsdann ist die (siehe Fig. 10b). Alsdann ist der 
zugehbrige Gerade p, die Tangente zugehérige Punkt P, der Punkt, in 
des durch P, gehenden Kreises [,. dem py von einem der oo! Kreise [, 
Die Isogonalkurve A,, die durch P, | beriihrt wird. Die Aquitangential- 
geht, hat dort die aus p, durch | kurve B,, die p, beriihrt, hat ihren 
Drehung um @ hervorgehende Ge- | Beriihrungspunkt an der Stelle P,, 
rade p, zur Tangente. Das Lot von | die durch Verschiebung von Pf, 
der Kreismitte M auf p, hat die | lings p, um die Strecke a hervor- 
Linge rcosa«. Schlagen wir mit | geht. P, hat von der Kreismitte M 


a? 


*) Nach Loria, a. a. O., 8. 366 u. f., haben sich A. Poulain (,,Les aires des 
tractrices et le stang-planimétre’, Journal de Math. spée. (4) 4, 1895), Brocard 
(,Notes de bibliographie des courbes géométriques, partie complémentaire*, Bar-le 
Due 1899, 8.58) und Bourlet (,,Nouveau traité des bicycles et des bicyclettes*, 
2. Aufl., Paris 1898) mit diesen Verallgemeinerungen der gewéhnlichen Traktrix be- 
schiiftigt. 
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diesem Radius um die Mitte M des | den Abstand Ya? + 7?. Sechlagen wir 
Kreises den konzentrischen Kreis, | um die Kreismitte M den durch ‘P, 
so erkennen wir, daB die von P, | gehenden Kreis mit diesem Radius, 
ausgehende Tangente p, von A,, so sehen wir, daB p, diesen neuen 





' 
Fig. 10a. | Fig. 16b 


. . —— i re a 
gemessen bis zu diesem neuen Kreise, | Kreis unter dem Winkel are tg 
= 


die Liinge r sine hat. Also folgt: 


schneidet. Also folgt: Die zu einer 
Die zu einem bestimmten Winkel @ | bestimmten Strecke a gehdrenden 
g 


a 


gehérenden Isogonalkurven A, der | Aquitangentialkurven B. der co! 


oo! kongruenten Kreise vom Radius 
1 


kongruenten Kreise vom Radius r 


sind zugleich oot Aquitangential- | sind zugleich oo! Isogonalkurven 
wa . _ 1 Kreiea wv | i : 
kurven B,sing der oo’ Kreise vom | a der co! Kreise vom Radius 


Radius 7 cos «. 


Beide Betrachtungsreihen fiihren also im Grunde genommen zu den- 
selben Kurvenarten. Wir setzen daher nur noch die erste Betrachtungs- 
reihe fort: Die Normale der Isogonalkurven A, in P, ist die Senkrechte 
zu p,- Das Lot von M auf diese Normale hat die Linge r sin « und 
schneidet auf der Normalen die Strecke P,Q,=rcos«@ ab. Der Ort 
von Q, ist also erstens eine Parallelkurve von A, im Abstande r cos a. 
Zweitens hat die Parallelkurve die zu p, parallele Tangente MQ, =r sin a, 
die auch lings A, ungeiindert bleibt, d. h. die Parallelkurven zu den be- 
trachteten co! Isogonalkurven A,, jener co’ kongruenten Kreise, deren Mitten 
auf der Kurve & liegen, und zwar die Parallelkurven im Abstande r cos a, 
sind Aquitangentialkurven der Punkte der Kurve & mit der konstanten 
Tangentenliinge r sin «. Also sind die co' Kurven A, Paralleikurven von 
x0! Traktrizkurven mit der Basis A. Alle co? Isogonalkurven aller jener 
kongruenten Kreise, deren Mitten auf A liegen, sind somit gewisse unter 
den Paralielkurven aller co* Traktricen mit der Basis A. 
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Natiirlich gelten fiir die betrachteten Kurven die Siitze 6a und 6b, die 
zur Konstruktion ihrer Kriimmungskreise dienen. Um nicht zu weit zu 
gehen, verzichten wir auf die Darstellung der Anwendung dieser Siitze 
auf die jetzt vorliegenden Kurven. 

Gehen wir jetzt zu dem Fall iiber, daB die gegebene Schar von oo! 
Kurven [, aus allen Kreisen mit dem Mittelpunkt O besteht. 

In diesem Fall sind die Isogo- Die Aquitangentialkurven B, 
nalkurven solehe Kurven, die auch | haben augenscheinlich Normalen, die 
alle Radien, d. h. alle von O aus- | den Kreis um O mit dem Radius 
gehenden Geraden unter konstanten 


a beriihren. Also kommen wir hier 
Winkeln schneiden. Wir kommen | zu allen oo* Kreisevolventen, die zu 
alsozueinem Spezialfall einer friiheren | allen konzentrischen Kreisen um O 
Betrachtung. Die Isogonalkurven | gehdren. 

sind hier alle oo* logarithmischen 
Spiralen mit demselben asymptotischen 
Punkte O. 


Die Siitze Ga und 6b sind in diesen Fiillen leicht zu verifizieren. 





Nehmen wir schlieBlich an, da die oo' gegebenen Kurven [, einander 
stimtlich kongruent seien und durch Drehung wm einen festen Punkt O in- 
einander iibergehen. 

Zu den Isogonalkurven gehéren Zu den Aquitangentialkurven 
hier alle Kreise mit der Mitte 0. | gehéren hier alle Kreise mit der 
Da die Kurven [, selbst zu den Iso- | Mitte O. Da die Kurven [, selbst 
gonalkurven gehiren, so folgt aus | zu den Aquitangentialkurven gehéren, 
so folgt aus Satz 6b: Um den Kriim- 
mungskreis eines Punktes einer Aqui- 
zu finden, verbinden wir O mit dem | tangentialkurve zu finden, verbinden 
Kriimmungsmittelpunkt A, derdurch | wir O mit dem Kriimmungsmittel- 


Satz 6a: Um den Kriimmungskreis 


eines Punktes P, einer [sogonalkurve 


P, gehenden Kurve [,. Auf dieser | punkte B, derjenigen Kurve [,, die 
Verbindenden liegt der gesuchte | dieselbe Tangente p, wie die Aqui- 
Punkt, natiirlich auf der Normalen | tangentialkurve beriihrt. Auf dieser 
der lsogonalkurve. Verbindenden liegt der gesuchte 
Punkt, natiirlich auf der Normalen 
der Aquitangentialkurve. 

Die Betrachtung rechts wollen wir noch ein wenig weiter fiihren in 
dem speziellen Fall, daB eine der Kurven [, die Higenschaft hat, daB ihre 
Tangente p, mit dem Strahl von O nach dem zugehérigen Kriimmungs- 
mittelpunkt einen konstanten Winkel bildet. Dann hat nimlich jede der 
oo' Kurven [, dieselbe Eigenschaft, da sie durch Rotation um O aus der 
einen hervorgehen, und unsere Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes 
zeigt, daB dasselbe auch fiir alle Aquitangentialkurven gilt. Also: alle 
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diejenigen co* Kurven, deren Tangenten mit den Strahlen von einem festen 
Punkte O nach den zugehérigen Kriimmungsmittelpunkten einen und den- 
selben Winkel bilden, machen eine Schar von co? Aquitangentialkurven 
aus. Die Evolventen solcher Kurven aber bilden mit ihren Radienvektoren 
konstante Winkel, sind also logarithmische Spiralen um O von derselben 
Steigung. Daher folgt: Alle co* Evolventen aller oo! logarithmischen 
Spiralen mit demselben asymptotischen Punkt und derselben Steigung bilden 
eine Schar von co*® Aquitangentialkurven. Ubrigens gehéren zu diesen 
Kurven die konzentrischen Kreise um QO, wie wir vorhin sahen. Man 
hat also die Kreise um O auch als Evolventen der logarithmischen Spiralen 
aufzufassen. Diese Auffassung Jat sich auch analytisch rechtfertigen, 
worauf wir hier nicht eingehen. 

Wir erwihnen noch, daB sich die Zahl der Beispiele leicht vermehren 
lieBe, und daB wir es zuweilen unterlassen haben, alle Folgerungen aus 
den allgemeinen Sitzen der vorhergehenden Paragraphen fiir die behan- 
delten Beispiele zu ziehen, um nicht zu ausfiihrlich zu werden. Unsere 
allgemeinen Siitze sind eine Fundgrube fiir einzelne Siitze iiber spezielle 
Kurven, so auch die im niichsten Paragraphen zu gebenden Siitze. 


§ 4. 


Eine Zuordnuug zwischen zwei Scharen von Isogonal- bez. 
Aquitangentialkurven. 


In § 1 gingen wir von der Annahme aus, es sei uns eine stetige 
Schar von co? Linienelementen (P,, p)) in der Ebene gegeben. Diese 
Schar gehérte oo’ Kurven [, an, und wir betrachteten die oo* Isogonal- 
kurven dieser Schar und zugleich ihre co? Aquitangentialkurven. Es ergab 
sich dabei, daB diejenigen co’ Isogonalkurven, die einen Punkt P, gemein 
haben, fiir diesen Punkt solche Kriimmungsmittelpunkte haben, die auf 
einer Geraden liegen (Cesiroscher Satz), und daB diejenigen oo! Aqui- 
tangentialkurven, die eine Gerade p, beriihren, fiir ihre Beriihrungspunkte 
solehe Kriimmungsmittelpunkte haben, die ebenfalls auf einer Geraden 
liegen. Dabei sind beide Orte von Mittelpunkten miteinander identisch, 
wenn P, und p, zusammen eines der Linienelemente der vorgelegten 
Schar bilden. 

Wir kénnen also sagen, daB jedem der vorgelegten oo* Linienele- 
mente (P,, p)) eine gewisse Gerade — die wir p, nannten -— zugeordnet 
ist. Wie diese Gerade zu konstruieren ist, ist zwar aus den Betrachtungen 
des § 1 zu entnehmen, mige aber zur besseren Verdeutlichung des folgen- 
den nochmals etwa aus dem Satze 8a des § 1 abgeleitet werden: 

Um die dem Elemente (Py, »,) zugeordnete Gerade p,.’ punktweise 
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zu konstruieren, waihlen wir irgend ein diesem Elemente unendlich be- 
nachbartes Element (Q, q) der gegebenen Schar aus (siehe Fig. 11). 
Die von P, ausgehende Gerade P, Q, 
ist eine der mit p, bezeichneten Ge- 
raden des Punktes’ P,. Bei der Be- 
riihrungstransformation %, geht P, in py 
und Q, in q tiber, d. h. das durch P, 
und Q, bestimmte Element (P,, p;) im 
das Element, dessen Punkt der Schnitt- 
punkt von p, und gq, und dessen Gerade p, 
ist. Nach Satz 8a liegt daher der damals 
mit A, bezeichnete Punkt einerseits auf 
dem Lote, das in P, auf P,Q, senkrecht ------- tiga fh 
steht, andererseits auf dem Lote, das im ef 

Schnittpunkt von p, und q, auf p, senk- ii 

recht steht. A, aber ist ein Punkt der fraglichen Geraden p,. Wir 
formulieren daher der bequemeren Verweisung halber noch den 

Satz 15. Ist eine Schar von oo*® Linienclementen (Py, po) in der 
Ebene gegeben, so erhiilt man Punkte derjenigen Geraden p,', die nach § 1 
einem Elemente (Py, p,) der Schar zugeordnet ist, auf folgende Weise: Man 
wihlt ein dem Elemente (Py, py) wnendlich benachbartes Element (Q,, qo) 
der Schar und konstruiert einerseits das Lot zu P,Q, durch P, und anderer- 
seits das Lot zu p, im Schnittpunkt von p, und qy,. Beide Lote treffen sich 
in einem Punkte A von p,.. 

Hieraus folgt iibrigens, dab << P,AQ, gleich dem unendlich kleinen 
Winkel ist, den p, und q, miteinander bilden. 

Diese im Grunde genommen schon in § 1 enthaltenen Ergebnisse 
werden wir bald weiter verwenden. — 

Aus der gegebenen Schar von co? Linienelementen (P,, »,) leiten 
wir jetzt durch eine einfache Konstruktion eine neue Schar von oo? Linien- 
elementen ab. Wér spiegeln néiimlich jedes Element (Py, py) an der zu- 
geordneten Geraden p,.’. Dadurch geht jedes Element (P,, p)) in ein neues 
iiber, das zum Unterschied mit (Py, p,) bezeichnet sei (siehe Fig. 12). 

Dies Verfahren ist wohlbemerkt keine Spiegelung der ganzen Ebene 
an ein und derselben Geraden, vielmehr ist die Spiegelgerade p, von 
Element zu Element eine andere. 

Wir gelangen auf diesem Wege zu einer neuen Schar von oo? Linien- 





elementen (P,, ~,) der Ebene und wollen die innigen Beziehungen, die 
zwischen dieser und der urspriinglichen Schar bestehen, genauer untersuchen. 

Zuniichst kénnen wir fiir die neue Schar von oo? Elementen (P,, jig) 
genau dieselben Betrachtungen anstellen wie fiir die alte Schar, d. h. wir 
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kénnen wie in § 1 die Elemente der neuen Schar dadurch verwandeln, 
daB wir die Gerade eines jeden Elementes um denselben Winkel um den 





Fig. 12. 


Punkt des Elementes drehen, oder auch da- 
durch, daB wir den Punkt eines jeden Ele- 
mentes um dieselbe Strecke lings der Ge- 
raden des Elementes verschieben. Wenn 
man nun den Fortschreitungssinn auf der 
Geraden p, so festsetzt, wie er aus dem der 
Geraden p, durch die angewandten Spiege- 
lungen hervorgeht, und wenn man auferdem 
den Drehsinn fiir die neue Schar entgegen- 
gesetzt wahlt wie bei der alten Schar, so 
erhellt sofort: Die Gerade p, und die 
Punkte P,, die sich bei der neuen Schar 
durch dieselben Prozesse ergeben wie die 
Geraden p, und die Punkte P, bei der alten 
Schar, gehen einfach dadurch hervor, dab wir 
alle Geraden p, und alle Punkte P,, die aus 
einem Elemente (P,,,) durch Drehen und Ver- 


schieben hervorgehen, an der zugehérigen Spiegelgeraden p, ebenfalls spiegeln. 
Ebenso wie bei der vorgelegten Schar von Elementen jedem Elemente 





Fig. 13. 


(Py, Po) eime gewisse 
Gerade p,’ zugeordnet 
ist, wird auch bei der 
neuen Schar von Ele- 
fig menten jedem Ele- 
mente (P,, Py) eine ge- 
wisse Gerade ,' zu- 
geordnet sein. Es liegt 
mi —— 9, nun sehr nahe zu ver- 
muten, daB p, mit py 
zusammenfillt, voraus- 
gesetzt, daB das Ele- 
ment (Po, Py) gerade 
aus dem  LElemente 
(Po, Po) durch Spiege- 


lung hervorgegangen ist. Doch muB dies erst bewiesen werden.*) 
Dabei gebrauchen wir einige einfache Sitze iiber Spiegelungen. Sind 
Po und gq,’ zwei Spiegelachsen (siehe Fig. 13) und wird ein Punkt P, an py 


*) Was in der Arbeit des Verf. in den Leipziger Berichten 1904, S. 118, iiber- 


sehen wurde. 
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in P, und ein zweiter Punkt Q) an q, in Q, gespiegelt, so werde ein 
Kreis durch P, und Q, betrachtet. Zu jedem Punkte X des Kreises 
gehért ein Winkel P, XQ), der als Peripheriewinkel eine konstante GréBe « 
hat. Bei der Spiegelung der Sehne XP, an p, und der Sehne XQ, an 
gehen zwei Geraden durch P, und Q, hervor. Wir behaupten, daB der 
Ort ihrer Schnittpunkte Y 
wieder ein Kreis ist. In der 
Tat, ist d der Winkel der 
Spiegelgeraden, so bilden 
die aus XP, durch Spie- 
gelung an p, und die aus 
XQ, durch Spiegelung an 
qo hervorgehenden Gera- 
den in ihrem Schnittpunkt 
den ebenfalls konstanten 
Winkel ¢+ 20. Also ist 
der Ort von Y ein Kreis 
durch P, und Q,. Wenn der erste Kreis insbesondere durch den Fub- 
punkt F' des Lotes von P, auf p, geht (siehe Fig. 14), so geht der 
neue Kreis durch den Schnittpunkt von P,P, mit derjenigen Geraden, 
die Q, mit dem Spiegelpunkt G von F hinsichtlich q,.’ verbindet. Ist der 
Winkel von p,’ und gq, 
unendlich klein, so 
weicht G um unendlich 


-—— 








Fig. 14. 


wenig von hdherer Ord- 
nung von der Geraden 
P,P, ab, d. h. dann 
geht der neue Kreis 
auch durch F' selbst. 
Dies werden wir 
sogleich anwenden. 
Um die oben auf- 
gestellte Behauptung 
za beweisen, betrach- 
ten wir (siehe Fig. 15) 
auBer dem Elemente 
(P,,%) der urspriing- 
lichen Schar ein dazu 
unendlich benachbar- ms. 
tes Element (Q,, q) derselben Schar. Es seien p,.’ und q die zugeord- 
neten Geraden (Spiegelachsen). Nach Satz 15 trifft das Lot zu P, Q 
33* 
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durch: P, die Gerade p,. in demselben Punkte A wie das Lot zu p, durch 
den Schnittpunkt von p, und q,. AuBerdem ist der Winkel P,AQ, nach 
der zu Satz 15 hinzugefiigten Bemerkung gleich dem unendlich kleinen 
Winkel ¢ von p, und q. Daher liegen P,, Q,, A und der Schnittpunkt 
von p, und gq, auf einem Kreise durch den Fufpunkt F’ des Lotes von 
P, auf p,. Wir spiegeln nun das Element (P,, p,) an p, in ein Element 
(Py, Po) der neuen Schar und ebenso das Element (Q, q) an q, in ein 
Element (Q,, J) der neuen Schar. Aus dem soeben entwickelten Satze 
folgt nun unmittelbar, daB P,, Q, und der Schnittpunkt von p, und 7, 
auf einen Kreise durch F liegen. Da P,Q, Tangente des Kreises ist, so 
ist das Lot zu P,Q, durch P, Kreisdurchmesser. Insbesondere ist, da p,’ 
auf P,F senkrecht ist, der zweite Endpunkt dieses Durchmessers der 
Schnittpunkt B mit p,’. Also ist auch die Gerade, die B mit dem Schnitt- 
punkt von p, und gq, verbindet, senkrecht zu py. 

Mithin folgt: Errichten wir auf P,Q, in P, und auf p, im Schnitt- 
punkt mit g, das Lot, so treffen sich beide Lote in einem Punkte B 
von py. Nach Satz 15 aber — angewandt auf die neue Schar von Ele- 
menten — miissen sich beide Lote in einem Punkte der zu (P,, P,) zu- 
geordneten Geraden jp,’ treffen. 

Dieselbe Betrachtung kénnen wir nun anstellen, wenn wir statt 
(Q» %) irgend ein anderes, zum Elemente (P,, p,) unendlich benachbartes 
Element der alten Schar auswihlen. Daraus folgt: Die Gerade p,' hat 
mit der Geraden p,’ alle Punkte B gemein, und daher sind beide Geraden 
dieselben. 

Satz 16. Liegt eine Schar von oo* Linienelementen (Py, py) in der 
Ebene vor, so ist jedem Elemente (P,, p,) der Schar nach § 1 eine Ge- 
rade p, zugeordnet. Spiegelt man jedes Element an der zugehirigen 
Geraden p,, so geht eine neue Schar von co*® Elementen (Py, Dy) 
hervor. Auch hier ist jedem Elemente (P,, Dy) eine Gerade zugeordnet. 
Sie ist identisch mit der Geraden p,', die demjenigen Elemente (P,, po) 
zugeordnet ist, aus dem das Element (Py, p,) durch Spiegelung hervor- 
gegangen ist. 

Die Beziehung zwischen den beiden Scharen (P,, p)) und (Py, Py) 
von Linienelementen ist also durchaus wechselseitig: Waren wir von der 
zweiten Schar statt von der ersten ausgegangen, so hiitte uns dasselbe 
Verfahren der Spiegelung zur ersten Schar gefiihrt. 

Indem wir nun den Satz 7 des § 1 bei der neuen Schar von oo? 
Elementen anwenden, die ja eine neue Schar von co! Kurven [, definieren, 
gelangen wir zu den merkwiirdigen Sitzen: 

Satz 17a. Zu jeder Schar von Satz 17b. Zu jeder Schar von 
oo? Isogonalkurven in der Ebene | co* Aquitangentialkurven in der Ebene 
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gibt es eine ganz bestimmte zweite 


Schar von co* Isogonalkurven, derart | 


daB zwischen beiden Scharen folgende 
Beziehung besteht: 


Alle diejenigen cot Kurven der | 


ersten Schar, die einen Punkt Py ge- 
mein haben, haben in P, solche Kriim- 


gibt es eine ganz bestimmte zweite 
Schar von oo Aquitangentialkurven, 
derart daB zwischen beiden Scharen 
folgende Beziehung besteht: 

Alle diejenigen co! Kurven der 
ersten Schar, die eine Tangente p, 


_gemein haben, haben in den Be- 





mungskreise, die noch einen zweiten  riihrungspunkten von p, solche Kriim- 

Punkt P, gemein haben. Diese | mungskreise, die noch eine zweite Ge- 

Kreise sind zugleich die Kriimmungs- | rade jp, beriihren. Diese Kreise sind 

kreise aller durch P, gehenden oo‘ | zugleich die Kriimmungskreise aller p, 

Kurven der zweiten Schar hinsicht- | beriihrenden cot Kurven der zweiten 

lich dieses Punktes P,. Schar hinsichtlich ihrer Berithrungs- 
punkte mit Po. 

Zur Veranschaulichung nennen wir ein Beispiel*) zum Satze 17a: 
Alle oo? Parabeln mit demselben Brennpunkt O bilden eine Schar von 
Isogonalkurven. Hier besteht die zugeordnete Schar aus allen co? Kardioiden 
mit der Spitze O. Ist P, irgend ein Punkt der Ebene, so ist der zu- 
gehérige Pnnkt P, zu erhalten, indem man P,O iiber O hinaus verlingert 
und von O aus auf der Verliingerung dreimal die Strecke P,O abtrigt. 
Die Spiegelachse p,’ namlich liegt hier senkrecht zu P,O auf der andern 
Seite von O in gleichem Abstande wie P,. Also folgt hier: Legt man 
durch einen Punkt P, alle Parabeln mit dem Brennpunkt O, so haben 
sie in P, solehe Kriimmungskreise, die noch durch P, gehen und dort 
zugleich Kriimmungskreise aller derjenigen Kardioiden mit der Spitze O 
sind, die durch P, gehen. 

Als Beispiel zu Satz 17b benutzen wir die in § 3, 8.511, gefundenen 
oo* Kreisevolventen, die zu allen Kreisen um einen Punkt O als Mitte 
gehéren. Wenn wir alle co' Kreisevolventen betrachten, die dieselbe 
Gerade p, beriihren, so erkennen wir, daf die Kriimmungskreise fiir ihre 
Bertihrungspunkte mit p, auf der Parallelen p,. zu p, durch O liegen. 
Hier also geht p, aus p, durch Spiegelung an dieser Geraden p, hervor, 
woraus folgt, daB in diesem besonderen Falle die zweite Schar von Aqui- 
tangentialkurven mit der ersten identisch ist. 

Es kann, wie hier, so auch bei Isogonalkurven vorkommen, da die 
zugeordnete zweite Schar mit der ersten identisch ist. 

Zur richtigen Auffassung der Sitze 17a und 17b wird es niitzlich 


*) Beziiglich der Herleitung dieses Beispiels vgl. die friiher genannte Arbeit 
des Verf. von 1898, S. 294. Dort findet man noch viele andere Beispiele zu Satz 17a. 
Dagegen ist Satz 17b erst jetzt neu hinzugekommen. 
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sein, hervorzuheben, daf die zugeordnete zweite Schar von Kurven im 
allgemeinen durchaus nicht etwa durch eine Punkttransformation aus der 
alten Schar hervorgeht. 


Analytische Ableitung der Siitze iiber Isogonalkurven und 
Aquitangentialkurven. 


Weiterer Folgerungen halber, die wir zu ziehen gedenken, erweist 
es sich als erwiinscht, die bisherigen Ergebnisse, soweit nétig, auch ana- 
lytisch abzuleiten. Das dabei zu benutzende Koordinatensystem ist mit 
Sorgfalt auszuwiihlen. Haben wir es doch mit zwei Reihen von Betrach- 
tungen zu tun: bei denen der ersten Reihe drehten wir Geraden (p)) um 
Punkte (P,) um konstante Winkel, bei denen der zweiten Reihe verschoben 
wir Punkte (P,) auf Geraden (»,) um konstante Strecken. Im ersten Fall 
verwenden wir daher Punktkoordinaten, im zweiten Linienkoordinaten. 

In gewéhnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y pflegt man 
ein Linienelement durch die Koordinaten x, y seines Punktes und durch 
die Angabe der Richtung seiner Geraden festzulegen. Driickt man diese 


>: , i Ty - . r, . 
Richtung durch y’ = 3) das Verhiltnis der Zunahmen der Punktkoordi- 


naten lings der Geraden, aus, so bleibt noch der Fortschreitungssinn der 
Geraden des Elementes in Zweifel.*) Wir benutzen daher als dritte 
Koordinate des Linienelementes besser den Winkel w selbst, den die mit 
Fortschreitungssinn belegte Gerade des Elementes mit der positiven 
a-Achse bildet, so daB y’ = tg w ist. 

Was nun die Linienkoordinaten anlangt, von denen wir bei der 
zweiten Betrachtungsreihe ausgehen, so erkennt man leicht, daB es sich 
empfiehlt, als Linienkoordinaten diejenigen Bestimmungsstiicke anzuwenden, 
die in der Hesseschen Normalform der Gleichung einer Geraden auftreten. 
Jedoch haben wir, weil wir den Geraden Fortschreitungssinne beilegen, 
iiber die Vorzeichen folgendes festzusetzen: Wir fillen vom Anfangs- 
punkt O das Lot auf die Gerade und legen dem Lote den positiven 
Sinn bei in der Richtung von O nach dem FuBpunkte, wenn O linker 
Hand von der Geraden liegt, vorausgesetzt daB man lings der Geraden 
im Sinne ihrer Fortschreitung hinblickt (siehe Fig. 16). Liegt O rechter 
Hand von der Geraden, so betrachten wir das Lot als negativ. Den 
Winkel, den das Lot mit der z-Achse bildet, messen wir nun, indem wir 


*) Auf die Notwendigkeit, die Linienelemente unzweideutig in bezug auf den 
Fortschreitungssinn ihrer Geraden zu orientieren, hat Study in den Géttingischen 
gelehrten Anzeigen 1897, S. 441, mit besonderem Nachdruck hingewiesen. 
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die positive «-Achse sich nach der positiven y-Achse hin so weit drehen 
lassen, bis sie auch dem Sinne nach mit jenem Lote zusammenfiallt. Den 
so gemessenen Winkel nennen wir wu, das in obiger Weise mit Vorzeichen 
versehene Lot v. Der Winkel u kommt 
natiirlich nur in den Funktionen sin u AY 
und cos u vor, wir kénnen ihn also ohne 
wesentliche Anderung der Formeln auch \ 
negativ annehmen, indem wir in ent- 
gegengesetztem Sinne drehen, da 
sinu=sin(u—2z) und cosw=cos(u— 22) 
ist. 

Diese Bestimmungsstiicke u,v der 
Geraden kénnen wir vielleicht zweckmaBig 
ihre Normalkoordinaten nennen. Ein 
Punkt (2, y) liegt auf der Geraden (u,v), — 4 





wenn 








xeosu+ysinu—v=90 


Fig. 16. 


ist. Dies ist also die Bedingung der 
vereinigten Lage. Sind (w,v) und (u+du, v+dv) unendlich benachbarte 
Geraden, so erfiillt ihr Schnittpunkt (x, y) auBer dieser Gleichung noch 
die Gleichung: 


; dv 
© sin u y cos u — = (0) 
+ y du ? 
so daB 
dv . 
L=VvCOS U - — sin U, 


du 
‘ , av 
y= vsin u + 57 cos u 
ist. Man erkennt sofort, dab 


en. ae ail ‘ 

v=7, = — csmu + y COs & 
die Linge der Strecke ist, die man auf der Geraden (u, v) vom Fub- 
punkte des Lotes v aus beschreiben muS8, um zum Punkte (2, y) zu 
gelangen, und zwar ist v’ positiv oder negativ, je nachdem man dabei in 
Ubereinstimmung mit dem Fortschreitungssinn der Geraden ist oder nicht. 
Die drei Gripen u,v, v = = sind also geometrisch leicht definierbare 
Koordinaten der Linienelemente. 

Wenn wir ein Linienelement der Ebene einerseits durch die friiheren 


Koordinaten x, y und w, andererseits durch die soeben eingefiihrten 
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Koordinaten bestimmen, so bestehen zwischen den beiden Wertetripeln 
die Beziehungen: 


dv . 
r= v COS U — sin u, 
du 


’ dv 
(1) y =v sin w+ 5" cos u, 


dy u 
arctg de @ = + ra 


dv = 
—— aufgelést: 


oder, nach w, v, ~ 
€ 


wu 
u=w—-—, 


(2) v=xcosu+ysnu=—z2snw— ycosw, 
- dv ‘ 
v=7, 7 —vsnu + ycosu=2cosw-+ysin w. 


In § 1 gingen wir von einer stetigen Schar von co” Linienelementen 
aus, deren Punkte bez. Geraden die ganze Ebene erfiillen sollten. Diese 
Schar wird im zy-System definiert durch eine Gleichung: 

(3a) w=A(x,y), 
die fiir jeden Punkt (x, y) den Winkel der positiven Richtung der Ge- 
raden des Elementes angibt, dagegen im wv-System durch eine Gleichung: 
(3b) v = w(u, v), 
die auf jeder Geraden (uw, v) den Punkt des betreffenden Elementes festlegt. 

Soll (3a) dieselbe Schar von co? Elementen definieren wie (3b), so 
muB (3a) mittels der Substitutionen (1) in (3b) oder auch (3b) mittels 
der Substitutionen (2) in (3a) iibergehen. (3a) muB sich also decken 
mit der Gleichung: 


. M4 . 
xcosw+ysinw=uwu (w — +, @ sin w — y cos w) . 
d. h. es soll fiir alle Werte von xz, y sein: 
. 4 . ; 
zoosd+ysindA=p(a—<, xz sin 4 — y cos i). 


Hieraus folgen durch Differentiation nach x bez. y zwei nachher zu _be- 


. . : 4 . 
nutzende Relationen, in denen wir 4—-— und zx sin 4 — ycosA zur Ab- 


kiirzung wieder — nach (2) — mit w und v bezeichnen, nimlich: 
(— x sin 4+ ycos 4) A, + cosd=u,-4,+ u,-(% cos 4+ ysin d)-d, 
+ uw, sin A, 


4 
©) (— #sin 4 + ycos 4) 4, + sind =w,-4,+ u,-(% cos 4+ y sin d)-A, 


— u, cos A. 
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Die gegebenen oo? Elemente 
(x, y, w) definieren oo’ Kurven [,, 
deren Differentialgleichung in Punkt- 
koordinaten x, y lautet: 


dy 
dz “i tg A(x, y). 


Wir drehen jedes Element um 


seinen Punkt um den Winkel «a. 
Dann ist 


dy 
72 = tg (A+ a) 


die Differentialgleichung der Isogonal- 
kurven A, der gegebenen Schar [, 
(oder A,). Um die Differentialglei- 

de 7 
chung zweiter Ordnung aller co* 
Isogonalkurven zu erhalten, differen- 
zieren wir nochmals: 

dy 


A A 
d?y at ly dx 
dx? cos?(A-+- a) 
und eliminieren « aus beiden Glei- 


chungen. Es ergibt sich also: 


d*y 


dat ~ (tet Ayan) (1+ (az) ): 


| 


Die gegebenen co? Elemente 


| (uw, v, v’) definieren co! Kurven [,, 
_ deren Differentialgleichung in Nor- 
| mal-Linienkoordinaten u, v lautet: 


dv 


a u(u, v). 


Wir verschieben jedes Element 
lings seiner Geraden um die Strecke a. 


Dann ist 


| durch 


Der Mittelpunkt des Kriimmungs- | 


kreises derjenigen Isogonalkurve, die 
a BD ' . Pp: dy 
im Punkte (x,y) die Richtung 5° 


hat, hat die Koordinaten 


dy\* 
7 , i+ (iz) dy 
eae dy dx? 


dx? 


(dy\? 
ad (32) 


dty ? 
dx? 


y=yt 


so daB sich ergibt: 


| 


oY = (u,v) +4 
die Differentialgleichung der Aqui- 
tangentialkurven B, der gegebenen 
Schar [, (oder B,). Um die Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung 
aller oo* Aquitangentialkurven zu 
erhalten, brauchen wir diese Glei- 
chung nur noch einmal zu differen- 
zieren, da alsdann die Konstante a 
herausfillt. Es ergibt sich also: 

d*v dv 

dut Mu T te du 
Der Mittelpunkt des Kriimmungs- 
kreises derjenigen Aquitangential- 
kurve, die die Gerade (u,v) in dem 
dv 
du 
riihrt, d. h. nach (1) in dem Punkte 


bestimmten Punkte be- 


dv . 
x =v cos u— | sin u, 
du 


, dv 
y= 0 sin u + 7 Cos U, 


liegt in dem Schnittpunkt der Nor- 


malen 


: dv 
X sin w — Y) cos u + = 0, 
mit der unendlich benachbarten 


rcosu + ysinu+ 49 —=0, 


| so daB sich wegen des obigen Wertes 


1? : 
von Jat ergibt: 
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: a. 1 dy pis ’ dv 4 ss) 
t—r=— de da? t=— sin’: — (u, Ht, 7) Cos u, 
az + hy dx 
dv dvu\ . 
1 Y= cost: 7 — (w+ oe i) sin u. 
1, + 4, 24 d 
a." Durch Elimination von - kommt: 
d 


Durch Elimination von q 


(5a) A(x—x) — A,(y—y) + 1=0. —(u,cosu+sinu)y =u,. 


y . ‘ , . 
, kommt: (5b) (wu, sinw — cos u)x — 


Die beiden Gleichungen (5a) und (5b) sind linear in ¢, y, stellen 
also je eine Gerade dar. Die beiden Gleichungen wiirden dieselbe Gerade 
darstellen, wenn 


hy u,, Sin u — cos u 
Aya —Apy—1 a fy , 
A. __ ft, COS U-+ Bin & 
3 lyon—d,y—1 u, 


ware. Diese Gleichungen aber sind in der Tat richtig infolge von (4), 
wenn wir bedenken, da nach der ersten Gleichung (2) sin u = — cos w, 
cosu=sinw ist, d. h. sinu=— cosa, cosu=sind, da w= A(a, y) 
angenommen worden ist. 

Da also die beiden Gleichungen (5a) und (5b) dieselbe Gerade dar- 
sellen, so folgt, daB erstens alle durch einen bestimmten Punkt P, gehen- 
den Isogonalkurven in P, solche Kriimmungskreise haben, deren Mitten 
(x, y) eine Gerade erfiillen, daB zweitens alle eine bestimmte Gerade p, 
beritihrenden Aquitangentialkurven in ihren Beriihrungspunkten  solche 
Kriimmungskreise haben, deren Mitten (x,y) ebenfalls eine Gerade erfiillen, 
und daB drittens beide Geraden zusammenfallen, sobald p, die Tangente 
derjenigen Kurve r, in P, ist, die durch P, hindurehgeht. 

Hiermit ist der Satz 7 des § 1, 8. 500, von neuem bewiesen. 

Da die beiden Gleichungen (5a) und (5b) iibereinstimmen, brauchen 
wir jetzt nur noch eine von beiden, etwa (5a), zu beriicksichtigen. In § 4 
spiegelten wir jeden Punkt (x, y) oder P, an der zugehérigen Geraden p,.. 
Diese Gerade ist aber die Gerade (5a). Bei der Spiegelung geht der 
Punkt P, in einen neuen Punkt P, oder (%, 7) iiber. Es kommt offenbar: 

2hy 
a+? 
Wir zeigten nun in § 4, daB die Beziehung zwischen den urspriinglichen 
Punkten P, und den transformierten Punkten P, eine durchaus wechsel- 
seitige ist. Analytisch kommt dies darauf hinaus, daB die zur Punkt- 
transformation (6) inverse Transformation wieder dieselbe charakteristische 


24, 


i i=—2- .. 
(6) r A m4 a2 


¥=yt 


Form (6) hat, indem nur statt 4 eine neue Funktion 4 von % und 7 








on 


de 


en 
34 
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sel- 
kt- 
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auftritt. D. h., um jene Umkehrbarkeit analytisch zu beweisen, miissen 
wir zeigen, daB die Auflésung von (6) nach x, y Gleichungen gibt von 
der Form: 
- 24 

(7) Sra i2 ae OY =-§ +a 2 <9 

Um dies zu tun*), empfiehlt es sich, die Gleichungen (6) bequemer 
zu schreiben: Wir setzen: 
(8) 4,=o9cos@, A4,=@sing, 
indem wir unter @, @ irgend zwei Funktionen von x, y von der Art ver 
stehen, daB es wirklich nach (8) eine zugehérige Funktion 4 gibt, d. h. daB 
(9) di =o cosadz+eosinady 
wirklich ein vollstdndiges Differential ist. Setzen wir dies voraus, so laBt 
sich (6) so schreiben: 


a a 9 sin 2 COS @ 
(6°) Bee Bey Pepe ee 


Lésen wir diese Gleichungen nach z, y auf, so gehen zunachst Gleichungen 
von der allgemeinen Form hervor: 


r= (%,9), y= V¥(%,7¥). 
Wir kénnen sie so schreiben: 
9 «t%-—® . das 
r=F—2-——, y=y7y+2- net 
Statt @, » fiihren wir zwei Funktionen @ und @ von 7, ¥ ein, indem 
wir setzen: : 
=—qQ_  sn@ w—y_ coe@ 


a ? > ~ ? 
2 e 2 e 





was wir tun diirfen. Alsdann erkennen wir, daB sich die zu (6’) inverse 
Transformation so schreiben laBt: 


9 sine COS @ 


(7’) r= F— =? =y+2- 


Aber damit ist noch nicht bewiesen, daB sie came charakteristische 
Form (6’) hat, denn in (6’) haben @ und @ noch die besondere Higen- 
schaft, daB (9) ein vollstaindiges Differential ist. Wir miissen also noch 
beweisen, daB auch: 





(10) di =o cos wdz + 0 sin ody 
ein vollstindiges Differential ist. Dies geschieht so: Aus (6’) und (7’) folgt: 
sino sin@ cos@ = cas@ 
. '- Sey: ws 





*) Einen anderen, weniger eleganten Beweis hierfiir findet man in der angegebenen 
ersten Arbeit des Verf. 1898, S. 279—282. 
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woraus wir schlieBen: 9 = —- 9, @ = @ + 2nz, wo nm eine ganze Zahl ist. 


Also hat (10) die Form: 


di = — (e cos @dz + @ sin adj). 
Da dA ein Vollstindiges Differential nach Voraussetzung ist, so ist auch 


dd eines, sobald 
—+(da+ da) = 9 cos o-d*>* +e sino-d* >” 


ein vollstindiges Differential ist. Es ist aber nach (6’): 


sin @ F y—y j cos @ 
tee * = = ( ° 
2 


E—2 
d-- =—d 
~ @ 


Also muB noch bewiesen werden, daB: 
> 


1 


”» 


sin @ ' COS @ 
(di+dd) = cos @d 9 ee sin@ d— 
’ ¢ 


ein vollstindiges Differential ist. Aber dieser Ausdruck ist: 
1 —\ 
= (dat da) = da 


und daher tatsichlich ein vollstindiges Differential. Hiermit ist der ge- 
wiinschte Beweis erbracht. Zugleich hat sich ergeben, dab: 

di =2da—di, 
also: 


A= 2@—A-+ konst. 
sein mub. Dabei ist nach (8): 


@ = arc tg “J ; 
somit: 
A= 2are tg ss —A-+ konst. 


Da in (7) nur die Differentialquotienten von A auftreten, so ist die 
additive Konstante belanglos. Wir haben also erkannt: 
Satz 18. Diejenige Transformation, die zu der Transformation 


iz 


=X = 
ad 4-25 


Qy 7 
an ¥=yt 
124 a2? oe .. 


invers ist, hat dieselbe charakteristische Form: 


. 2h, 2iz 


t= — rie y=9 += 


ie 4-1; 
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Dabei ist: 


~- a 
A= 2are tg 7 —A 


infolge der vorgelegten Transformation. 

Dieser analytische Satz zieht nun nach den vorhergehenden Erérterungen 
sofort die Sitze 17a und 17b des § 4, S. 516, nach sich, die damit auf 
neuem Wege bewiesen sind. 


§ 6. 
Ein Seitenstiick zur konformen Gruppe in der Ebene: 
Die iiquilonge Gruppe. 


Die unendliche Gruppe aller konformen Punkttransformationen steht 
in einem sehr engen Zusammenhang mit den Scharen von oo® Isogonal- 
kurven. Da sie niimlich die Winkel invariant laBt, so fiihrt sie jede 
Schar von oo? [sogonalkurven wieder in eine Schar von oo? Isogonal- 
kurven tiber. 

Die charakteristischen Eigenschaften einer konformen Transformation 
der Ebene sind erstens, daB sie jeden Punkt in einen Punkt, und zweitens, 
daB sie jeden Winkel in einen gleichgroBen Winkel iiberfiihrt. 

Infolge des Parallelismus zwischen unseren beiden Betrachtungsreihen 
liegt demnach eine andere Frage nahe, nimlich die Frage nach denjenigen 
Beriihrunastransformationen der Ebene, die erstens jede Gerade in eine 
Gerade und sgweitens jede Strecke 
in eine gleichlange Strecke iiber- 
fiihren (siehe Fig.17). Man kann 


diese Transformationen vielleicht 

als dquilonge Transformationen be- 

zeichnen. Zu ihnen gehéren von 

den * Punkttransformationen der 
Ebene offenbar nur die Bewe- 
gungen der Ebene. Dazu tritt jedoch eine unendliche Schar von Aqui- 
longen Beriihrungstransformationen, unter denen z. B. die Dilatationen*) 
enthalten sind. Es ist von vornherein klar, daB alle aquilongen Trans- 
formationen eine Gruppe bilden und daB jede Schar von oo? Aquitangential- 
kurven vermdge einer aquilongen Transformation wieder in eine Schar 
von oo? Aquitangentialkurven tibergeht. Die Gruppe aller ‘quilongen 
Transformationen der Ebene, die dguilonge Gruppe, bildet also bei unseren 
Betrachtungen das vollkommene Gegenstiick der konformen Gruppe, und 

‘ 


Fig. 17. 


*) Vgl. bez. der Dilatationen das auf S. 491 genannte Werk von Lie, S. 14. 
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wir werden spiiter sehen, daB diese Analogie noch in einer héchst interes- 
santen Hinsicht zum Ausdruck kommt. Vorerst jedoch wollen wir alle 
iiquilongen Transformationen bestimmen. 

Dabei benutzen wir die im vorigen Paragraphen (8. 519) eingefiihrten 
Normalkoordinaten uw, v der Geraden, so daB u, v, v' die Koordinaten 
der Linienelemente sind. Eine Beriihrungstransformation der Ebene, die 
jede Gerade in eine Gerade iiberfiihrt, geht aus einer Transformation in u, v: 
(1) a= yu, v), v= ¥(u, v) 
durch Erweiterung, d. h. durch Hinzunahme der Transformation des 
Differentialquotienten v’: 

‘ = _ Yut Yor 
(2) ” Gut Poe 
hervor. Soll sie nun dquilong sein, so heiBt dies, daB zwei beliebige 
Linienelemente einer und derselben Geraden (u, v) so in zwei Linienelemente 
der neuen Geraden (#, ©) iibergehen sollen, daB® die Strecke a zwischen den 
Punkten der beiden urspriinglichen Elemente gleich der Strecke zwischen 
den Punkten der beiden neuen Elemente ist. Da wv’, wie wir auf 8. 519 
sahen, die Strecke auf der Geraden (u,v) des Elementes (u, v, v’) vom 
FuBpunkt des Lotes v bis zum Punkte des Elementes bedeutet, so haben 
die beiden urspriinglichen Elemente die Koordinaten u, v, v’ bez. u, v, v’ + a. 
Also fordern wir nur dies: Wenn v’ in (2) durch vo’ + a ersetzt wird, so 
soll 0 in +a iibergehen, und zwar fiir jeden Wert von wu, v, v’ und a. 
Es soll also sein: 
Yut Ve +4) Yt Hv 
Put PU +4) Put Por 


was aber dann und nur dann der Fall ist, wenn 

(3) P. mas 0, v, ana Pu 

ist, wenn wir beachten, daB natiirlich gy, — ¥,p, == 0 sein mub. ist 
also eine Funktion von wu allein, so daB g, mit g’ bezeichnet werden 
kann, wahrend ; 


=a, 


v=—Goty 

ist, wo zy auch nur von uw abhingt. Also folgt: 

Satz 19: Die dquilongen Transformationen haben in Normal-Linien- 
koordinaten die Form: 

Gm p(u), o= gv + x(¥), 
fn ha 

0 9 + 2 v+v, 
wo m und x nur von u abhiingen. 

Wie man sieht, enthalten diese Gléichungen noch zwei beliebig an- 
nehmbare Funktionen g und zy von w allein. Alle faquilongen Trans- 








a cl i eo 4 





Isogonalkurven, Aquitangentialkurven und komplexe Zahlen. 597 


formationen bilden eben eine unendliche Gruppe, die unendliche dquilonge 
Gruppe. 

Man kann diese Gruppe benutzen, um aus einer bekannten Schar 
von Aquitangentialkurven neue Scharen abzuleiten, ebenso wie man aus 
einer bekannten Schar von Isogonalkurven neue mittels der konformen 
Gruppe erhilt. 


8 7, 


Die konforme und die iiquilonge Gruppe der Ebene dargestellt 
mittels der Weiden Zahlensysteme in zwei Einheiten. 


Es ist bekannt, daB sich die konforme Gruppe durch eine einzige 
Gleichung darstellen léBt, sobald man die Punkte (a, y) der Ebene als 
Trager der gew6hnlichen komplexen Zahlen «+ iy benutzt. Denn alsdann ist: 

E+ iy = f(x +ity) 
die Gleichung der Gruppe, nimlich der Ausdruck einer konformen Ab- 
bildung der Ebene. 

Die Funktion f(#+iy) ist dabei eine analytische Funktion, d. h. der 
Differentialquotient ' 

df(w+ty) 

d(x-+ty) 
ist von der Richtung, nach der man vom Punkte (2, y) um unendlich 
wenig weiter geht, unabhingig. 

Diese Erwagung fiihrt uns nun abermals zu einer merkwiirdigen 
Analogie. Zu ihrer Erlaéuterung holen wir, um nicht zu viel voraussetzen 
zu miissen, etwas weiter aus: 

Man kann statt der aus 1 und i gebildeten komplexen Zahlen x + iy 
Zahlen x + jy einfiihren, die aus 1 und einer andern Einheit j zusammen- 
gesetzt sind. Wie « nur durch die Eigenschaft 7? = — 1 definiert ist, so 
kénnen wir von diesem allgemeinen Standpunkt aus j definieren durch 
die Eigenschaft: j ‘ 

? =a-+ Bj, 
wo « und £ zwei bestimmt gewihlte Zahlen bedeuten, die den gewéhn- 
lichen Rechenregeln folgen. 

Alsdann sind die Produkte zweier beliebiger Zahlen «+ jy und 
x + jy des Systems definiert durch die Formel, die aus dem Gesetze der 
Distribution, naimlich aus: 

(a+Jy) @ +iy) = ea + (ey +y2')j + yyy? 
folgt, d. h. durch das Gesetz: 
(w@+jy) @ +jy) = 2a + ayy + j(ey + yx’ + Byy’). 
Auch gilt das Gesetz der Assoziation (ab)c = a(bc). Nur ein Gesetz der 
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gewohnlichen Multiplikation braucht nicht erfillt zu sein, niimlich das, 
wonach ein Produkt nur dann gleich Null ist, wenn einer seiner Faktoren 
gleich Null ist. Lassen wir dies Gesetz fallen, so ist der Begriff des 
Zahlensystems in zwei Einheiten 1, j allgemeiner als der des gewdhnlichen 
komplexen Systems*). 

Es la8t sich bekanntlich — und zwar auf recht einfachem Wege — 
zeigen, daB man jedes solche System dadurch, da8 man als zweite Einheit 
des Systems statt j eine passende Zahl a + bj benutzt, wo b + 0 ist, auf 
eine von zwei typischen Formen bringen kann**). Die erste Form ist 
nichts anderes als das gewéhnliche komplexe System, worin wir also die 
zweite Kinheit mit 7 bezeichnen werden, so dai * = — 1 ist. Die zweite 
Form dagegen ist das System, bei dem j? = 0 ist. 

Dieses zweite System hat die Produktregel: 

(w@+Jjy) @ +Jy) = aa’ + j(cy + ye’). 

Sind nun g(a, y) und (a, y) zwei Funktionen von 2, y innerhalb 

des Gebietes der reellen oder auch der gewédhnlichen komplexen Zahlen, 


d. h. innerhalb des Gebietes, in dem die gewéhnlichen Rechenregeln gelten, 
so kénnen wir den Ausdruck: 


p(x, ¥) + j¥(@, y) 
betrachten. Er indert sich, wenn sich x oder y ‘ndert, ist also eine 
Funktion von x und y. Allgemein ist sein totales Differential: 


(9, +3¥,) dx + (yp, +j¥,) dy. 
Man kann nun diesen Ausdruck » + jw in Analogie mit der Ausgangs- 
betrachtung der Funktionentheorie als eine ,,analytische“ Funktion***) im 
Zahlensystem 1, j bezeichnen, wenn der ,,Differentialquotient“ 


(Pe t+Iz) dx + (Py + Jy) dy 
dx+jdy ? 


den man aus jenem Differential und dem Differential dx + jdy der 


*) Vgl. z. B. Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften I A 4, 8. 159 u. f. 

**) Vgl. ebenda 8. 166. Wir sprechen hier von den verschiedenen ,,Typen“, 
nicht von den verschiedenen ,,Gestalten* der Systeme, d. h. wir lassen zu, daB die 
Koeffizienten a, b irgend welché den gewidhnlichen Rechenregeln folgende Zahlen, 
also gewdhnliche komplexe Zahlen bedeuten. Infolgedessen gelten unsere spiiteren 
Betrachtungen auch fiir imaginiire Gebilde in der Ebene. 

***) Der Verf. hat allgemein, fiir Zahlensysteme in n Einheiten, die Frage nach 
dem Vorhandensein von ,,analytischen‘t Funktionen untersucht und erledigt. Siehe: 
,,Verallgemeinerung der Grundlagen der gewéhnlich komplexen Funktionen“, Leipziger 
Berichte 1893, S. 828—848, und 1894, S. 120—134. Im vorliegenden Falle liegen die 
Verhiltnisse sehr einfach. 
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Zahl «+ jy des Systems 1,¥ bilden kann, unabhiingig von dem Werte 
von dy: dz ist, also die Form hat: O(a, y)+j¥(a, y). Es ist zu fordern: 
(Gr +Jj¥2) da + (H, + ivy) dy = (® +j¥) (dx +jdy) 
oder also, wenn wir rechts mit Riicksicht auf j? = 0 ausmultiplizieren: 
(GP. +5) dx + (Py + jy) dy = Oda + j(Pdy+¥ dz). 

Es soll also Funktionen ® und Y geben, so daB einzeln: 

P2tj¥2=O+IY, Gy tit =jP 
ist. Diese Formeln zerfallen wieder in je zwei: 

9,=9, v,=Y¥, gy, = 9, y=. 
Es gibt also solche Funktionen ® und Y, sobald: 
(1) Py a 0, vy — 9, 
ist. Ist dies der Fall, so heibe 

p(x, y) + J¥(2, y) 


eine analytische Funktion f(#+ jy) in dem Gebiete der Einheiten 1 und j, 
wo j?=0 ist. Man kann alsdann die grundlegenden Begriffe der ge- 
wohnlichen Funktionentheorie auf diese Funktionen f(#+ jy) tibertragen, 
was wir aber hier nicht weiter ausfiihren wollen. 

Die Gleichungen (1) aber sind uns schon unter (3) im vorigen Para- 
graphen auf 8S. 526 begegnet. Nur werden dort 2 und y durch uw und v 
bezeichnet. Der Satz 19 lehrt uns also, dab 

@ + jo = ou) + lp ot+z(w)] 
eine allgemeine analytische Funktion im Gebiete der Zahlen u + jv des 
aus 1 und j gebildeten Systems ist. Also haben wir zwei einander 
analoge Sitze: 


Satz 20a. Diekonforme Gruppe | Satz 20b. Die dquilonge Gruppe 





liBt sich mit Benutzung der Einheiten 
1 und i, wo ® = — 1 ist, durch eine 
einzige Gleichung: 

& + iy =f(x+iy) 
darstellen. Dabei ist {(x+ iy) eine 
beliebige analytische Funktion im 
System (1, 7). 





laBt sich mit Benutzung der Einheiten 
1 und j, wo j?=0 ist, durch eine 
einzige Gleichung: 

u + jv = f(u+Jje) 
darstellen. Dabei ist f(u-+jv) eime 
beliebige analytische Funktion im 
System (1, J). 


Hierdurch werden wir schlieBlich zu den Analogien gefiihrt, die in 
der folgenden Gegeniiberstellung ihren Ausdruck findet: 
Satz 21. Es gibt in zwei Einheiten gerade zwei Typen von Zahlen- 


systemen (1,7) und (1,j), wobei ? = 


Mathematische Annalen. LX. 


—1 und 7? = 0 ist. 


34 
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Sind die Punkte der Ebene mit 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y 
die Triger der komplexen Zahlen 
x+iy des Systems (1,7), so wird 
die unendliche konforme Gruppe der 
Ebene, d. h. die Gruppe aller der- 
jenigen Beriihrungstransformationen, 
die jeden Punkt in einen Punkt und 





jeden Winkel in einen gleich groBen | 


Winkel iiberfiihren, dargestellt durch 
die Gleichung: 
+ iy =f (a+ iy). 

Hierin bedeutet f(x + iy) eine beliebige 
analytische Funktion, d.h. eine Funk- 
tion der komplexen Zahl x + iy, 
deren Differentialquotient 

df(a+t y) 

d(a+ty) 
von dy:dx wumabhingig ist. Die 
Transformationen der Gruppe fiihren 
jede Schar von co* Isogonalkurven 


wieder in eine Schar von co® Iso- 
gonalkurven  iiber , 





indem sie die | 


Punkte der Kurven der ersten Schar | 
in die Punkte der Kurven der neuen | Schar in die Tangenten der Kurven 


Schar verwandeln. 


G. Scuerrers. 


Sind die Geraden der Ebenen 
mit den Normalkoordinaten u, v die 
Trager der komplexen Zahlen u + jv 
des Systems (1, j), so wird die un- 
endliche dquilonge Gruppe der Ebene, 
d. h. die Gruppe aller derjenigen 
Beriihrungstransformationen, die jede 
Gerade in eine Gerade und jede 
Strecke in eine gleich lange Strecke 
tiberfiihren, dargestellt durch die 
Gleichung: 

a + j0 =f(wt+Jjo). 

Hierin bedeutet f(u+jv) eine beliebige 
analytische Funktion, d. h. eine Funk- 
tion der komplexen Zahl u + jr, 
deren Differentialquotient 

df(u+jv) 

d(u+Jjv) 
von dv:du wunabhingig ist. Die 
Transformationen der Gruppe fiihren 
jede Schar von co* Aquitangential- 
kurven wieder in eine Schar von o0* 
Aquitangentialkurven iiber, indem sie 
die Tangenten der Kurven der ersten 


der neuen Schar verwandeln. ° 


Dadurch, daB wir zu dem ja lingst bekannten links stehenden Satze 








den rechts stehenden gefunden haben, sind wir dazu gelangt, eine in der 
Natur der Sache begriindete Deutung des zweiten Zahlensystems 2u finden, 
das in zwei Einheiten existiert. Man sieht, daB es hier naturgemiB ist, 
die Koeffizienten u, v der Zahl «+ jv nicht als Punkt-, sondern als 
Linienkoordinaten zu deuten und zwar v als das Lot von einem Anfangs- 
punkt auf die Gerade, u als den Winkel des Lotes mit einer Anfangs- 
richtung. 


September 1904. 
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Beitrag zur Theorie der ersten Randwertaufgabe bei der 
allgemeinen linearen partiellen elliptischen Differentialgleichung 
2. Ordnung. 


Von 


Kart GoupziHer in Budapest. 


Als Dirichletsches Prinzip bezeichnet man gewéhnlich jenen Gedanken- 
gang, der die eindeutige Existenz der Lisung u(x, y) der sogenannten 
Laplaceschen Differentialgleichung: 


_ Oru 


O*u 

(I) Ar =ja t+ ay — 9 

bei vorgeschriebenen Stetigkeits- und Randbedingungen auf Grund eines 
Variationsproblems postuliert. Dirichlet hat diesen Gedanken fiir (I) 
nur hinsichtlich der Eindeutigkeit streng durchgefiihrt und erst nach der 
neuesten Rekonstruktion des Existenzbeweises durch D. Hilbert*) kann 
man der Hoffnung Ausdruck geben, daB diese besonders fiir physikalische 
Differentialgleichungen fruchtbare Methode die nétige Allgemeinheit er- 
halten wird. 

An dieser Stelle greifen wir zunichst auf den Dirichletschen Kin- 
deutigkeitsbeweis**) zuriick, um zu zeigen, wie derselbe fiir die ganze 
Klasse der ebenen linearen elliptischen Differentialgleichungen 2. O. — in 
die (I) als wichtigster Spezialfall gehért — methodisch zu verallgemeinern 
ist. Die bisherigen hierauf beziiglichen Untersuchungen von Picard***) 
und (auf seine Anregung) von Paraft+) und Le Roy++) gehen auch von 
einem Variationsproblem aus, weichen aber in der Folge durch interessante 
Kunstgriffe ab, so daB dieselben nicht als direkte Verallgemeinerungen 


*) ,,Uber das Dirichletsche Prinzip“, Géttinger Festschrift 1901. 
**) S. WeierstraB, Ges. Werke, II. Bd.: ,,Uber das sogen. Dir. Prinzip“. 
***) S. z. B. Traité d’Analyse II, pg. 23—27. 
+) ,Sur le probléme de Dirichlet, Ann. de Toulouse (1892), Chap. II. 
++) ,,Sur l'intégration des équat. de la chaleur“, Ann. de l’Ecole Normale (1897), 
Chap. I. 
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der Dirichletschen Idee zu bezeichnen sind. Die Grundlage fiir unsern 
Beweis bieten die neuen Untersuchungen von Hilbert iiber die zweite 
Variation von Integralen, die er im 23. Punkt seines Pariser Vortrages: 
»Mathematische Probleme“*) publizierte. 

Als Anwendung der zu gebenden Ausfiihrungen skizzieren wir zum 
Schlusse die Lésung der ersten Randwertaufgabe fiir die wichtige Klasse 
der sog. sich selbst adjungierten elliptischen Differentialgleichungen 2. O. 


§ 1. 
Vorbemerkung. 


Wir schicken einen fiir unser Problem grundlegenden variations- 
theoretischen Satz voraus, dessen Formulierung wir einer Anregung von 
Prof. Hilbert**) verdanken. 

Der allgemeinen linearen partiellen Differentialgleichung vom elliptischen 
Typus, die in ihrer Normalform: 


Cu Cu 


(II) L(u)=Au+a +o5, +ecu+d=0 


Cx 
die Laplacesche Gleichung enthiilt, entspricht bekanntlich***) ein. all- 
gemeines Greenscies Theorem, das im Gebiete (Q) mit dem Rande S 
folgendermafen lautet: 


i vL(u)—uM(v)}\do= { u —v 7. —|[acos (n,x) +b cos (n,y) ]ue ds, 


e 
8 


($2) 


wobei v eine mindestens zweimal differentiierbare Funktion von 2, y und 
, 


O(av) 6 (bv) 
Ox oy 





M(v) = Av— +cvu+d 


der zu L(w) adjungierte Ausdruck ist. 

Die Klasse der sich selbst adjungierten elliptischen Differentialgleichungen 
ist nun durch die Gleichung: 
(1) L(u) = M(v) 


charakterisiert, woraus weiterhin folgt, daB in diesem Falle (II) in die 
folgende Form iibergeht: 
(IID) L(u)= Au+cu+d=0. 


*) S. Arch. fiir Math. u. Phys. III, 1, pg. 282—237. 
**) Géttinger Vorlesung von 8. 8. 1901. 
“") Betreffs der angefiihrten allgemeinen Resultate s. den Encyklopidieartikel 
von Sommerfeld: ,,Randwertaufgaben bei partiellen Differentialgleichungen*, Math. 
Enc. II A 7c. 








534 Kart Gotpzimer. 


Die wichtigsten physikalischen Differentialgleichungen gehéren dieser 
Klasse an; wir erwahnen aufer (I) noch die bekannten Differentialglei- 
chungen: 

Au+k*u=0. 

Wir finden nun die methodische Bedeutung der Theorie dieser Klasse 
in der Tatsache, daB die fiir (I) geltenden Variationsiiberlegungen fiir 
diese Klasse am direktesten zu verallgemeinern sind. Dies wird durch 
folgende Bemerkung begriindet: 

Der Ubergang zur variationstheoretischen Betrachtung von (I) wird 
durch das sog. Dirichletsche any 


(2) J(u) = = (G2) {(5“ se) |do 
(2) 


gebildet, dessen Lagrangesche Gleichung (I) ist. Ist nun der Integrand 


eu eu 


eine allgemeine quadratische Form in —, =, also: 
ox’ éy 

o ~ £ Qu @u 

(2’) J(u) ={F(», Aa? oy) 40, 


(32) 
wobei: 


Gu\? 3, Ou ou ou ou ou 
Foe (=2) ioe ey te (= y) + u(d ia + &5e) 
++ I 5y “+ hu + k*), 
so gilt der leicht zu verifizierende Satz: 
Die Klasse der zur Variation des verallgemeinerten Dirichletschen 
Integrals (2") gehérenden Lagrangeschen Gleichungen ist mit der Klasse 
der sich selbst adjungierten Differentialgleichungen (III) identisch. 


§ 2. 
Eindeutigkeit der Losung der homogenen elliptischen 
Differentialgleichung. 


Der Dirichletsche Eindeutigkeitsbeweis fiir die Gleichung (I) beruht 
auf der Untersuchung der zum ey y = zweiten Variation: 


8° J(u) = do, 
= [\Gey ((ée) + Gy) | 


wobei wv die variierende Hilfsfunktion ist. 





*) Hierbei ist speziell fiir den elliptischen Fall: 
ac—b?>0. 
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Die direkte Verallgemeinerung dieser Methode wire also zuriick- 
zufiihren auf die Untersuchung der zweiten Variation des zu (II) als 
Lagrangescher Gleichung gehérenden allgemeinen Integrales. Das Problem 
kann aber sofort auf ein bedeutend einfacheres reduziert werden, indem 
gezeigt werden kann, da es geniigt, die zweite Variation des zur sich selbst 
adjungierten Gleichung zugeordneten Integrals (2°) zu untersuchen. 

Der Beweis hiervon geht von einem von Pigard*) herriihrenden 
Kunstgriff aus; wir beschranken uns dabei auf die homogene Gleichung: 


ou 


(IT’) Auta’ 2 ts, +cu=0. 


Angenommen nimlich, daB die erste Randwertaufgabe von (II) zwei 
Lésungen u,, vu, zulaBt, so setzen wir 

Vv =U, — Uy 
und wissen iiber v folgendes: 


ov 


+3 
(b) v= 0. 


cv 


a) Av+az 5 vee =, 


Wenn wir nun das Produkt der linken Seite von (a) mit v in (Q) 
partiell integrieren und hierbei auf (b) Riicksicht nehmen, so folgt: 


(3) [\(éz) + + [52 +5 —e]e ldo = 0. 


{Q 


In der Tat hat aber die zweite Variation von (2’): 
ao f1(2ey.. (22 oe 4g 22 
*I(u) = | (53) + (55) + fas +b z+ ev|}do 


e 
(2 
av 


die Gestalt (3), wenn wir noch die Glieder in oa? ay mit Riicksicht auf 


(b) partiell integriert denken (v war dabei urspriinglich eine beliebige 
Funktion, der wir jetzt die Bedingung (b) auferlegen). 
Ist in der Gleichung (3) 
da , Ob 
x + oy c20, 
so ist der Kindeutigkeitsbeweis erledigt, da dann aus (3) in Verbindung mit(b) 
v=0 
folgt (z. B. bei (I), wo a, b, c= 0). 


*) S. Picard: Théorie des équat. aux dériv. partielles etc., Journal des Math. 
(1890), Chap. I. 
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Fiir die allgemeine Gleichung ist also fiir den Fall, daB 
Ga , Ob 
je t ®* <0 
die Bedingung festzustellen, wann in solchem Falle der Integrand von (3) 
eine positive quadratische Form ist.*) Bei der Ermittelung dieser Be- 
dingung kommt nun eben die obige Reduktion zu Bedeutung, da gezeigt 
ist, daB wir nur die*zweite Variation eines verallgemeinerten Dirichlet- 
schen Integrals niher zu untersuchen haben. Wir weichen an diesem 
Punkte von Picard und seinen Schiilern ab und wollen ohne Umgehung 
der weiteren variationsrechnerischen Methode den angetretenen Weg fest- 
halten, indem wir (3) als zweite Variation eines solchen Dirichletschen 
Integrals auffassen. Zur Ableitung der erwahnten Bedingung werden uns 
die neuen variationstheoretischen Untersuchungen von Hilbert verhelfen. 
Der Einfachheit halber beschiftigen wir uns vorerst mit dem Integral: 


1 
(3’) eJ = f (a2) - av*| da, 
0 


wobei 4 eine stets positive Funktion von x, y bedeutet. Aus der Theorie 
solcher Integrale ist bekannt, daB (3’) die zweite Variation des relativen 
Problems: 


1 
(4) Ju J (7) aa = Minimum, 
° 
mit der Nebenbedingung 


1 
fu? dx = | 
0 


ist und daB dabei der Lagrangesche (von « unabhingige) Faktor: 
a1=|aJ| 


u=V2sinazx bia 17) 
ist. 

(3) unterscheidet sich formell nur durch positive Summanden von (3’), 
so daB es geniigt, die gesuchte Bedingung fiir (3’) zu statuieren. Weiter- 


hin ist das zu beweisende Resultat, daB 


(5) &J>0, 
*) Als interessantes Beispiel fiihren wir die Differenz zwischen den Gleichungen 
Au+tk?u=0 und Au—k?u=0 
an, welche ja in die Theorie dieser Gleichungen tief eingreift. 
es u=V2sin zx 
ist eine partikulare Liésung des Problems (4). 
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variationstheoretisch durch folgende Gleichung zu ersetzen: 


1 
(6) 9 =({F(u,) — F(@,)} da >0, 
0 


wobei 
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und w(x, y) die allgemeine Lésung der Lagrangeschen Gleichung zu (4): 


i dtu 


2 
7) s+ a*u=O0 
( dx* + 

ist, also so geschrieben werden kann: 


u(x, y) =csin (wx +). 


Den Beweis fiir (6) fiihren wir mit dem neuen Hilbertschen Unab- 


héngigkeitstheorem, nach welchem das Integral: 
: 
(8) J* =| | F(p) + (u,—p) F,(p)} dx 
0 
vom Integrationswege unabhiingig ist, wenn wir 
p= it, = crt cotg (az+ y) 


wihlen. In der Tat ist in unserem Falle: 
: 
J* = / {p? — a°u? + (u,—p)2p} dz = [{Au,—B) dx 
0 0 


die Unabhangigkeitsbedingung erfiillt, da 


0A OB 4. (dp Op = ) 
. “fb =? - + a “ui = 
Cx ou 2 i (32 P ou “es 0 


auf Grund von (7) fiir die Minimallésung @ erfiillt ist. Nun folgt 


aus diesem Theorem, dab: 


: 1 
J* -| { F(p) + (u,—p)F,(p)} dx =| F(t,) dz, 
, 0 
und somit, daB: 
1 
o=/ {F(u,) — F@,)' dx 
0 
1 


0 


1 
=f | F'(u,) — Fp) — (u,—p) F(p)} dx - | E(u,, p)dx, 
0 


aber 
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wobei E die WeierstraBsche Funktion ist, welche fiir unsern Fall in 
der Tat: 
E(u,, p) = u2 — a?u? + 2°u? — p? — 2p(u,—p) = (u,—p)’, 
also stets positiv ist. 
Gehért also w der Schar der Minimallésungen (#) an, so ist: 


¢=0 
sonst aber immer: 
e>0 q. e. d. 
Durch Verinderung der obern Integrationsgrenze — die untere kann 
man ohne Einschrankung beibehalten — wird: 
di x* | Ny 
J = > 0 
w= ((qs)-E] ae 20, 


0 


wobei ¢ eine noch zu bestimmende GréBe ist. SchlieBlich ergibt sich 
dann also fiir unser urspriingliches Problem der folgende Satz: 


Das Integral 
{G+ Gor co ae 
ist stets positiv, falls: a / 


0 


IA 


d. h. wenn die eine der oberen Grenzen des Fliichenintegrales: 


(9) i a : 
~ ae 8. 
iy 
ist. ” 
Im Falle, daf 


~ ry. ty <0 

ist, muB also zur Eindeutigkeit ne Lésung der homogenen Gleichung*) 
eine Bedingung erfiillt sein, und zwar, es muB das Gebiet wenigstens 
nach einer Dimension hin gemaB (9) geniigend klein sein. 

iu der Bedingung (9) finden wir das Picardsche Resultat in seiner 
allgemeinen Form wieder. Die Ableitung erfolgte hier durch eine direkte 
variationstheoretische Uberlegung. (9) zeigt ferner, daB die Kinschrinkung 
wesentlich vom Auftreten der Koeffizienten a, b,c bedingt wird, was ja 
auch mit der unbeschrankten Eindeutigkeit der Lésung von (I) in Ein- 
klang ist. 


*) Abnliche Betrachtungen iiber das Eindeutigkeitsproblem der inhomogenen 
Gleichung findet man im letzten Teil der Dissertation von Liitkemeyer, Uber den 
analyt. Charakter der Lésungen von part. Diffgl. (Géttingen, 1903). 
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§ 3. 
Existenz der Lésung der ersten Randwertaufgabe bei der sich selbst 
adjungierten elliptischen Differentialgleichung. 


Hilbert bemerkt in der Einleitung seiner Festschrift, daB seine 
neue Rekonstruktion des Dirichletschen Prinzipes weitgehender Verall- 
gemeinerungen fahig ist fiir die Lésung von Randwertaufgaben solcher 
Differentialgleichungen, die aus Variationsproblemen entspringen. Die 
Verfolgung dieser Direktive ist deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil 
man in der Physik meistens solche Differentialgleichungen behandelt. 

In dieser Richtung scheint nun nach der dem speziellen Dirichlet- 
schen Integral zugeordneten Laplaceschen Gleichung die zum allgemeinen 
Dirichletschen Integral gehérende sich selbst adjungierte elliptische 
Gleichung zuniichst zu liegen. Die Verallgemeinerung der Hilbertschen 
Rekonstruktion fiir diese Klasse priizisiert auch niaher den Platz der 
Laplaceschen Gleichung in derselben; sie ist weiterhin von Bedeutung, 
weil sie fiir verschiedene wichtige Existenzuntersuchungen von Ldeungen 


der Gleichung: Au+k*u=0 


die analytische strenge Grundlage ergibt.*) 

Im folgenden wollen wir nur auf die zwei wesentlichsten Punkte 
dieser Verallgemeinerung hinweisen: auf den neuen Ausgangspunkt und 
auf die nétige Modifizierung der Ungleichungen im § 2 der Hilbert- 
schen Festschrift; letztere enthalt eben den wesentlichsten Teil der Aus- 
dehnung. 

Das Integral, welches fiir die Klasse den Ausgangpunkt zu bilden 
hat, ist auf Grund der Vorbemerkung das folgende: 


Ou ee) 
J(u) - [F( (u, du’ dy ) do, 
(82) 
worin F’ eine quadratische Form mit positiver Diskriminante ist. Es 
ist bekannt**), daB man immer eine Transformation angeben kann, die 
dieses Integral in die folgende Form iiberfiihrt: 


(1) J(u) =f (Ge) oe y+ C(a, y)u*| do. 
Ks ist vorteilhaft mit diesem Integral zu operieren. 

*) Z. B. fiir das Diffraktionsproblem, iiber dessen Formulierung s. Sommer- 
feld, Diffraktionsprobleme in exakter Behandlung (J. D. M. V., IV, 1899); weiter- 


hin in etwas anderer Fassung fiir das Webersche Verfahren in Math. Ann. Bad. 1. 
**) S. Picard, Traité d’Analyse Il, pg. 27—28. 
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Das Hilbertsche Verfahren geht nun aus von einer Reihe von Funktionen: 


(2) Uy, Ug, Ug, >>, Uy, °° 

deren jede die fiir « vorgeschriebenen Randbedingungen erfillt, und 
approximiert mit dieser Reihe die der Differentialgleichung geniigende 
Funktion*). Eine solche Reihe ist immer konstruierbar, die uw, kénnen 
z. B. Potentialfunktionen sein, fiir die die Méglichkeit einer solchen Aus- 
wahl schon bekannt ist. 

Die Reihe (2) sei so gewahlt, daB zu jedem ihrer Glieder ein end- 
liches Integral (1) gehére und daB die Reihenfolge der so entstandenen 
Integrale der Bedingung geniige: 

J, < dy <dy<-+<d,<-+s, 
aber jedenfalls: 


J,< D. 


n 


Nach dieser Wahl folgt dann, daf 
lim J, =d 


ai=@ 
existiert. Nach dem Dirichletschen Prinzip wiirde man nun hieraus 


folgern, daB auch 
lim u,, 


nao 
existiert, und es wiire dann leicht zu zeigen, daB eben dieser Grenzwert 
die gesuchte Lésung ist. Wie aber aus dem beriihmten WeierstraBschen 
Beispiel bekannt ist, fehlt dieser SchluBweise die funktionentheoretische 
Strenge; sie ist vielmehr durch die Rekonstruktion von Hilbert in folgen- 
der Weise zu ersetzen. Der Existenzbeweis des obigen Grenzwertes wird 
durch die Einfiihrung neuer Funktionen v, gefiihrt, die so definiert sind: 


x y 


(3) v, ={" fu,dxdy. 
0 © 


Die eigentlich allein wesentliche Bemerkung ist an jene Ungleichungen 
anzukniipfen, auf Grund deren Hilbert im § 6 seiner Festschrift die 
Existenz des 

(1) lim v, =v 


durch den Bendixsonschen Konvergenzsatz erweist. Die weitere Aus- 
dehnung der Hilbertschen Methode, die sich auf den Existenzbeweis von 


zy 
oe : 
lim inde fe dxdy 
n=a eOY. 
o 0 


*) Der Ausgangspunkt ist also kein Schwarz-Neumannscher, sondern dem 
der Poincaréschen «méthode de balayage» analog. 
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bezieht, der nach dem §7 der Festschrift zur gesuchten Lésung fihrt, 
enthalt nur formale Verinderungen, deren Detaillierung wir an dieser 
Stelle unberiicksichtigt lassen. 

Die nahere Ergriindung von (I) beruht auf Ungleichungen, die obere 
Grenzen fiir die Integrale (3) und deren partielle Differentialquotienten 
feststellen, u. zw. in der abzihlbaren Menge von Rechtecken, deren Seiten 
mit den Koordinatenachsen parallel sind und deren Eckpunkte als die 
Punkte mit rationalen Koordinaten des Gebietes so gewihlt sind: 


(a,b); (@+1,0); (atl, b4U); (a, d+0). 
Wir wollen diese Ungleichungen in ihrer einfachsten Form etwas niher 
betrachten. Aus der stets positiven quadratischen Form: 

a+l a+l a+l 


J Sel +a} a\ ‘az =f (Ser)" da + 2af we ae au + lat 


folgt, daB: 


at+l a+l 
*70u,\2, ~ 14 [°| du, ei 
(a) J (Gu)aee4 \ oa | oj 


a+l 


>t{ for az} dx} = 5 " Tu, (a+l, y) —u,(a, y)[, 


Ebenso folgt auf Grund von («): 


b+r b+ b4+0 
. > 


[i(ath9)—uetdvet| fulats say fuga sav] 
b b b 
also aus (a) und (#) gleichzeitig: 


ati ed b+l 
i I =) ‘dx dy >) [ fase y)dy —Jut yay |. 


Falls wir nun die v, durch die einen endlichen Grenzwert besitzende 
Reihe der J, approximieren wollen, miissen wir vorab die linke Seite 
von (y) auf die Form von (1) bringen. Bei dieser Operation ergibt sich 
nun auf Grund unserer Variationsbetrachtungen folgendes Resultat: 

Die Giiltigkeit der fiir den Hilbertschen Beweis der Existenz des 


lim »,, 
grundlegenden Ungleichung: 
b+l b+r 


fug(a +1, y)dy — fu,(a, y) dy < Vid 
° ’ 
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und der hieraus abzuleitenden Ungleichungen*) kann aus (y) in voller All- 
gemeinheit nur im Falle, dap 
C(x, y) 20 
oder aber nur in geniigend kleinen Gebieten gefolgert werden, fir die 
namlich der Beweis, dab 
J>0 
auf Grund des Resultats von § 2 zu erbringen ist. 

Dies Resultat, welches den ganzen weiteren Gang des Beweises in 
voller Allgemeinheit wesentlich auf die mit dem Namen ,,Nullgebiet“ zu 
bezeichnenden geniigend kleinen Gebiete beschriinkt, steht in inniger Be- 
ziehung zu andern, auf ganz verschiedene Weise erbrachten bekannten 
Resultaten iiber spezielle Gleichungen der betrachteten Klasse. 


Budapest, August 1904. 


*) Der Vollstindigkeit halber fiihren wir noch die zwei wichtigsten Unglei- 
chungen an, die aus (y) durch weitere partielle Integration entspringen: 


b+r a+l b+!t 


[2 ['u,(a,y)dy — [" “unlt,y) da ay| <1yivd, 
iJ Jy | 


ee a+l 
Ib f(a y)dy—V' | u, (a,b) dx| <1) Wud 
b a 


(und weitere durch Vertauschung der Variabelen). 





RO 
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Uber isoliertwertige Funktionen. 


Von 


L. ScuiLesincer in Klausenburg. 


In seiner im Jahre 1876 zuerst veréffentlichten Abhandlung*) hat 
WeierstraB den Satz bewiesen, daB eine eindeutige oder endlichviel- 
deutige Funktion der » komplexen Variabeln u,, ---, u, ein System un- 
endlich kleiner Perioden nur in dem Falle besitzen kann, wo sie sich als 
Funktion von weniger als » Argumenten, die ganze lineare Funktionen 
der u,,---,%, sind, darstellen 1éBt. Beim Wiederabdrucke dieser Ab- 
handlung**). kniipfte WeierstraB in einer Anmerkung***) an diesen Satz 
die Bemerkung, daB es noch nicht ermittelt worden ist, unter welchen 
Bedingungen derselbe Satz fiir eine Funktion f(u,,---,u,) auch in dem 
Falle giiltig bleibt, wo sie so beschaffen ist, daB zu jedem Wertesystem 
der Verinderlichen u,,---, u, unendlich viele Werte von /(u,, ---, u,) 
gehéren. 

Wir versuchen im folgenden die mit dieser Bemerkung von Weier- 
straB aufgeworfene Frage fiir den Fall einer monogenen Funktion einer 
komplexen Variabeln zu beantworten. 

In diesem Falle lautet der von WeierstraB bewiesene Satz so, dab 
eine eindeutige oder m-deutige Funktion f(w) von uw, die eine unendlich 
kleine Periode besitzt, sich auf eine Konstante reduziert, also als Funk- 
tion unméglich ist. In der letzteren Form ist dieser Satz in der Ab- 
handlung Jacobis}) enthalten. Jacobi zeigt daselbst, daB aus dem 
Vorhandensein einer unendlich kleinen Periode fiir die Funktion x = f(u) 
folgt, daB die Werte der unabhingigen Variabeln wu, fiir welche die 
Funktion einen und denselben Wert anzunehmen vermag, in der ganzen 


*) WeierstraB, Werke Bd. II (1895), p. 55 ff. 

**) Abhandlungen aus der Funktionenlehre, Berlin 1886, Nr. 6. 
***) Siehe Werke II, p. 70. 

+) Journal f. d. r. u. a. Mathematik Bd. 13 (1834); Werke Bd. II, p. 28 ff. 
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u-Ebene iiberalldicht liegen miissen, und er nennt*) eine Funktion, fiir 
welche das letztere nicht der Fall ist, eine analytische. Die von WeierstraB 
aufgeworfene Frage kann also auch so gestellt werden: Unter welchen Be- 
dingungen ist eine unendlichvieldeutige Funktion eine analytische im Sinne 
Jacobis? Wir wollen diese Frage noch allgemeiner fassen, indem wir den 
Begriff der analytischen Funktion dahin modifizieren, daB eine Funktion 
{(u) eine analytische im Sinne Jacobis genannt werden soll, wenn die 
u-Werte, fiir welche f(u) einen und denselben Wert anzunehmen vermag, 
weder in der ganzen u-Ebene noch in einem zweifach ausgedehnten Teile 
derselben iiberalldicht liegen. Es mége jedoch gleich bemerkt werden, 
daB wir nicht beabsichtigen, den von Lagrange und Weierstra8 schon 
in anderem Sinne verwendeten Terminus ,analytische Funktion“ in dem 
bezeichneten Jacobischen Sinne dauernd anzuwenden, da wir vielmehr 
zeigen wollen, wie eine analytische Funktion in diesem Jacobischen 
Sinne einer anders zu definierenden Funktionsklasse subsumiert werden 
kann, so daB der Name analytische Funktion fiir die von Lagrange und 
WeierstraB ihm beigelegte Bedeutung vorbehalten bleibt. 

1. Bedeutet «=—f(x) eine monogene Funktion der komplexen 
Variabeln x, so bezeichnen wir die Gesamtheit der Werte, welche diese 
Funktion fiir einen nicht singuliren Wert der Variabeln x anzunehmen 
vermag, als ihren Wertevorrat (fiir den Wert x). Nach einem von Herrn 
G. Cantor herriihrenden Satze, fiir welchen die Herren Poincaré**) und 
Volterra***) Beweise geliefert haben, bildet der Wertevorrat einer Funk- 
tion f(x) stets eine abzdhlbare Menge. Diese kann entweder in der ganzen 
u-Ebene bez. in einem zweifach ausgedehnten Teile derselben siberalldicht 
sein (und dies ist, sozusagen, der allgemeine Fall) oder sie kann eine 
isolierte Menge bilden. Wenn das letztere fiir alle Punkte eines zweifach 
ausgedehnten Teiles des Existenzbereiches der Funktion eintritt, so gilt 
dasselbe auch fiir jeden Punkt des Existenzbereiches, da ja der Existenz- 
bereich einer monogenen Funktion stets ein zusammenhiingendes Gebiet 
bildet}). Wir nennen}}) eine Funktion von dieser Beschaffenheit eine 
isoliertwertige. Eindeutige und endlichvieldeutige Funktionen sind unter 
den isoliertwertigen eimbegriffen. 


*) a.a. OQ. p. 43,45. Vergl. meinen demniichst in der ,, Bibliotheca Mathematica“ er- 
scheinenden historischen Aufsatz ,, ber den Begriff der analy tischen Funktion bei Jacobi“ 

*) Rendiconti del Circolo mat. di Palermo t. 2 (1888), p. 197. 

***) Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei 4° serie, vol. 4, 2° semestre, 1888, 
p. 358, Teorema III, Corollario. 

+) Wir verstehen unter dem Existenzbereiche einer Funktion f(#) die Gesamt- 
heit der Punkte der a-Ebene, in deren Umgebung sich die Funktion wie eine alge- 
braische Funktion verhilt. 

+t) Handbuch d. Theorie d. lin. Differentialgleichungen Bd. II, 1 (1896), p. 278. 
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2. Bedeutet E(u) eine monogene eindeutige Funktion von u, so bilden — 

wie bekannt — die Lésungen der Gleichung 
E(u) = 0 

stets eine isolierte Menge. Sei nun E(u, x) eine monogene eindeutige 
Funktion der beiden Variabeln x, u; wird dann die eindeutige Gleichung 

E(u, x) =0 
durch ein in der Umgebung von x=, holomorphes Funktionselement 
u = g(a) befriedigt und bezeichnen wir durch f(x) die aus diesem Funk- 
tionselemente entspringende monogene Funktion von x, so bilden, nach 
dem erwihnten Satze, diejenigen Werte von f(a”), die zu einem 2-Werte der 
Umgebung von 2 gehéren, und welche innerhalb des Existenzbereiches 
von E(u, xz) als Funktion von wu gelegen sind, eine isolierte Menge. Es 
kann sich aber ereignen, daB f(x) fiir Werte von x in der Umgebung 
von «=, auch solche Werte annimmt, die dem Existenzbereiche von 
E(u, x) nicht angehéren*). 

Wir sagen, daB eine Funktion u=/(x) eindeutigen Gleichungen 
geniigt, wenn eine endliche Anzahl oder eine abzihlbare Menge ein- 
deutiger Gleichungen existiert: 

E(u, a) =0 (k= 1, 2,-- ‘), 
von der Beschaffenheit, daB jeder Zweig von f(x) in einer gewissen Um- 
gebung jeder reguliren Stelle x eine dieser Gleichungen befriedigt. Es 
gilt dann offenbar das 

Theorem I. Eine Funktion u= f(a), die eindeutigen Gleichungen 
geniigt, ist stets isoliertwertig. 

3. Es sei u = f(x) eine isoliertwertige Funktion, und mégen 

Ug, Uy, Ugy °° 
die Werte von f(x) sein, die zu einem Punkte w des Existenzbereiches E 
von f(x) gehéren. Wir denken uns den Bereich E durch Querschnitte 
so umgestaltet, daB innerhalb des so entstehenden Bereiches EF f(x) ein- 
deutig sei. Die Gesamtheit der Werte, die der innerhalb FE eindeutig 
determinierte Zweig u, von f(z) fiir alle Punkte von F annimmt, erfiillt 
einen Bereich 7, der u-Ebene, den man sich, wenn er sich selbst tiberdecken 
sollte, als mehrblittrige Fliche zu denken hat. Da die verschiedenen 
Bereiche 7, einander gegenseitig eindeutig entsprechen, so ist, wenn wir 
wu, als Funktion von «u, auffassen, diese Funktion u, = @,(u,) eine ein- 
deutige Funktion des Ortes in der Fliche 7,, und umgekehrt u, = w,(u,) 
eine eindeutige Funktion des Ortes in der Flache 7,. Die Gesamtheit 


*) Vergl. das im Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 110 (1892), p. 186 an- 
gegebene Beispiel. 
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dieser Funktionen g,(u,) bildet dann eine Gruppe G, die, da f(z) als 
isoliertwertige Funktion vorausgesetzt wurde, in dem ganzen von den 
Bereichen 7, bedeckten Teile U der u-Ebene im allgemeinen eigentlich 
diskontinuierlich ist; d. h. die Gesamtheit der Stellen, wo jene Gruppe 
uneigentlich diskontinuierlich ist (die sogenannten wesentlich singuldren 
Stellen der Gruppe*)), kann nur Linien — im allgemeinsten Sinne des 
Wortes — erfiillen, durch welche die verschiedenen Diskontinuititsbereiche 
L,, L,,--+ dieser Gruppe voneinander getrennt werden**). Die Gruppe & 
kann iibrigens noch Diskontinuititsbereiche besitzen, die auSerhalb des 
von den Bereichen 7, bedeckten Teiles U der u-Ebene liegen. 

Nun kann man nach einem Satze von Herrn Poincaré***) stets 
eindeutige Funktionen herstellen, die bei den Substitutionen der Gruppe © 
ungeindert bleiben, und zwar ergibt sich fiir jeden der Diskontinuitiits- 
bereiche L,, Z,,--- von & im allgemeinen eine andere monogene Funk- 
tion, die diese Kigenschaft besitzt. Die von Herrn Poincaré a. a. 0. 
aufgestellten ©-Reihen konvergieren nimlich fiir alle Punkte, wo die 
Gruppe & eigentlich diskontinuierlich ist, stellen aber in verschiedenen 


Diskontinuitatsbereichen verschiedene monogene Funktionen dar. — Seien 
F,(u), F,(u), --+ diejenigen dieser eindeutigen Funktionen, die in den 
den Bereich U ausfiillenden Diskontinuitatsbereichen L,, D,,--- von & 


existieren. Setzt man in F,(u) fiir wu einen Zweig von f(x), dessen Werte- 
vorrat (ganz oder teilweise) dem Existenzbereiche von F,(u) angehért, 
ein, so ist 

F,(f@) = (2) 
eine eindeutige Funktion von x, und die Gesamtheit der Bereiche, wo die 
Ausdriicke ,(x) existieren}), erfiillt offenbar den Existenzbereich der 
Funktion f(x). — Die Gesamtheit der eindeutigen Gleichungen 


F,(u) — (2) = 0 
hat dann die Eigenschaft, daB einerseits jeder Zweig der Funktion u =f () 


*) Vergl. Poincaré, Acta Mathem. Bd. I (1882), p. 198. 

**) Es sei gestattet, hier ein Versehen zu berichtigen, welches sich in meiner 
Arbeit, Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd.110, 8. 134, Zeile 2 v. u. — S. 135, Zeile 3 
findet, und auf welches die Herren Verfasser der ,,Vorlesungen iiber die Theorie der 
automorphen Funktionen von Fricke und Klein“ Bd. I (1897), S. 168, hingewiesen 
haben. Es sind a. a. O. S, 134, Zeile 2 v. u. die Worte ,,stets endliche Anzahl“ durch 
wendliche Anzahl oder abziihlbare Menge“ zu ersetzen und demgemiif in der letzten 
Zeile und im folgenden an Stelle von ,,L,, L,, ---, Lg einfach ,,Z,, L,, ---“ zu setzen. 
Die Ausfiihrungen meiner Arbeit werden dadurch nicht beeintriichtigt. 

“*) Comptes Rendus t. 92 (1881), p. 1335. 

+) Ein solcher Ausdruck ,(x) kann (vergl. die im Journal f. d.r. u. a. Mathem. 
Bd. 110 angegebenen Beispiele) in verschiedenen Bereichen der x-Ebene verschiedene 
monogene Funktionen darstellen. 
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in der Umgebung jeder reguliren Stelle « und andererseits jeder Zweig 
der inversen Funktion « = g(w) in der Umgebung jeder reguliren Stelle u« 
einer oder mehreren dieser Gleichungen geniigt. Wir erhalten hiernach 
die Sitze: 

Theorem II. Jede isoliertwertige Funktion geniigt eindeutigen Glei- 
chungen ,*) 
und mit Riicksicht auf das Theorem I, 

Theorem III. Die inverse Funktion einer isoliertwertigen Funktion 
ist selbst isoliertwertig. 

Aus dem letzteren Theoreme folgt, daB sich der Begriff der isoliert- 
wertigen Funktion mit dem Begriffe der analytischen Funktion im Sinne 
Jacobis (in der von uns angegebenen modifizierten Fassung) deckt. 

Somit kénnen wir in Beantwortung der von WeierstraB aufge- 
worfenen Frage sagen: 

Der von WeierstraB fiir eindeutige oder endlichvieldeutige Funktionen 
bewiesene Satz gilt fiir alle Funktionen, die eindeutigen Gleichungen geniigen, 
und nur fiir solche. 


Klausenburg, 6. Januar 1905. 
*) Vergl. hierzu den von Herrn Poincaré, Comptes Rendus t. 96 (1883), p. 240 
und Acta Mathematica Bd. 2 (1883), p. 113 ausgesprochenen Satz. 
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Riemannsche Flachen im ebenen Raum von vier Dimensionen. 


Von 


Kart KommMereEtt in Heilbronn. 


Ist 2+ it eine Funktion der komplexen Variabeln x + iy, so kann 
man den in einem Punkt 2+ iy der X Y-Ebene vorhandenen Funktions- 
wert durch einen Punkt im vierdimensionalen Raum mit den Koordinaten 
x,y,2,¢ zur Darstellung bringen. Dadurch wird im R, iiber der X Y- 
Ebene eine zweidimensionale Fliche ausgebreitet, welche das Bild der in 
den verschiedenen Punkten der X Y-Ebene existierenden Funktionswerte 
ist. Wir haben diese Fliiche eine Riemannsche Fldche oder kurz eine 
R-Fléche*) genannt, weil sie funktionentheoretisch dasselbe leistet, wie die 
Riemannsche Fliche im gewéhnlichen Sinne. 

Die vorliegende Arbeit, welche die Untersuchung der R-Flichen zum 
Gegenstande hat, gliedert sich nun in zwei Kapitel. Das erste Kapitel 
behandelt die Kriimmungsverhiltnisse allgemeiner zweidimensionaler Fliichen 
des R,; man vergleiche hierzu meine Dissertation**), in der die Flichen des 
R, ausfiihrlich behandelt sind. Im zweiten Kapitel werden speziell die 
R-Flachen untersucht: dieselben sind geometrisch und funktionentheoretisch 
interessant. Der in der Normalebene jedes Flachenpunkts liegende Kegel- 
schnitt, der die Kriimmungsverhiltnisse vollstiindig charakterisiert, ist fiir 
alle Flichenpunkte ein Kreis mit dem Flichenpunkt als Mittelpunkt. 
Darum sind die Kriimmungshalbmesser aller Normalschnitte in einem 


Punkt der Fliache einander gleich. Weiter zeigt sich, daB die R-Flichen 





*) Herr Blumenthal macht mich in freundlicher Weise darauf aufmerksam, daB 
Herr St. Kwietniewski in seiner Diss. ,,ber Flichen des vierdimensionalen Raumes, 
deren simtliche Tangentialebenen untereinander gleichwinklig sind, und ihre Beziehung 
gu den ebenen Kurven, Ziirich 1902“ dieselben Flichen betrachtet. Da indessen 
Herr Kwietniewski einen von dem meinigen wesentlich verschiedenen Standpunkt 
einnimmt, und unsere Arbeiten nur wenige Beriihrungspunkte zeigen, so nehme ich 
keinen Anstand, meine Arbeit ungeindert zu verdffentlichen. In einigen FuBnoten 
werde ich auf die Dissertation von Herrn Kwietniewski verweisen. 

*) Die Kriimmung der zweidimensionalen Gebilde im ebenen Raum von vier 
Dimensionen, Tiibingen 1897. (Im folgenden kurz mit Diss. zitiert.) 
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Minimalflachen des R, sind; man erhialt so eine geometrische Deutung 
fiir das Dirichletsche Prinzip und den Greenschen Satz. Durch Projektion 
einer R-Flaiche in eine Schar dreidimensionaler Riume erhilt man eine 
Schar gewoéhnlicher Flaichen, die wir assoziierte Projektionsflichen genannt 
haben, weil sie in naher Beziehung zu einer Schar assoziierter Minimal- 
flichen stehen. Diese Projektionsflachen sind alle anfeinander flichentreu 
bezogen, haben in entsprechenden Punkten dasselbe Kriimmungsma8 und 
besitzen quadrierbare Asymptotenlinien. Zu diesen Flachen gehéren die 
von Dini und vy. Lilienthal untersuchten Fliachen; einzelne derselben 
hat Dyck modellieren lassen (gl. die FuBnoten zu § 9 und § 13). Alle 
aufeinander abwickelbaren R-Flaichen sind kongruent oder Spiegelbilder 
voneinander in Beziehung auf einen R,. 

Die Projektionen der R-Fliche auf die X Y-Ebene und die Z7-Ebene 
sind konforme Bilder der Fliche selbst und die R-Fliche vermittelt so in 
einfacher Weise die konforme Abbildung der X Y-Ebene auf die Z7-Ebene. 
Die Tangential- und Normalebenen der R-Flaichen sind eigentiimlich im 
R, orientierte Ebenen und bilden einen Komplex. Die Giiltigkeit des 
Cauchyschen Integralsatzes ist eine Folge dieser Orientierung der Tangential- 
ebenen der R-Flichen. 

Am Schlusse der Arbeit haben wir noch das Produkt zweier kom- 
plexer GréBen durch ein Rechteck im vierdimensionalen Raum gedeutet 
und dieses Rechteck den Produktvektor genannt: man erhilt so eine ein- 


fache geometrische Interpretation des Integrals J F(ax+iy) (dx+idy), die 


eine Verallgemeinerung der bekannten Deutung eines Integrals durch eine 
Flaiche im reellen Gebiet ist. 


I. Kapitel. 


Die Kriimmung der zweidimensionalen Gebilde im ebenen 
Raum von vier Dimensionen. 


§ 1. 
FundamentalgréBen erster und zweiter Ordnung. 
Eine Fliche F, im ebenen Raum von vier Dimensionen (kurz R,) 
wird dargestellt durch Gleichungen von der Form 
(1) w= a(u,v), y=y(u,v), #—a(u,0), t= t(u,0), 
so daB also die Koordinaten («yzt) eines Flichenpunkts Funktionen zweier 
variabler Parameter u,v sind. Von diesen Funktionen setzen wir stets 
voraus, daB sie voneinander unabhingig und samt ihren ersten und zweiten 
Ableitungen stetig sind. Drei der Gleichungen (1) allein stellen eine 
zweidimensionale Fliche im gewdhnlichen Raume dar, nimlich die Pro- 
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jektion der F, auf jenen Raum. Wir nennen diese Fliche kurz die 
Projektionsfliiche jenes Raums. 
Setzt man zur Abkiirzung 
Ox Ox 07a 
ju 4» 5p ~%> Judo = M2 etc. 
und 
E==2z', F=<=2,%, G=—<=z,', 
wo in den in Beziehung auf xyzt symmetrischen Summen nur das auf 
x beziigliche Glied angeschrieben ist, so erhilt man fiir das Linienelement 
ds der Fliche den Ausdruck 
(2) ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv’*. 

Zu den GréBen EF, FG, welche wir die FundamentalgriBen erster Ordnung 
nennen, treten im folgenden noch zwélf weitere D,, Di, Di (u=2, y, 2, t), 
welche auch die zweiten Ableitungen von 2, y, z,¢ enthalten, und die wir 
Fundamentalgropen zweiter Ordnung nenmnen. D,, bedeute die Unterdeter- 
minante von 4, in folgender Determinante 


~ 
~ 
» 
~ 


iH & & 
(3) ; 

% Yo % 2 

Hy Yn Ay by 


Aus D,, erhilt man der Reihe nach D,,, Di, wenn man in D, in der 

letzten Horizontalreihe die Indizes 11 bezgl. durch 12 und 22 ersetzt. 
Wir definieren endlich noch drei GréBen e, f, g, welche sowohl die 

ersten als auch die zweiten Ableitungen von x, y, z,¢ im zweiten Grad 


enthalten, durch folgende Gleichungen 


tm %& tH % & ym & & 

(4) ty Ye % tb Sale y Yy % ts — 2; lly ty By ty an 
MH Yn Mn by \ 0 Mn 4 ba / (THe Ye “12 be im 
Me Me A 4s) (%oq Yoo 29 bee |%g Yoo 22 bye | 


§ 2. 

Tangentialebene, Normalebene, zweite Anniherungsfliche. 

Die Gleichung 
(1) A(X—2z) + B(Y—y) + C(Z—2) + D(T-t) =0, 
wo A, B, C, D Konstante, X, Y, Z, T laufende Koordinaten sind, stellt 
einen durch den Flachenpunkt (xz, y, 2, ¢) hindurchgehenden dreidimen- 
sionalen ebenen Raum R, dar. Geht dieser R, auch noch durch die 
Punkte «+ 2,du, y+ y,du ete. und x + 2,dv etc., so muB 
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(2) Ax, + By, + Cz, + Dt, =0, 
(3) Ax, + By, + Cz, + Dt, =0 
sein. Die Gleichungen (1)—(3) stellen eine oo'-fache Schar von R, dar, 
welche alle durch die Ebene 
(4) X—a@—da,+ux; Y—ydy tum; 2Z—2= Ae, + wey; 
T—t=At, + ut, 

hindurchgehen, wobei 4, u variable Parameter sind. Diese Ebene nennen 
wir Tangentialebene oder erste Anniiherungsfliche und jene Schar von R,, 
welche durch sie hindurchgehen, Tangentialrdume. 

Die Ebene senkrecht zur Tangentialebene heiBt Normalebene. Die 
Gleichungen der Normalebene lauten 
5) MS —a) + Xa) + 2-2) + (T-h = 0, 

N= (X—a)m + (Y—y)u + (Z—#)% + (T—1)h = 0. 


Die Schar von R, M+aN=0 
4v me 


wo A willkiirlich ist, geht durch die Normalebene: wir nennen diese R, 
Normalrdume. 

Wir wihlen nun speziell als Parameter u,v der Fliiche die Koordi- 
naten x, y, dann lauten die Flichengleichungen 


c=2, y=y, 22=—f(x,y), 2t=——(a,y). 
Weiter setzen wir voraus, daB der Nullpunkt ein reguldrer Flaichenpunkt 
ist, so daB sich f und m nach steigenden Potenzen von x, y entwickeln 
lassen: wir erhalten dann 
22=m2z+ny+ ax*+ 2bay+ cy?+---, 
2¢ = wx +vyt+ az? + 2Bry+ yy? +---. 
Endlich denken wir uns die Fliche so zum Koordinatensystem orientiert, 
daB die Ebene z= t=O Tangentialebene der Fliche im Nullpunkt ist. 
Man erhilt dann nach (4) als Flichengleichungen 
22=ax* + 2bay + cy*+---, 
2t =ax*+2Bryt+ yy? +---. 

Sieht man nun z,y als unendlich kleine GréBen an, co kann fiir den 
Nullpunkt in allen Fallen, wo nur unendlich kleine Glieder bis zur zweiten 
Ordnung (Kriimmungen) beriicksichtigt werden miissen, die Fliche durch 
die einfachere mit den Gleichungen 
(6) 22 = ax? + 2bay + cy’, 

2¢ = ax? + 2Bay + yy’ 
ersetzt werden. Wir nennen daher die Fliache (6) die zweite Anndherungs- 
fltiche. Fir die Anniiherungsfliche ist die Ebene z= 0, t=O die Tan- 
gentialebene, die Ebene x = 0, y= 0 die Normalebene. 
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§ 3. 
Kriimmung der Normalschnitte. Hauptschnitte. 


Wir schneiden nun die zweite Anniaherungsfliche mit einem be- 

liebigen durch den Nullpunkt gehenden R, und untersuchen die Kriim- 
mung der aus der Fliiche ausgeschnittenen Raumkurve C im Nullpunkt. 
Bildet dieser R, mit dem durch die Kurventangente im Nullpunkte be- 
stimmten Normalraum den Winkel » und ist weiter @, der Kriimmungs- 
halbmesser der Kurve C, o der Kriimmungshalbmesser der Kurve, die 
jener Normalraum aus der Fliche ausschneidet, so gilt auch hier, wie wir 
nicht ausfiihrlich beweisen*), das Meusniersche Theorem 
(1) Oy = @ cos v. 
Da so der Kriimmungsradius jedes ,schiefen“ Schnitts sich in einfacher 
Weise durch den Kriimmungsradius des zugehérigen Normalschnitts aus- 
driickt, so betrachten wir des weiteren nur noch die Kriimmung der 
Normalschnitte. 

Wir schneiden also die Anniherungsfliche mit dem Normalraum 
(2) y—Ax=0 oder y—wrigg=0 (d. h. A4=tg@q). 

Dabei bedeutet m den Neigungswinkel der Tangente der ausgeschnittenen 


Raumkurve mit der X-Achse. Eine leichte Rechnung ergibt fiir den 
Kriimmungsradius @ 


1 = /a+2bi+ci*\2? w+ 284+ yi\2 
@) p~Oover te 
Die Gleichung (3) laBt sich noch in der bemerkenswerten Form 
1 1 
fat oF 


schreiben, wobei g, der Kriimmungshalbmesser der Kurve ist, die durch 
y—Ax=O aus der Projektionsfliche des Raumes ¢ = 0 ausgeschnitten 
wird, und g, die analoge Bedeutung hat. Die Gleichung (3) zeigt, daB im 
allgemeinen 9 nie Null und nie unendlich wird, da also der Kriimmungs- 
radius fiir alle Schnitte dasselbe Zeichen hat. In diesem Sinne haben wir 
also auch keine den Haupttangenten gewéhnlicher Flaichen entsprechende 
Richtungen. Wenn aber die Ausdriicke 
a+2bA+ci? und «+ 2844+ yi? 

fiir einen Wert von 4 gleichzeitig verschwinden oder, was dasselbe ist, 
wenn die Resultante dieser beiden Formen 


4(ac—b*) (ay—f*) — (ac+ay—2bp)? = 0 
*) Vgl. Diss. § 4. 
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ist, so wird ein Kriimmungshalbmesser unendlich gro8. Wir haben dann 
einen Flachenpunkt mit besonderen Eigenschaften, den wir einen Punkt 
mit parabolischer Kriimmung nennen, oder kurz einen parabolischen Punkt. 

Um nun die Mazimal- bezw. Minimal-Werte fiir den Kriimmungs- 


halbmesser zu erhalten, bilden wir mit Hilfe von (3) ~ (=) =. Unter 
Weglassung von Faktoren, die von Null verschieden sind, erhilt man so 
die Gleichung 
(4) [a-+2bA+ca?][ba2+(a—c)A—b] + [e+ 284+ yA*][B42+ (a—y)A—B]—0. 
Diese Gleichung lehrt, daB hier im R, eine Fliche vier Hauptkriimmungs- 
halbmesser besitzt, wihrend Flichen im R, deren nur zwei besitzen. Be- 
denkt man aber, daB bei diesen zwei Kriimmungshalbmesser unendlich 
gro8 sind, und rechnet man diese den Hauptkriimmungshalbmessern zu, so 
hat man im ganzen gleichfalls vier Kriimmungshalbmesser. In der Tat, wendet 
man (4) auf eine Fliche im R, ¢=0 an und setzt demnach « = B = y =0, 
so erhalt man zur Bestimmung der Hauptschnitte die Gleichung 
(a+2bi+cA*) (b4?+(a—c)A—b) = 0. 
Der erste Faktor, mit Null verglichen, gibt aber die beiden Werte von 4 
fiir die Asymptotenrichtungen, der zweite Faktor die beiden Werte von 2, 
die den Krtimmungslinien entsprechen. Verschwinden fiir einen Wert 
von 4 die beiden Formen a+ 2b4+ cd? und a + 284+ yA? gleichzeitig 
(parabolischer Punkt) so wird durch diesen Wert (4) befriedigt; in einem 
parabolischen Punkt gibt es daher nur drei endliche Hauptkriimmungshalb- 
messer. In diesem Fall werden durch den entsprechenden Normalraum 
y — Ax =O aus den Projektionsfliichen in die Riume z=0 und ¢=0 
gleichzeitig Asymptotenrichtungen ausgeschnitten. Ebenso sieht man, daf, 
wenn ein Normalraum aus einer der Projektionsflichen eine Asymptoten- 
richtung, aus der andern die Richtung einer Kriimmungslinie oder aus 
beiden Richtungen von Kriimmungslinien ausschneidet, dieser Raum ein 
Hauptschnittraum ist d. h. eine Hauptkriimmungsrichtung aus der Flache 
im R, ausschneidet. Die weitere Diskussion schlieBen wir unten (§ 7) 
an die sogenannie Charakteristik an. 


§ 4. 
Schnitt konsekutiver Normalebenen. Charakteristik. 
Nach § 2, (5) lauten die Gleichungen der Normalebene im Punkte 
(x, y, 2, t) 
(1) 2(X—z)2, = 0, 2=(X—2)a, = 0, 
wo in den Summen nur das auf x beziigliche Glied angeschrieben ist. 








554 K. Kommerett. 

Schneidet man diese Normalebene mit der des benachbarten Punktes 
z+dz, y+ dy etc., so erhilt man weiter 

(2) 2(X—a2)dx,=— Edu+Fdv, 2(X—xz)dz, = Fdu+ Gdv. 


Lést man (1) und (2) nach X—z, Y— y etc. auf, so folgt nach den 
Bezeichnungen von § 1 leicht 


(ED,—F D,) du? + (ED —GD,)dude + (FDZ—G Di) dv" 





X—a=~ edu? + 2fdudv+ gdv* , 
8) Y— yn ER FD pau + ED; — GD) dude + PD;— GD, do 
y edu? + 2fdudv-+ gdv® ? 
US a ae , 
ET ee aaa oe 


Jeder Fortschreitungsrichtung a auf der Fliche entspricht nach (3) ein 
bestimmter Punkt (X, Y, Z, 7’) in der Normalebene des Flachenpunkts 


u 


(x, y, 2, t). Durchlauft ae alle Werte d. h. schneidet man die Normal- 


ebenen aller Punkte einer kleinen geschlossenen Kurve auf der Fliche, die 
den Flachenpunkt (x, y, z, ¢) umgibt, mit der Normalebene dieses Punktes, 
so wird in der Normalebene ein Kegelschnitt erzeugt, den wir die ,,Charakte- 
ristik* nennen. In § 7 wird sich nimlich zeigen, daB dieser Kegelschnitt 
die Kriimmungsverhiiltnisse im Flichenpunkte vollstindig charakterisiert, 
ahnlich wie die Indikatrix gewéhnlicher Flichen. Die Gleichungen dieser 
Charakteristik sind durch (3) gegeben, in denen als variabler Para- 
meter anzusehen ist. Die Asymptotenrichtungen der Charakteristik erhilt 
man durch Nullsetzen des Nenners in (3) 


(4) edu® + 2fdudv + gdv? = 0. 

Den Asymptotenrichtungen der Charakteristik entsprechen zwei Richtungen 
auf der Fliche selbst, die wir die Asymptotenrichtungen der Fldche nennen, 
diese sind durch (4) bestimmt. Je nachdem eg — f? Z 0, ist die Charakteristil: 
eine Ellipse bezw. Parabel oder Hyperbel. Wir werden weiter unten (§ 5) 
danach eine Einteilung der Flachenpunkte in drei Gattungen vornehmen. 
Wir wenden die Gleichungen (3) noch an auf die Gleichungen der zweiten 
Anniherungsfliche (§ 2, (6)): dieselben lauten 

(5) 22=—az?+2bry+cy’, 2t—ax*+ 2pryt ypy*® 


Wir haben hier z, y als die verinderlichen Parameter w, v zu betrachten 
und erhalten so fiir die Charakteristik im Nullpunkt die Gleichungen: 











(9) s 
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wurwe pit + (e—na—p 
- X= 0; ¥=0; 2— Cry Fer) — CF yD @TOD! 
pa eet d _ 





(@-+B2) +04) — B+y4)(@+b4)" 
Dabei ist # =A gesetzt. Jedem Wert von 4 oder jedem Element, das der 


Normalraum y— Az =O aus der Flache schneidet, entspricht demnach 
ein Punkt M der Charakteristik (6), die in der Normalebene X = 0, 
Y=0 des Nullpunkts liegt. 

Wir untersuchen nun die Lage des Punktes M zur Schmiegungsebene 
der Raumkurve, die der Raum y—Ax=O aus der Filiche schneidet. 
Man erhialt als Gleichungen dieser Schmiegungsebene 

Z_ a+2bi+ci?. m 
Ist weiter O der Ursprung, so erhiilt man als Gleichungen fiir OM nach (6) 
5. . #+6—78-—7. =" an 
(8) F - WF Gat OM A 
Bezeichnet man weiter mit v den Winkel, den OM mit der Schmiegungs- 
ebene (7) bildet, so erhailt man leicht 


(9) sinpax Le $2847 2°18" + (@—2)4—6] + [a+ 204-4 c1*][b4?+ @—0)A—D] 


Vtle+2pa+ yi")? + [a+ 21+ ea*]*) ([B4?-+(@—7)A—B]*+ [00 + (@—cja—d]) 


Fiir v = 0 erhalt man gerade die linke Seite der Gleichung § 3, (4), es 
folyt daher: Der Schnittpunkt (M) konsekutiver Normalebenen, in der 
Richtung eines Hauptschnitts genommen und nur in dieser, liegt in der 
Schmiegungsebene des durch jene Richtung gelegten Normalschnitts. 

Durch diesen Satz sind die Hauptkriimmungsrichtungen genau so 
charakterisiert, wie durch den analogen Satz die Hauptkriimmungsrich- 
tungen der Flaichen im R,. 


Wir setzen nun zweitens in (9) v = =? Man erhalt dann 


| a@t+2b4+ cA? a+2Bi+ ya? 

\bA2? + (a—c)A—bdb BA? 4+ (a—y)A—B 
Beniitzt man die Identitit 
10) je+Ba B+ya| | 1 A|_| a+2bi+ci? a+patya? | 
™ a+ba b+cea| |—a 1) | ba®9+(a—c)A—b Ba2+(a—y)a—B | 
und JaBt den von Null verschiedenen Faktor 1 + 4? weg, so folgt 


| | 
a+b b+ cA| 
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Die linke Seite von (11) ist aber der Nenner der Charakteristik (6). Fiir 
die Asymptotenrichtungen steht also OM senkrecht zur Schmiegungsebene; 
dies erinnert an den Satz der Fliiche im R,, nach dem fiir die Asymptoten- 
kurven die Flichennormale senkrecht zur Schmiegungsebene steht. 


§ 5. 
Involution auf der Fliche. Einteilung der Flichenpunkte. 


Die weiteren Erérterungen schlieBen sich wieder an die Gleichungen 
4 22 = ax? + 2bry + cy’, 
() 2¢ = ax? + 2Bry+ yy’ 
der zweiten Annaherungsfliiche an. Da im folgenden wiederholt die In- 
varianten der beiden quadratischen Formen 
(2) f, =a2?+2bay+cy; fp=ar?+ 2Bry+yy’ 
auftreten, so setzen wir zur Abkiirzung 

D,, = ac — b? Diskriminante von f,, 

D,, = ay — BP ” ” fey 

D,, = ay + ae — 266 Simultaninvariante von f, und fy, 
(3) %= tae + by - + cy| " 

jax + By px+yy|. 
R= D?, —4D,, Dy, Resultante von f, und fy. 

Die Tangentialebene in einem Punkt einer Flaiche des R, schneidet aus 
dieser eine Kurve aus, die im Beriihrungspunkt einen Doppelpunkt besitzt. 
Ahnliches ist fiir Flachen im .R, der Fall, indem jeder Tangentialraum 
(4) z—kt=0 oder z—ttgg=0 (k= tg g) 
eine Raumkurve aus der Fliche schneidet, die im Beriihrungspunkt einen 
singuliren Punkt besitzt. Das Tangentenpaar in diesem Punkt ist durch die 
Gleichung 
(6) —f, — fy = (@—kea)a® + 2.0—kp)ey + (c—ky)y* = 0 
bestimmt. Das Tangentenpaar (5) liegt in der Tangentenebene d. h. in 
der X Y-Ebene. Drei verschiedene Tangentialriiume, entsprechend den 
Parametern k,,k,,k,, schneiden sechs Linienelemente aus der Flache, die 
durch die Gleichungen bestimmt sind, die man durch sukzessive Sub- 
stitution von k,, k,, k, fiir k aus (5) erhalt. Da die Resultante dieser drei 
Gleichungen verschwindet, so liegen die sechs Elemente in Involution.*) 
Es folgt: Die einfach unendliche Schar (4) von Tangentialréumen paart 
die von dem Nullpunkt ausgehenden Flichenelemente involutorisch. 


unktionaldeterminante von /, und fj, 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, § 58. 
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Setzt man in (5) die Diskriminante gleich Null, also 
(6) Dyk? — Dyk + Dy, = 9, 
so erhilt man zwei Werte k,, k, von k, welche die Doppelstrahlen der 
Involution bestimmen. Es ist dann 


D,,+VR 
@ b= Dae 


= tg 9. 
Die Gleichung fiir die Doppelstrahlen selbst erhalten wir, indem wir bilden 
(A—Af) (Akh) =f? — (hy +hs)fife + k, kgf,’ = 0, 


Defy? — Dif fe + Du fy? = 9. 

Die linke Seite ist aber identisch mit — #3.*) Die Doppelstrahlen sind 
also durch die Gleichung 

ax+by bx-+ cy} 

ax+ By Butyy 
bestimmt. Beachtet man § 4, (6), so folgt: Die Doppelstrahlen der In- 
volution sind die in § 4 definierten Asymptotenrichtungen. Die Involutions- 
paare werden daher von den Asymptotenrichtungen harmonisch getrennt. 
Diese Doppelstrahlen kénnen als Analoge der Doppelstrahlen der Involu- 
tion in der Indikatrix gewéhnlicher Flichen gelten und die Benennung 
»Asymptotenrichtungen“ scheint daher von neuem gerechtfertigt. Die zwei 
Tangentialraume, welche diese ausschneiden (2 —k,t=0, 2—k,t = 0), 
sollen ,,Asymptotenrdume“ heiBen. 

Aus (7) ergibt sich nun, daB, je nachdem R>O, R=0, R<O ist, 
die Asymptotenrizhtungen reell verschieden, reell zusammenfallend, imaginar 
sind. Entsprechend ist dann die Charakteristik § 4, (6) eine Hyperbel, 
eine Parabel oder eine Ellipse. Im ersten Falle (R>0) nennen wir daher 
den Flichenpunkt einen hyperbolischen, im zweiten (R=0) in Uberein- 
stimmung mit § 3 einen parabolischen, im dritten Falle (R<0) einen 
elliptischen Punkt. Im parabolischen Punkte ist ein Hauptkriimmungs- 
halbmesser unendlich groB (s. § 3). Da weiter nach § 4, (4) in einem 
allgemeinen Flichenpunkt (x, y, z, t) die Asymptotenrichtungen durch die 


ichang edu? + 2fdudv + gdv? = 0 

bestimmt sind, so ist der F'lachenpunkt ein hyperbolischer, parabolischer 

oder elliptischer, je nachdem f* — eg grifer, gleich oder kleiner als Null ist. 
Wir bilden nunmehr Paare von Tangentialrdéumen, welche aus der 

Fliiche vier harmonische Strahlen ausschneiden. Damit die vier Linien- 

elemente, welche durch die beiden Gleichungen 


=o fi—kh=9, f-kh=0 
*) Vgl. Clebsch, Theorie der bintiren algebraischen Formen, § 57. 


oder 
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bestimmt sind, sich harmonisch trennen, mu8 die Simultaninvariante der 
linken Seiten verschwinden. Man erhilt 

(8) 2hkk, Dey — (k+h,) Dyy + 2D,, = 0. 

Die Form dieser Gleichung zeigt, daB die Paare von Tangentialréwmen, 
welche vier harmonische Fliichenelemente ausschneiden, eine Involution bilden. 
Fiir k = k, erhalt man aus (8) die Doppelriiume dieser Involution, namlich 


— DPrtVR_ 


k 2D, 


Nach (7) sind die Doppelrdiume die Asymptotenriume. Das Rechtwinkel- 
paar von Tangentialriumen in der Involution, ,die Rechtwinkelriume“, 


erhailt man, indem man in (8) k = — : = tg setzt. Man erhilt so 
1 


Dy» 
(9) tg29=— 5p,’ 


Durch (9) sind zwei aufeinander senkrechte Tangentialrdéume definiert, die 
aus der Fliche vier harmonische Linienelemente ausschneiden und die Winkel 
der Asymptotenriiume halbieren. Wir nennen diese Riume mit spiiterer 
Begriindung ,,Hauptkriimmungsriiume“. Man zeigt leicht, daB im _para- 
bolischen Punkt die beiden Asymptotenriume mit einem der beiden Haupt- 
kriimmungsriume zusammenfallen. 


8 6. 


Die Kriimmung der Projektionen in die Tangentialriiume. 
Biegungsinvariante. 


Wir gehen wieder aus von den Gleichungen § 2, (6) der zweiten An- 
naherungsfliche: 
22= ax? + 2bay+ cy’, 


2t = az? + 2Bayt yy’. 


Wir drehen nun die Koordinatenriume z=0 und ¢=0 um die Tangential- 
ebene (X Y-Ebene) um den Winkel g, setzen demnach 


e=t,sng+42,cosy, t=, cosg — 4, sing 
und erhalten als Gleichungen der Anniherungsfliche in Beziehung auf das 
neue Koordinatensystem 
22, = (a cos p—a sin p)x* + 2(b cos p—B sin g) ry 
+ (c cos p—y sin g)y’, 
2t, = (a sin p+ @ cos p)x* + 2(b sin p+ B cos —-) ry 
+ (ce sin p+ y cos g)y’, 


(1) 











ler 

















Riemannsche Flichen im ebenen Raum von vier Dimensionen. 559 


Die Gleichungen der Projektionsfliiche in den Tangentialraum z, = 0 lauten 
2t, = (asin p+ «a cos p)x*® + 2(b sin p +B cos p) xy 
(2) + (¢sin p +7 cos p)y’, 
4, = 0. 

Sind o, und g, die Hauptkriimmungshalbmesser dieser Projektionsfliiche, 
so ist nach bekannten Formeln 

= (asin p+ acosg) (csing +ycosgy)—(bsing+fcosg)*? oder 
(3) 7" 


—- = D,, sin? p + Dy, sin gm cos p + Dy, cos® . 
182 


Variiert m, so erhilt man aus (2) die den verschiedenen Tangential- 
riumen entsprechenden Projektionsflichen. Das KriimmungsmaB (3) dieser 
Flichen variiert dann offenbar wie die reziproken Kriimmungsradien 
folgender im R, t=O gelegenen Fliche 


(4) 22 = Dyyx? + Dixy + Dyy’. 


Alle Sitze also, welche fiir die Kriimmungsradien der Normalschnitte 
gewohnlicher Flichen gelten, finden fiir das Kriimmungsmaf der Pro- 
jektionsflichen die entsprechende Deutung. Insbesondere erhilt man zwei 
extreme Werte fiir das Kriimmungsmaf, entsprechend den Hauptkriim- 
mungsradien der Flichen im R,, weiter Kriimmungsmafe mit dem Wert 
Null, und endlich einen dem Eulerschen analogen Satz. 


Die Tangentialriéume, deren Projektionsflichen einen extremen Wert 


des Kriimmungsmafes besitzen, erhilt man aus (3), indem man 3 (— —) = 


a \e, 
setzt. Es folgt so 
* D 
5 tg 2g = ——_¥# _. 
( ) B“P Dy, — D,, 


Durch (5) sind also zwei aufeinander senkrechte Tangentialriiume definiert, 
in welche projiziert die Fliche Flichen mit maximalem bew. minimalem 
Wert des Hauptkriimmungsmafes gibt. Diese Réwme sind aber nach § 5, (9) 
identisch mit den dort definierten Hauptkriimmungsrdumen.*) Thre Be- 
nennung scheint so gerechtfertigt. 

Die Projektionsflichen mit dem Kriimmungsmaf Null erhalt man, 


indem man in (3) - = 0 setzt. Es folgt 
12 


Dy, +VR 
(6) tg gp = — — re 


Durch (6) sind zwei Tangentialriiume, ,,Nullrdume“, definiert, welche, wie 





*) Vgl. Killing, Nicht-Euklidische Raumformen p, 248. 
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man leicht zeigt, auf den Asymptotenriumen des § 5 senkrecht stehen. 
Da in § 5 sich gezeigt hat, daB die Winkel der Asymptotenriiume durch 
die Hauptkriimmungsriume halbiert werden, so werden auch die Winkel 
der Nullriume durch die Hauptkriimmungsriiume halbiert. Setzt man 


endlich in (3) g + = statt m, so erhilt man das Kriimmungsmaf ; ro 
i 82 
der Projektionsfliche in den Raum ¢,=0. Es folgt so 











1 1 
(7) @1 Os + 01 Os - Drs t Drs. 
Die Summe der KriimmungsmaBe zweier Projektionsflichen in Beziehung 
auf zwei beliebige zueinander senkrechte Tangentialrdume ist also konstant. 
Man kann zeigen*), daB diese Summe fiir einen allgemeinen Flichen- 
punkt aus dem Ausdruck fiir das Linienelement 


(8) ds* = Edu? + 2F dudv + Gdv? 


durch dieselbe Forme] erhalten wird, durch die man das GauBsche Kriim- 
mungsmaB einer Flaiche im FR, mit dem Linierielement (8) berechnet. 
Diese Summe ist daher eine Biegungsinvariante, die man passend eben- 
falls das KriimmungsmaB der F'lache nennt. 


§ 7. 
Die Charakteristik. 


Wir untersuchen nun den in der Normalebene (Z7-Ebene) eines 
Flichenpunkts gelegenen Kegelschnitt, den wir in § 4 Charakteristik 
nannten. Es wird sich zeigen, daB dieser Kegelschnitt die Kriimmungs- 
verhiltnisse im Flaichenpunkt klar iibersehen la®t: auBerdem werden wir 
mit seiner Hilfe im Stande sein, Genaueres iiber die Hauptkriimmungsradien 
auszusagen. Wir kniipfen zu diesem Zwecke an die Gleichungen § 4, (6° 


or a a ee +o-s- 8, 
” X= 0; Y= 0; Z— —55p O41) — C+) +00? 
( Pa bi? 4+ (a—e)t —d 


~ (@+B4) (b+ e2) — (B+ y4)(a+bd) 
unsere Erérterungen an. Jeder Fortschreitungsrichtung 4 = # der Fiche 


entspricht darnach ein Punkt (X, Y, Z, 7’) der Normalebene. Von der Ein- 
teilung der Flaichenpunkte nach der Natur des Kegelschnitts war schon 
in § 4 die Rede. Wir bestimmen hier nun zunichst die Lage der 


*) Vgl. Hovestadt, Programm des Miinsterschen Realgymnasiums 1880. 
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Asymptoten von (1). Man erhalt die Gleichungen der Asymptotenrichtungen, 
indem man aus den beiden Gleichungen 


Z B42 + («—y)4—B ja+ Ba B+ya 
w. 9" -Ieee-e to  leeke kee 


i eliminiert. Quadriert man die Determinante und beachtet die Identitat 
§ 4, (10), so erhilt man die beiden Gleichungen 
D,,(a+2b1+ cA?) — D,,(a+2b4+4 cd’) («+2 81+y*) 
+ Dy (a@+2p4+y2*)? = 0, 
(a+2ba+ed?) (Ba2+(a—y)A—B) — (a+ 284+?) (b42+(a—GA—b) = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen und der ersten Gleichung (2) liBt sich 


aber 2 bequem eliminieren; man erhialt so fiir die Asymptotenrichtungen 
der Charakteristik 


(3) Dy, Z? + Dip ZT + DyT? = 0 
oder 

: Z_ _Dst+VR 
(4) -. +. 


Diese Gleichung stellt aber, wie man aus § 6, (6) erkennt, die Nullriume 
dar. Es folgt: Schneidet man die beiden Tangentialriiume (Nullriume), 
auf welche die Fiche projiziert Fliichen mit dem Kriimmungsmap Null 
gibt, mit der Normalebene, so erhdlt man in dieser zwei Gerade, welche 
die Asymptotenrichtungen der Charakteristik sind. 

Bestimmt man zu dem Geradenpaar (3) das Paar von Winkelhalbieren- 
den, so erhalt man die Gleichung fiir die Achsenrichtungen des Kegel- 
schnitts. Eine kleine Rechnung gibt 


(5) D,,Z* + 2(Dy.—D,,) ZT — D,, T? = 0. 
Setzt man hier ed = tg pm, so erhalt man fiir die Achsenrichtungen 


ae Dy 
tg 2 * Dy. — Dy, 





Nach §6, (5) folgt: Durch die Hauptkriimmungsriiume werden aus 
der Normalebene die Achsenrichtungen der Charakteristik ausgeschnitten. 


Aus (1) folgt, daB die GréBe - sich durch Vertauschen von 4 mit 


_ - nicht fandert. Zieht man demnach durch den Flichenpunkt zwei 


aufeinander senkrechte Linienelemente und schneidet die Normalebenen 
in den Endpunkten mit der im Anfangspunkt, so liegen die beiden 
resultierenden Schnittpunkte mit dem Flichenpunkt in gerader Linie. Der 
Flichenpunkt ist nun nicht etwa Mitlelpunkt des Kegelschnitts, da die GréBe 
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Z? + T? durch Vertauschen von 4 mit — ; ihren Wert iindert, sondern 


ein nicht naher charakterisierter Punkt, jedoch im Innern des Kegelschnitts; 
denn jede Gerade durch den Flichenpunkt Z + 67'=0, wo 6 eine be- 
liebige Konstante bedeutet, schneidet den Kegelschnitt in zwei reellen 
Punkten, da das Absolutglied der Gleichung dieser Geraden, in A ge- 
schrieben, — 1 ist. 

Man schneide nunmehr die Normalebene mit dem Tangentialraum 
Z=. Dieser wird aus der Normalebene eine Gerade (die 7-Achse) aus- 
schneiden, auf der vom Kegelschnitt zwei Strecken 7’, und 7, begrenzt 
werden, entsprechend den beiden Wurzeln A, und 4, der Gleichung 


Ba? + (a—y)A—B=O. 
Beachtet man die Identitit § 4, (10), so erhalt man jene beiden Strecken 
durch folgende Gleichungen 
Pm 1 2B4-+ ya? , 
(7) 7 oe } Ba? + (a—y)A—B=O. 
Diese beiden Gleichungen gestatten nun eine interessante Deutung: Pro- 
jiziert man die Flache in den Raum Z =0, so erhilt man eine Projektions- 
fliche mit den Gleichungen 


2t= ax? + 2Bay+ yy, 2=0. 
Die Normale dieser Fliche ist die Z-Achse. Die Hauptkriimmungshalb- 


messer (R) der Projektionsfliche erhilt man wie bekannt durch die 
Gleichung 
1 = a«+281-+ y/? 
rR #61427? 
Ba? + (a—y)A— BP =O0 
zu geniigen hat. Es ist demnach 


wobei 4 der Gleichung 


1 si 1 f 
R T 
Da nun offenbar Z = 0 ein ganz beliebiger Tangentialraum ist, so folgt: 
Satz I. Schneidet man die Charakteristik mit dem beliebigen Tangential- 
raum Z=Q, so erhilt man zwei Abschnitte T, und T,. Die Gerade, 
auf der T, und Ty, liegen, stellt die.Normale, thre Endpunkte stellen die 
Hauptkriimmungsmittelpunkte, die Abschnitte T, wnd T, die Hauptkriim- 
mungshalbmesser der in den Raum Z =O projizierten Fliche dar. 
Nach diesem Satze kann daher die Charakteristik auch auf folgende 
Art erzeugt werden: Man projiziert die Fliche in die einfach unendliche 
Schar von Tangentialriumen und erhilt so eine einfach unendliche Schar 
gewohnlicher Flaichen. Ihre Normalen (im Nullpunkt) durchlaufen die 
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Normalebene und die beiden Hauptkriimmungsmittelpunkte die Charakte- 
ristik. — An diesen Satz schlieBen sich noch einige Bemerkungen an. Das 


Produkt > aE ist das Kriimmungsma8 der in den Raum Z=0 projizierten 
1“? 


Fliche. Ist Z=—0O ein Nullraum, so schneidet dieser nach dem Obigen 
aus der Normalebene eine Asymptotenrichtung aus. Ein Abschnitt 7 
wird demnach unendlich groB und das KriimmungsmaB der in einen Null- 
raum projizierten Fliche ist Null — und dies war ja die definierende Eigen- 
schaft der Nullriume (vgl. §6). Ist Z=0O ein Hauptkriimmungsraum, 
so wird durch diesen, wie oben gezeigt wurde, eine Achsenrichtung aus 
der Ebene der Charakteristik ausgeschnitten. Es muB also fiir einen 


Kegelschnitt der Satz gelten, daB das Produkt _—_ ein Maximum bzw. 
1“2 


Minimum ist, wenn die Gerade, auf der die Abschnitte liegen, achsen- 
parallel ist. Zieht man ferner in der Ebene der Charakteristik durch 
den Flichenpunkt zwei zueinander senkrechte Gerade, etwa Z=0O und 
T=0, so erhilt man vier Abschnitte 7,Z,, 7,7,, fiir die nach dem 
obigen Satz und § 6, (7) 

1 1 


yea + =” Dy + Dog 


ist. Diese Gleichung enthiilt wiederum einen leicht zu formulierenden 
ws . . * 1 i ‘ 
Satz fiir Kegelschnitte. Die GriBe Gz, + TT,’ welche gleich dem 


KriimmungsmaB der Filiche ist, zeigt einige Verwandtschaft mit der 
Potenz eines Punkts in Beziehung auf einen Kreis. Uberhaupt jeder 
Satz iiber Sehnen eines Kegelschnitts durch einen inneren Punkt findet 
eine entsprechende Deutung fiir die Kriimmungsverhiiltnisse der Fiche. 
Kinige Beispiele mégen geniigen. Ist etwa der Kegelschnitt ein Kreis, 
so haben alle Projektionsflichen dasselbe Kriimmungsma8 (Kreispunkt). 
Ist der Flichenpunkt Mittelpunkt des Kegelschnitts, so haben in diesem 
Punkt alle Projektionsflichen den Charakter von Minimalflichen ete. 

Wir beweisen noch einen Satz, der uns niheren Aufschlu8 iiber die 
Hauptkriimmungsradien geben wird. Derselbe lautet 

Satz Il. Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte der Normalschnitte ist 
die FuBpunktkurve der Charakteristik in Beziehung auf den Flichenpunkt. 

Zum Beweis dieses Satzes stellen wir zuniichst fiir einen Punkt 
(Z,, T,) des Kegelschnitts, dem der Parameterwert 4 in (1) entsprechen 
mége, die Gleichung der Tangente auf. Bedeutet (Z, 7) einen Punkt 
dieser Tangente, so lautet, wie man leicht nachrechnet, ihre Gleichung 


8 T—T, a+2bs+ ei? 
(8) 2—Z, =«6«t+thit+ yt 


36* 
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Die Normale vom Flichenpunkt auf diese Tangente hat demnach die 
Gleichung 
(9) ? a+2pra+ ya 


Z a+2bitei® 

Wir zeigen zuniichst, daB auf dieser Geraden der Kriimmungsmittelpunkt 
des dem Werte A entsprechenden Normalschnitts liegt. Die Gleichung 
der Schmiegungsebene dieses Normalschnitts ist nach § 4, (7) 

T w+2prt ya? . 
( =... . —_ _ 
(10) Z a+ 2bi+ei*? ¥—aX—0. 
Die Schnittgerade dieser Schmiegungsebene mit der Normalebene X = 0, 
Y=0 des Flichenpunkts mu jenen Kriimmungsmittelpunkt enthalten. 
Setzt man aber in (10) X=0, Y=O, so erhiilt man gerade (9), womit 
dieser erste Teil des Beweises erledigt ist. Zeigen wir endlich, daB der 
Abstand @ des Flichenpunkts von der Tangente (8) gerade gleich dem 
Kriimmungsradius des dem Werte 4 entsprechenden Normalschnitts ist, 
so ist der Satz Il bewiesen. Aus (8) erhilt man aber fiir @ einen 
Ausdruck, der mit Hilfe der Identitét § 4, (10) sich auf folgende Form 


Ro (tet “ (cae ry 


o? 14a 1+i? 


bringen laBt. Aus § 3, (3) folgt nun, daB @ in der Tat gleich dem 
Kriimmungsradius des dem Werte 4 entsprechenden Normalschnitts ist, 
womit der Satz Il bewiesen ist. 

Wir bemerken noch: Geht die Normale vom Flichenpunkt auf die 
Kegelschnitttangente durch den Beriihrungspunkt hindurch oder, mit 
anderen Worten, steht diese Normale auf dem Kegelschnitt senkrecht, so 
muB nach (9) und (1) 

[a+2bi+cd?|[bd?+(a—c)A—b] + [e+ 281+ yd?| [612+ (a—y)A—B| =0 
sein. Dies ist aber nach § 3, (4) die Gleichung fiir die 4 Hauptkriimmungs- 
richtungen. 

Etwas ausfiihrlicher kénnen wir also sagen: Legt man durch die 
Normalebene des Flichenpunkts O und ein Linienelement 4 der Fliiche 
durch O den Normalraum, so schneidet dieser aus der Fliche eine gewisse 
Kurve [ aus. Dem Element 4 entspricht andererseits ein bestimmter 
Punkt P der Charakteristik. Der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve [ 
ist der FuBpunkt des Lotes g, das man von O auf die in P konstruierte 
Charakteristikentangente fallen kann. Die Schmiegungsebene von I" in O 
ist die Ebene durch das Element 4 und das Lot g. Die Hauptkriimmungs- 
mittelpunkte sind die FuBpunkte der Lote aus O auf die Charakteristik. 
Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte simtlicher Normalschnitte ist die 
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FuBpunktkurve der Charakteristik fiir den Flaichenpunkt 0. Die Fup- 
punktkurve beriihrt den Kegelschnitt in den Hauptkriimmungsmittelpunkten. 

Man erkennt also von neuem die Richtigkeit der am Schlu8 von § 4 auf- 
gefiihrten Siatze. Man sieht weiter, daB die Hauptkriimmungshalbmesser 
wirkliche Maxima und Minima darstellen und daB mindestens zwei der- 
selben reell sind, da sich von einem inneren Punkt eines Kegelschnitts 
mindestens zwei reelle Normalen auf denselben fillen lassen. Ist der 
Kegelschnitt eine Parabel (parabolischer Punkt), so ist eine Normale un- 
endlich gro8, d. h. im parabolischen Punkt ist ein Hauptkriimmungshalb- 
messer unendlich groB, wie wir dies ja oben schon gesehen haben. Werden 
in einem Punkt zwei Hauptkriimmungshalbmesser gleich, so laBt sich zeigen, 
daB der Flichenpunkt auf einer der Achsen (im parabolischen Punkt auf 
der Achse) liegt und daB die den beiden anderen Hauptkriimmungshalb- 
messern entsprechenden Hauptschnitte aufeinander senkrecht stehen. Werden 
in einem Punkt drei Hauptkriimmungshalbmesser gleich, so kann dies offenbar 
nur dann der Fall sein, wenn die Charakteristik ein Kreis und der Fliichen- 
punkt sein Mittelpunkt ist. Dann sind aber iiberhaupt alle Kriimmungs- 
halbmesser gleich und alle Projektionsfliichen haben gleiche aber entgegen- 
gesetzte Hauptkriimmungshalbmesser. Die im néichsten Kapitel definierten 
Flichen besitzen nur solche Flichenpunkte. Ist der Kegelschnitt ein 
Kreis, der Flichenpunkt aber nicht sein Mittelpunkt, so haben alle 
Projektionsflichen dasselbe Kriimmungsma8. In diesem Falle gibt es nur 
zwei Lote auf den Kreis, also nur zwei reelle Hauptkriimmungshalbmesser. 


8. 


9 A) 


Die Linien auf der Fliiche. Formel fiir die Hauptkriimmungs- 
halbmesser. 


Die bisher betrachteten ausgezeichneten Richtungen in einem Flichen- 
punkt fiihren zu bestimmten Linien auf der Flache. 

Verfolgt man zuerst die vier Hauptkriimmungsrichtungen von Punkt 
zu Punkt, so erhalt man ein vierfach unendliches System von Flichen- 
kurven, die wir ,,Kriimmungslinien® nennen. Zur Aufstellung ihrer 
Differentialgleichung beniitzen wir den Satz des § 4, wonach der Schnitt- 
punkt konsekutiver Normalebenen, in der Richtung eines Hauptschnitts 
genommen, in der Schmiegungsebene des durch jene Richtung gelegten 
Normalschnitts liegt. 

Seien «= a(u), y= y(u), z= 2(u), t= t(u) die Gleichungen einer 
Raumkurve, wo uv der Parameter ist, so haben wir als Gleichungen der 
Schmiegungsebene in einem Punkte (w) 








566 K. Kommeretu. 


dx 2 
X~s=15+ "3: ¥-»-i12 


du 


d*y 
+ u qe etc. 


du 


wobei X, Y, Z, 7 laufende Koordinaten, A, uw variable Parameter sind. 
Um nun die Gleichungen der Schmiegungsebene einer durch den Punkt 
(u,v) der Fliche gehenden Flichenkurve zu erhalten, haben wir v als 
Funktion von uw anzusehen. Wir erhalten dann als Gleichungen der 
Schmiegungsebene 

(1) X—x=42z,+4 (F * i) + a, (4 rid +e% s) > 


du du? 


wo wir nur die auf x beziigliche Gleichung angeschrieben haben. Da die 


Gleichungen (1) die Gleichung 
‘X—a@ a, a da,du+da,dv 
(2) \Y—y % %% dy, du+ dy,dv 
Z—2z £4, & *dz,du+ dzadv 
T—-t t t dt,du+ dt, dv 
nach sich ziehen, so erhilt der durch (2) dargestellte R, die Schmiegungs- 
ebene (1). Da auBerdem die Koordinaten X, Y, Z, T eines Punkts der 
Tangentialebene nach § 2, (4) die Gleichung (2)-identisch befriedigen, so ist 


jener R, ein Tangentialraum des Punkts (u,v). Wir kénnen also als 
Gleichungen der Schmiegungsebene des Normalschnitts die Gleichung (2) 


Ss 


= 0 


at dv " 
und die Gleichung des der Richtung 7 entsprechenden Normalraums 


ansehen. Diesen zwei Gleichungen hat also nach dem oben angefiihrten 
Satz der Schnittpunkt (X, Y, Z, T) konsekutiver Normalebenen, in der 


Richtung des Elements (3°) genommen, zu geniigen. Die Koordinaten 


X, Y, Z, T, die wir aus den Gleichungen § 4, (3) zu entnehmen haben, 
geniigen aber, weil der Punkt (X, Y, Z, 7’) in der Normalebene des Punkts 
(u,v) liegt, der Gleichung jenes Normalraums von selbst: diese Koor- 
dinaten haben also nur noch der Gleichung (2) zu geniigen. Statt (2) 
kénnen wir aber mit Einfiihrung der FundamentalgréBen zweiter Ordnung 
des § 1 schreiben 


(3) 2=(X—-2) (D, dw+2Didudv+ Dy dv?) =0 
( , 


wobei man hier wie auch in den folgenden Summen die iibrigen Glieder 
durch zyklische Vertauschung von 2, y, z,¢ aus dem Leitglied erhalt. Aus 
dieser Gleichung und aus den Gleichungen § 4, (3) erhalten wir nunmehr 
als Differentialgleichung der Kriimmungslinien 


(4) 2(D, dw? + 2Didudv+ Df dv*) x 
>< {(EDi— FD,) dw + (EDY — GD,) dudv + (FDY — GD) dv*} = 0. 
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Aus der Gleichung (1) kénnen wir auch eine Formel fiir die Haupt- 
kriimmungshalbmesser des Flichenpunkts (w, v) ableiten. Quadriert man 
nimlich (2) durch Kombination von Kolonnen mit Kolonnen und beniitzt 
die Gleichungen (1) und (2) des § 4, welche ausdriicken, daB (X, Y, Z, 7) 


der Schnittpunkt der beiden konsekutiven Normalebenen ist, so erbilt man 





2(X—2x)* 0 0 ds? 
6) 0 E F duXx,dx,+dvEx,dxy| 
, 0 F G dudx dx,+dvEx,da,| 


ds* duXa,dxa,t+dvXax,dz, duXadx,4dvZa,dx, X(dx,du+dx,dv)* 


2(X—«x)*? ist gleich dem Quadrat des Kriimmungsradius 9, der der 
Richtung (du, dv) entspricht, und die Differentiale du, dv miissen der 
Gleichung (4) geniigen. 

Nun ist aber 


Ps Y; 2, t, |? 
Xy Yo &9 ty 
da,du+da,dv dy,du+dydv dz,du+dzadv_ dt,du+dtdv | 
E F duXaz,dx,+dvX2,dz, 
= F G duXa,dz,+dvLa,da = 
duXz,da,+dvXax,dxa, duXad2x,+ dvXx, dx, 2(da,du+da,dv)* 
Ys # t, ; 


— a Yo &% ty ms 
dy,du+dy,dv dzdu+dzadv dt,du+ dt,dv 
= 2(D,du? + 2Didudv + Didv*)’*. 


Beniitzt man diese Gleichungen, so erhalt man aus (5) 


(6) ines (Edu? +2K'dudv + Gdo')(EG— ie 
2 (D,,du* + 2D! dudv + Di dv*)* 
Diese Gleichung gibt uns entsprechend den vier Wurzelwerten = der 
Gleichung (4) die vier Hauptkriimmungsradien in einem Flichenpunkt (u, v). 
Es mag bemerkt werden, da fiir eine F'lache im dreidimensionalen 
Raum t= 0 alle FundamentalgréBen zweiter Ordnung auBer D,, D/, D,’ 
gleich Null, diese letzteren aber mit den Fundamentalgréfen zweiter Ord- 
nung der Flichentheorie identisch sind. Die Gleichungen (4) und (6) 
gehen dann in die wohlbekannten Formeln der Flichentheorie fiir die 
Kriimmungslinien (und Asymptotenkurven) und die Hauptkriimmungs- 
halbmesser tiber. 
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Geht man ferner den Asymptotenrichtungen auf der Fliche nach, so 
erhalt man eine doppelt unendliche Schar von Kurven, die wir ,, Asymptoten- 
linien“ nennen: ihre Differentialgleichuag ist nach § 4, (4) 


(7) edu® + 2fdudv + gdv® = 0. 
Ist fiir einen Punkt («, v) 
(8) eg—f?=0, 


so fallen die Asymptotenrichtungen zusammen, die Charakteristik ist eine 
Parabel, und ein Hauptkriimmungshalbmesser ist unendlich (parabolischer 
Punkt). Die Gleichung (8) definiert daher eine Linie auf der Fliche, 
welche saimtliche parabolische Punkte verbindet, man wird diese passend 
die parabolische Linie nennen. Wie fiir die Fliichen im R, ist die para- 
bolische Linie im allgemeinen der Ort der Spitzen, in singuliren Fiillen 
ganz oder teilweise die Einhiillende der Asymptotenlinien. 

Endlich kann man ebenso wie fiir die Flaichen des R, kiirzeste 
Linien — geoditische Linien — auf den Flichen im R, definieren (vgl. 
Diss. § 10). Da wir von den entsprechenden Formeln keinen Gebrauch 
machen, so unterlassen wir es, sie hier aufzustellen. Nur mag noch be- 
merkt werden, daB auch fiir die geodiitischen Linien auf Flichen im R, 
die Schmiegungsebene der Linie stets senkrecht auf der Tangentialebene 
der Flache steht. 


II. Kapitel. 
R-Flachen im ebenen Raum von vier Dimensionen. 


§ 9. 
Definition der R-F lichen. 
Es sei durch die Gleichung 

(1) _ tit= F(rt+iy) 

z+ it in einem bestimmten Bereich der X Y-Ebene als analytische Funk- 
tion der komplexen Variabeln x + iy definiert. Wir denken uns nun 
im FR, ein rechtwinkliges Koordinatensystem X, Y, Z, 7 und stellen in 
diesem die komplexe Variable « + iy in der iiblichen Weise durch einen 
bestimmten Punkt P, der X Y-Ebene dar. Sei z+ it einer der Werte 
der Funktion / im Punkte P,, so gehe man in der Z-Richtung um z 
vorwarts bis zum Punkt P,, hierauf von P, in der T-Richtung um ¢ bis 
zum Punkt P. Der Punkt P hat dann die Koordinaten x, y, z,¢ und 
ist der Reprisentant des Funktionswerts z+ it. Hat die Funktion in P, 
noch andere Werte, so wiederhole man fiir jeden dieser die angegebene 
Konstruktion: man erhilt so die Punkte P’, P”,--- etc. Fiir alle diese 
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Punkte P® ist P, die Projektion auf die X Y-Ebene. Durchliuft nun 
P, den Definitionsbereich der Funktion /' in der X Y-Ebene, so wird der 
Punkt P eine Fliche im vierdimensionalen Raum beschreiben; dieselbe 
wird, falls mehrere Punkte P vorhanden waren, aus mehreren Blittern 
bestehen. Sind die einzelnen Werte von JF’ in jedem Punkt x + ty des 
Definitionsbereichs durch analytische Fortsetzung alle ineinander iiber- 
fiihrbar, so werden die einzelnen Blatter der Flaiche nicht getrennt von- 
einander verlaufen, sondern eine einzige zusammenhiingende Fliche bilden. 
Diese Fliche stellt uns offenbar den gesamten Wertevorrat der Funktion 
F dar: Wir nennen sie eine Riemannsche Fliiche im R, oder kurz eine 
R-Fldache, weil die Projektion dieser Fliche auf die X Y-Ebene gerade die 
Riemannsche Flaiche der Funktion F’ im gewoéhnlichen Sinne gibt. Jedem 
Blatt der letzteren entspricht ein bestimmtes Blatt der R-Fliiche oder 
genauer: die beiden Flichen sind eineindeutig aufeinander bezogen. Es 
wird sich in § 10 zeigen, daB diese Abbildung eine konforme ist. Die 
Bezeichnung ,,/t-Fliiche* scheint gerechtfertigt, weil die Fliche fiir die 
Funktionentheorie genau dasselbe leistet, wie die gewéhnliche Riemannsche 
Fliche. Nimmt man z. B. einen Punkt P der R-Fliiche in der Nihe eines 
Verzweigungspunkts von der Ordnung », so wird, wenn die Projektion P, 
von P auf die X Y-Ebene in dieser den Verzweigungspunkt umliuft, P in 
ein zweites, drittes etc. Blatt der R-Fliche gelangen. Hat der Punkt P, 
nach » Umliufen seine Ausgangsstelle wieder erreicht, so ist auch der 
Punkt P auf seinen urspriinglichen Platz geriickt: Die » Blatter der 
R-Flaiche hangen in dem Verzweigungspunkt in einem Zyklus zusammen... 

Durch diese geometrische Deutung von (1) hat man noch den Vorteil, 
daB dieselbe R-Flaiche auch den gesamten Wertevorrat der Umkehrfunktion 
von (1) darstellt; denn stellt man den Funktionswert z+ i¢ durch den 
Punkt Q, mit den Koordinaten (z,¢) in der Z7-Ebene dar und geht 
man von Q, in der X-Richtung um « vorwirts bis Q, und dann von Q, 
in der Y-Richtung um y, so hat man wieder den Punkt P mit den 
Koordinaten x,y, 2,¢ erreicht. Der Punkt Q, wird die Projektion von 
mehreren Flichenpunkten auf die Z7-Ebene sein kénnen. Sucht man alle 
diese auf, so erhilt man eine gewisse Anzahl Werte x, + iy,, 7, + 7y, etc., 
welche offenbar die Werte der Umkehrfunktion von (1) fiir den Wert 
z+ it repriisentieren. Projiziert man also die R-Fliche von (1) auf die 
ZT-Ebene, so wird dadurch iiber der Z7-Ebene die Riemannsche Fliche 
(im gewéhnlichen Sinne) der Umkehrfunktion von (1) ausgebreitet. Da 
demnach die R-Fliche in Beziehung auf die X Y-Ebene und ZT-Ebene 
dieselbe Rolle spielt, so miissen die Flichensiitze, die sich auf die eine 
Ebene beziehen, in analoger Weise fiir die andere gelten. 

Die Projektion der R-liiche in den Raum ¢ = 0 ist die Fliche der 
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Punkte P,, wir nennen sie kurz die ¢Projektionsfliche: diese stellt die 
reellen Werte von F' dar. Analog nennen wir die Projektion der R-Fliche 
in den Raum z=0 die 2-Projektionsfliiche: sie ist das Bild fiir die 
imagindren Werte von F. Dreht man nun nach der Methode der dar- 
stellenden Geometrie den Raum z= 0 und mit ihm die 2-Projektionsfliche 
um die X Y-Ebene, bis die 7-Achse mit der Z-Achse zusammenfillt, so 
hat man zwei gewéhnliche im Raum (X YZ) gelegene Flichen, welche 
die reellen bezw. imaginiiren Werte von F(a + iy) repriisentieren: dieselben 
stellen zwei konjugierte logarithmische Potentiale dar. Dini*) hat diese 
untersucht, Dyck**) hat einige von ihnen modellieren lassen. Wir 
kommen in § 12 auf sie ausfiihrlich zu sprechen. 

Schneidet man die Fliiche mit dem Raum y = 0, so erhalt man eine 
in dem Raum XZT gelegene Kurve, welche das Bild der Funktion F 
fiir reelle Werte der Variabeln 2 + iy darstellt. Die Teile der Kurve, 
welche in der XZ-Ebene (y=0, ¢=0) liegen, stellen dann die reellen 
Ziige der Kurve ¢ = F’(&) dar, wenn = 2+ it, §=a-+ iy gesetzt wird. 
Ebenso sind die Teile der Kurve, die in der XZ-Ebene (y=0, z=0) 
liegen, Repriisentanten der imaginiiren Kurvenziige von = F(&) fiir reelle 
Werte von & So erhiilt man z. B. fiir die Gleichung ¢ = V/a?— & als 
reellen Kurvenzug (§ <a) einen Kreis in der X Z-Ebene und als imaginiiren 
(>a) eine gleichseitige Hyperbel in der XZ-Ebene: ihre unendlich 
fernen Punkte stellen die zwei unendlich fernen Kreispunkte dar. Ebenso 


gibt die Gleichung = b= —1 fiir §>a in der XZ-Ebene eine 
Hyperbel, fiir § <a die zu dieser konjugierte Hyperbel in der X 7-Ebene. 
Diese letztere ist die in der analytischen Geometrie hie und da benutzte 
ystellvertreterhy perbel“***), 

Der Schnitt der Fliche mit der Ebene z=0, ¢=0 gibt in der X Y- 
Ebene eine gewisse Anzahl Punkte; diese repriisentieren die Werte von 
x + iy, fiir die / = 0 ist, und zwar alle, die reellen und die komplexen. 
Hat man zwei Gleichungen von der Form (1), so hat man zwei R-Flichen; 
die Schnittpunkte dieser stellen die gemeinsamen Werte der beiden Glei- 
chungen dar. Diese Anschauungen diirften namentlich fiir die algebraischen 
R-Flaichen von Nutzen sein: statt von Schnittpunkten zweier algebraischer 
Kurven zu reden, miiBte man von den Schnittpunkten der zugehérigen 
R-Flaichen sprechen. Sind m und » die Ordnungen der beiden Kurven, 
so existieren immer mn reelle derartige Schnittpunkte. Als geometrisches 


*) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 78. 
**) Modelle zur Funktionentheorie, Verlag von M. Schilling Ser. XIV. 
***) Vel. etwa Salmon-Fiedler, analyt. Geom. der Kegelschnitte, 5. Aufl. I, p. 319. 
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Bild der algebraischen Gleichung f(&, £) = 0 beniitzt man bald die Rie- 
mannsche Verzweigungsfliche, bald nach dem Vorgang von Clebsch*) 
eine ebene algebraische Kurve, deren Ebene jedoch, wenn man £ und & 
auch komplexe Werte beilegt, keine reelle Existenz hat. An die Stelle 
dieser Kurve tritt nun die reelle R-Fliche und man kann sagen: Die 
Kurve in der Theorie der algebraischen Kurven (als R-Fliiche dargestellt) 
und die zugehérige Riemannsche Verzweigungsfliche in der Funktionen- 
theorie sind identische Gebilde. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehen wir iiber zu der Auf- 
stellung der Gleichungen der R-Flichen. Dieselben lauten 
(2) c= a; y=y; s—u(x,y); t= v(w,y), 
wobei die Funktionen « und v den Cauchy-Riemannschen Gleichungen 


Cu Gv Cu ov 
(3) = 7} == 


Ox2 dy’ Gy Oa 
und den hieraus folgenden 


a3 2 a2 Az a 
(4) cua t os = 0; 3+ 0 


cy? G2  cy*® 
geniigen. In der Tat stellen die Gleichungen (2) eine Fliche im FR, dar, 
wobei x, y die Parameter sind, und wegen (3) ist 
(5) ze+it=u+iv=F(x+iy). 


Die Gleichungen (2) und (3) geben somit die allgemeinste J?-Fliche.**) 
§ 10. 
Das Linienelement und die Tangentialebene. 


Fiir die FundamentalgréBen erster Ordnung des § 1 erhilt man nach 
§ 9, (2) und (3) 


" . = ou\2 Cu\2 
(1) F=0, E=@=1+ (5%) + (5) 
und fiir das Linienelement der Fiche 
(2) ds* = 1(dx*? + dy’), 
wenn man zur Abkiirzung setzt 
14 (2M) (22 
(3) ami + (55) + (5) 


Aus der Gleichung (2) ergibt sich sofort der wichtige Satz: Die Pro- 


jektionen der R-Fliiche auf die X Y-Ebene und (weil die ZT-Ebene dieselbe 


Rolle wie die X Y¥-Ebene spielt) auf die ZT-Ebene sind konforme Bilder 
der R-Fliche. Die beiden Ebenen sind daher auch konform aufeinander 


*) Clebsch, Journ. fiir Math., Bd. 63 (1863), S. 189 ff. 
**) Vgl. auch Kwietniewski, a. a. O. § 5. 
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hezogen, wie dies ja bekannt ist. Entsprechende Punkte der beiden 
Ebenen sind die beiden Projektionen eines Punkts der R-Fliiche. Aus (2) 
folgt weiter, daB die Kurven x + iy = const. und 2 — iy = const. die 
Minimallinien der R-Flache sind. Fiir manche Fragen ist es nun geschickt, 
statt der reellen Parameter x, y die komplexen Parameter der Minimal- 
linien zu beniitzen; wir setzen daher 

(4) at+iy=o; «r©—iy=6,. 

Ist weiter ® die zu F konjugierte Funktion, so erhalten wir als Flachen- 
gleichungen 

1 


. ote t(6— 6, ) ie i , 
(5) r= FS. y=—— >; 2= = (FO+%E,)); t= — > (FO—@,)), 


“ “ 


und fiir das Linienelement der Fliche 


(6) ds* = |1+ F’(6) %'(6,)}dode,. 

Setzt man 

(7) E=o; y =—io; €=F(6); # =—iF(o); 
(8) E=—¢635 4= 6,3; §& =—F(¢,);. %— i(¢,), 


so stellen die Gleichungen (7) und ebenso (8), da 
d&*4+ di?+ d+ d= dé? 4+ dy? + df,27+ de?=0 
ist, Minimallinien im FR, dar. Aus (5) folgt nun 
E+€ y+ t+¢ o + 
(9) pests go tte, sa Eth, ptt. 


9 ’ 9 ? —— ’ —_ » 
- 


Die R-Filiche ist daher der Ort der Mitten aller Sehnen, welche einen 

beliebigen Punkt der Minimalkurve (7) mit einem beliebigen Punkt der 

Minimalkurve (8) verbindet. Diese Erzeugungsweise der R-Flichen erinnert 

an die der Minimalflichen des R,. Es wird sich in § 13 zeigen, da die 
R-Flaichen ebenfalls Minimalflachen sind. 

Aus § 2, (4) erhalt man als Gleichungen der Tangentialebene im Punkt 

(x, y, 4, t) & > 

Z—s— (X—a)55 +(¥—-9) 5, 

(10) ; 


?-to-2-8. 409-60 


Cy Ox 

An Stelle dieser zwei Gleichungen kann man auch die einzige 
2+it)—(Z+iT) ” ; 

(11) etiga ery) ete 
setzen, wobei F” die Ableitung von F' bedeutet. Aus dieser Gleichung 
folgt, daB die Aussage: ,,/' hat eine Ableitung im Punkt x + iy“ identisch 
ist mit der Aussage: ,,Die R-Fliche besitzt im entsprechenden Punkte 
eine Tangentialebene“. Ist fiir einen Wert x+y die Ableitung F’(x+iy)=0, 
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so ist die Tangentialebene parallel mit der X Y-Ebene oder steht senkrecht 
auf der Z7'-Ebene. Die Umkehrfunktion von F' hat dann bekanntlich 
im Punkt z+ i¢ einen Verzweigungspunkt. Analog wird F selbst im 
Punkt # + iy einen Verzweigungspunkt haben, wenn die Tangentialebene 
im entsprechenden Punkt der R-Fliiche senkrecht zur X Y-Ebene steht. 
Die Fliche wird in diesen Punkten im allgemeinen keine Singularitiit be- 
sitzen: man vergleiche hierzu den Fall einer ebenen Kurve an den 
Stellen, wo die Tangente parallel einer der Achsen liuft. 
Als Gleichungen der Normalebene erhalt man nach § 2 


X—2 =~ (Z—#) 5" + (1-8) 5*, 
9 
(12) , Ou Ou 


Die Tangentialebenen und Normalebenen der R-Flichen sind nun eigen- 
tiimlich im R, orientierte Ebenen, indem der Satz gilt: Die Projektionen 
einer Tangentialebene oder Normalebene in die X Y- und ZT-Ebene sind 
dihnliche Bilder jener Ebenen. Zum Beweise verschiebe man die Ebenen 
parallel mit sich in den Nullpunkt und erhalt dann fiir beide Ebenen 
Gleichungen von der Form 

(13) Z=aX+bY; T=—bX+aY 

wo a und b zwei beliebige Konstante sind. Diese Gleichungen stellen 
aber eine spezielle R-Fliche mit der Gleichung Z + i7'=(a—ib)(X+iY) 
dar mit dem Linienelement ds? = (1+a?+b?) (dv*+dy*). Da das Ver- 
gréBerunysverhiltnis der konformen Abbildung auf die X Y-Ebene kon- 
stant ist, so ist der Beweis des Satzes erbracht. Steht jedoch die Ebene 
(13) senkrecht auf der X Y-Ebene, so projiziert sie sich auf diese in einen 
einzigen Punkt und der Satz gilt fiir diese Ebene nicht. Analog, wenn 
die Ebene senkrecht zur Z7-Ebene steht. Die Tangentialebenen und 
Normalebenen der R-Fliichen bilden einen Komplex, den wir mit spiiterer 
Begriindung (s. § 15) den Kompleax der Nullebenen*) nennen. Die Glei- 
chungen des Komplexes lauten 

(14) Z=aX+bY+e; T=—bX+aY+d 

wo a, b, c, d vier beliebige reelle Konstante bedeuten. Zu dem Komplex 
gehéren auch die X Y-Ebene und die Z7'-Ebene, sowie die zu diesen 
parallelen Ebenen. 


*) Veronese (Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen, tibersetzt 
von Schepp, Leipzig 1894) nennt die Ebenen dieses Komplexes ,,gleichwinklige Ebenen, 
weil jede Gerade in einer von zwei Ebenen des Systems mit ihrer senkrechten Pro- 
jektion auf die andere Ebene einen und denselben Winkel bildet. Vgl. auch K wiet- 
niewski, a. a. O. § 3. Es erscheint Herrn Kwietniewski entgangen zu sein, dab 
auch die Normalebenen der R-Fliichen dem Komplex angehiéren. 
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§ 11. 
Deformation der R-Flichen. 


Wir nennen zwei Fliichen des R, aufeinander abwickelbar, wenn sie 
punktweise aufeinander bezogen sind und in entsprechenden Punkten das- 
selbe Linienelement haben. Es entsteht nun die Frage: Gibt es zu einer 
gegebenen R-Fliche andere R-F lichen, die auf dieselbe abwickelbar sind? 

Zur Beantwortung dieser Frage seien 


+6, i(6—6,) 


(1) ea StS, y-—*C—; ¢ 5 (Fe) + 0@,); t=—+ (Fo —0@,) 


die Gleichungen der gegebenen F'liche, bezogen auf ihre Minimallinien, und 
(2) ds* = {1+ F’(6)%'(6,)} dodo, 

ihr Linienelement, vgl. § 10, (5) und (6). Seien weiter &, y, &, @ die 
Koordinaten eines Punktes einer anderen F'liiche in Beziehung auf dasselbe 


Koordinatensystem, @ und @, die Parameter ihrer Minimallinien, f, und 
gy, konjugierte Funktionen, so sind die Gleichungen dieser Fliche 


(3) gat, = a , c= 2  (f,(@) +H, (@,)); t= ; (f, (@)—, (@,)), 


und ihr Linienelement dS ist bestimmt durch 
(4) dS? = {1+ f'(@) 9,'(@,)}dada,. 


Sind nun die beiden Flaichen aufeinander abwickelbar, so miissen sich 
und @, als Funktionen von 6 und 6, so bestimmen lassen, dab 

(5) ds? = dS* 

ist. Sind aber die Flichen aufeinander abwickelbar, so sind sie ins- 
besondere auch konform aufeinander abgebildet und darum ist nach dem 
Satz in § 10 die Projektion der einen Fliiche auf die X Y-Ebene ein 
konformes Bild der Projektion der andern Fliiche auf die X Y-Ebene. 
Die Parameter der Minimallinien der Flichen sind nun aber auch Para- 
meter der Minimallinien der X Y-Ebene und es muf daher @ eine Funk- 
tion von 6, und @, die konjugierte Funktion von 6,; oder o Funktion 
von 6,, und @, die konjugierte Funktion von 6 sein. Die letzte Alternative 
findet statt, wenn die durch die Projektion beider Flichen auf die X Y- 
Ebene vermittelte konforme Abbildung der X Y-Ebene auf sich selbst 
eine Abbildung mit Umlegung der Winkel ist: dann trage man aber 
die »-Koordinate der zweiten Fiche auf die Seite der negativen y ab, 


man erhalt dann das Spiegelbild der zweiten Fliiche in Beziehung auf 


den Raum y=0. Dieses Spiegelbild miiBte offenbar auch auf die erste 
Fliche abwickelbar sein und die konforme Abbildung der X Y-Ebene 








~~ ~~ oo 
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auf sich selbst wire jetzt eine Abbildung ohne Umlegung der Winkel. 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, diirfen wir also 


(6) @a=¥(o); a, = 7(4;) 
setzen, wo y und x konjugierte Funktionen sind. Nach der Bestimmung 
aller auf die erste abwickelbaren Flaichen diirfen wir diese letzteren dann 
natiirlich noch einer Spiegelung an dem Raum y = 0 unterwerfen. 

Aus (2), (4) und (5) folgt nun 
(7) L + F'(6) © (0,) =(1+f'() 91 (@)) Ge Ger 


do do, 
Denkt man sich nun in /,(@) und g,(@,) mit Hilfe von (6) die Para- 
meter 6 und 6, eingefiihrt, so geht f,(@) tiber in eine Funktion von o, 
9,(@,) in eine Funktion von 6,, die wir beziiglich mit f(¢) und (¢,) 
bezeichnen, wobei f und » konjugierte Funktionen sind: es ist also 


(8) f,(@) =f); (1) = 9@,)- 
Hieraus folgt 

Ma da  / 7 da. on 
(9) f,'(@) ed (6); py (a) da, = y (4,). 


Man erhiilt nun aus (6), (7) und (9) die Funktionalgleichung 
(10) 1 + F°(6) O'(6,) = ¥ (6) 7 (6) +f OH), 
welche zur Bestimmung der Funktionen f, pg, ¥, y dient. Statt (10) 
schreiben wir 

1 F'(6)%'(6,) _— ¥@) x, 
(1) v6) + 9) — 9G) 
wobei g’(6,) als von Null verschieden vorausgesetzt ist. Ist aber m’(6,)=0, 
so folgt aus (9), da , von 6, abhingig sein muB und daher nicht kon- 
stant sein kann, dab g,'(@,) = 0 ist; dann wire nach (3) die zweite 
Fliiche eine Ebene. In diesem Fall zeigt man aber leicht, daB dann auch 
die erste Fliiche eine Ebene sein miiBte. SchlieBen wir also diesen 
trivialen Fall aus, setzen also voraus, daB F’’(6) nicht identisch Null ist, 
so gilt (11) allgemein. Wir differenzieren (11) nach 6 und erhalten, 
wenn wir zur Abkiirzung 


= #(0) 


O'(6,) _ . 
(12) Q (6,) ad 0(4,); @’ (6,) 7° H(4,) 
setzen, 
(13) F"(6) 0(6,) — ¥"(6) H(@,) =f"). 
Diese Gleichung differenziert man nach 6, und erhiilt 
(14) F""(6) 0'(6,) — w"(6) H’(6,) = 0. 


F’’(6) haben wir eben als von Null verschieden vorausgesetzt und H’(6,) 
mu8 auch von Null verschieden sein; denn wire H’(6,) = 0, so wiirde 
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aus (14) sich ergeben 0’(6,) = 0 und aus (12), wenn m und » Konstante 
bedeuten, 0'(6,) = m q’(6,), x (6,) = (6,). Vertauscht man hier 7 mit 
—i, so folgt F’(6) = mf’ (6), y'(6) =, f'(6), wenn m,, m, die zu m,n 
konjugierten Konstanten bedeuten. Eliminiert man aus diesen vier Glei- 
chungen und (10) alle Funktionen auBer f’(6) und q’(6,), so folgt 


’ , 1 

f'(8) 9 (6,) = nn, —mm, +1 
Aus dieser Gleichung schlieBt man, daB g’(6,) konstant ist, und jetzt aus 
der Gleichung ’(6,) = mq’(6,), daB ’(6;) ebenfalls eine Konstante ist. 
In diesem Fall stellen aber die Gleichungen (1) eine Ebene dar, was oben 
ausgeschlossen wurde. H’(¢,) ist demnach von Null verschieden, und aus 
(14) folgt nun 


O'(6,) sw" (6) 
(15) W,) — F) 





Die linke Seite hiingt aber blob von 6,, die rechte nur von o ab: jede 
der beiden Seiten ist daher gleich einer Konstanten a. Aus (15) erhilt 
man jetzt, wenn 8, y zwei weitere Konstanten bedeuten 

O(6,) = «H(o,) +8, ¥(6)=—a«F'(6)+ 7 
oder nach (12) 
(16) OG) _ 82) 4B y'(6) — a F(a) + 7. 

9(,) 9) P 
Hieraus und aus (11) folgt 
(17) SY - 1 @ — BF). 
Hier muB8 nun jede der Seiten wieder einer Konstanten 0 gleich sein und 
wir erhalten somit 


(18) 1 — yx (6,) = dg'(4,), 

(19) f' (6) — BF’ (6) =8. 

Bedeuten a, b, c drei weitere Konstante, so folgt aus (19) und (16) 
(20) f(6) = BF(6) + 66 +a, 

(21) v(6) =aF(6)+yo+b, 

(22) (6,) = ax (6,) + B(o,) +. 


Die Gleichungen (18), (20), (21), (22) enthalten die Lisung. Die in 
diesen auftretenden Konstanten sind jedoch nicht véllig willkiirlich, sondern 
es bestehen vier Relationen zwischen ihnen, welche ausdriicken, dab 
F (6), ®(6,); {(o), p(6,); ¥(6), x(6,); 6, 6, vier Paare konjugiert imaginiirer 
GréBen sind. Bezeichnet man die zu einer der Konstanten konjugierte 
durch den Index Null und vertauscht in (22) i mit — 7, so folgt: 


F(G) = a v(G) + Byf(o) + %. 
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Tragt man den Wert von v(0) aus (21) in die vorstehende Gleichung 


ein, so kommt 

FO) = a F(6) + ye6 + Bof(a) + bay + %. 
Hier ist By) sicher von Null verschieden, sonst wire Fo) eine in o lineare 
Funktion und (1) eine Ebene; es ist also nach f(¢) aufgelést 

‘ 1— aa, b x 

(23) f(6) = or : <0) F(6) — ie — ( “et. 
Die Gleichungen (20) ee (23) miissen iii tibereinstimmen, denn 
sonst wire F'(6) wieder eine lineare Funktion von 6, bezw. wire, falls die 
Koeffizienten F(¢) in (20) und (23) gleich wiren, o konstant. Durch 
Koeffizientenvergleichung ergibt sich also 


(24) wey + BBy=1; OB, +ya,—0; ap, + ba +e, =—0. 
Die vierte Relation erhilt man aus (18). Man vertausche dort i mit —i 


und erhalt 6)f°(¢) + y¥’(¢6) = 1. Entnimmt man aus (20) und (21) die 
Werte /’(¢) und y'(6) und setzt sie in die letzte Gleichung ein, so folgt 


(9) B + You) F’(6) + 80, + 7% = 1. 
Aus der zweiten Gleichung (24) folgt aber durch Vertauschung von i 
mit —i: 6,8 + y« =O und somit aus der letzten Gleichung 
(25) V%o + 009 = 1. 
Nun ist nach (8) und (3) f(¢) =/,(@) = + 14, weiter nach (1) c=x-+ iy, 
F(6)=2+ it und nach (6) und (3) y(6)=@=§+ in. Aus (20) und 
(21) folgt also 
(26) E+ in = a(e+it) + yp(at+iy) +), 
(27) E+ 1%= B(e+it) + O(a+iy) +a. 
Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (a, y, 2, ¢) der gegebenen 
Flache ein Punkt (€, 7, £, #) der auf sie abwickelbaren Flaiche zugewiesen. 
Die Gleichungen (26) und (27) zusammen mit den Relationen (24) und 
25) enthalten demnach die vollstindige Lésung der Aufgabe. Ohne 
Beeintriichtigung der Allgemeinheit kénnen wir nun a = 6b = 0 und daher 
(24) auch c=0O setzen; es entspricht dies einer passenden Parallelver- 
schiebung der zweiten Fliiche. Durch passende Orientierung der §y-Achsen 
in der &y-Ebene und der £@-Achsen in der §@-Ebene kann man weiter 
bewirken, daB die Konstanten y und @ reell sind. Das §4§#-Koordinaten- 
system denken wir uns dann mitsamt der zweiten Fliche gedreht, bis 
es wieder mit dem xyzt-Koordinatensystem zusammenfallt. Setzt man nun 


(28) p=cosy,; d=siny,; «a=—cosd,e'%; B=sinde; a=b—c=—0, 
wo «,, B;, 7%, 9, nunmehr reelle Konstanten bedeuten, so sind durch diesen 


Mathematische Annalen, LX. 37 
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Ansatz die erste und dritte Gleichung (24) und die Gleichung (25) be- 
friedigt. Die zweite Gleichung (24) gibt endlich 


tg y, tg d, + fate) = 0. 
Hieraus folgt 


entweder a,+6,—2 und dann Jd, = ~ —y, bezw. 0d, = * — 
oder «, +68, =2a und dann 0, = 7, — . bezw. 0, = 7, — *. 
Aus (28) und diesen Gleichungen folgt, dab 

(29) y=cosy,; d=siny,; «=—siny,e'%; B =—cosy,e-'%; a=b=c=0 


ist. Eigentlich erhalt man noch eine zweite Reihe von Gleichungen fiir 
die Bestimmung der Konstanten, diese geht aber aus (29) dadurch her- 
vor, daB man fiir a, den Wert a, — 2 setzt. Die Werte der Konstanten 
setze man aus (29) in (26) und (27) ein und erhalt dann durch Trennung 
des Reellen und Imaginiaren die SchluBformeln 


— = x cosy, +2sin y, cosa, +¢sin y, sin a,, 
(30) _= y cosy, — 2siny, sine, +? sin y, cosa,, 
€¢ = rsiny, — 2 cosy, cosa, — t cosy, sina,, 
a= y sin y, + 2 cosy, sina, — t cos y, cosa,, 


in denen «, und y, zwei beliebige reelle Konstanten bedeuten. Aus (30) 
folgt nun 
Stet P+ Ha e+y+e2+? 

und hieraus ergibt sich, daB die Gleichungen (30) eine orthogonale Sub- 
stitution darstellen. Alle Flichen, deren Gleichungen (30) durch Variierung 
der Konstanten «,, y, hervorgehen, sind daher unter sich kongruent: da 
fir «=a, y,=0 aus (30) E=2, y= y, [=2, &=—¢t folgt, so sind 
alle diese Flichen mit der gegebenen kongruent. Nach dem, was oben 
im Anschlu8 an Gleichung (5) und (6) gesagt wurde, gilt also der Satz: 
Alle aufeinander abwickelbaren R-Flichen sind entweder kongruent oder 
Spiegelbilder voneinander in Beziehung auf einen dreidimensionalen Raum. 

In bekannter Weise kénnen wir nun die Gleichungen (30) aber 
auch auffassen als Gleichungen der gegebenen Fliche, nur bezogen auf 
ein gedrehtes Koordinatensystem £, 7, £, # Dieses Koordinatensystem 
ist aber nun nicht in beliebiger Weise zur Fliche orientiert, sondern die 
Ebene §=0, 4 =0, welche in Beziehung auf das xyzt-Koordinaten- 
system die Gleichungen 


(31) 


z=—2Zctgy, cosa, + y cigy, sing, 
t= — 2 ctg y, sin a, — y ctg y, cosa, 
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hat, und ebenso die Ebene £=0, #=0, welche in Beziehung auf das 
xsyzt-System 
(32) e=aigy, - “, —ytgy, sing, 

t=xtgy, sina, + y tg y, cosa, 
zu Gleichungen hat, gehéren zu dem am SchluB von § 10 definierten Komplex 
der Nullebenen des vierdimensionalen Raums. Die Gleichungen (31) oder 
(32) enthalten aber offenbar alle Ebenen des Komplexes — nur sind 
diese parallel mit sich so verschoben, daB sie alle durch den Ursprung 
gehen. Da nun die Gleichungen (30) eine R-Fliche auch in Beziehung 
auf die §y- und §@-Ebene darstellen, so folgt nach § 10 der interessante 

Satz. Projiziert man eine R-Fliche auf alle Ebenen des Nullkomplezes, 
so erhiilt man lauter konforme Bilder der R-Fliiche.*) 

Da die Tangential- und Normalebenen der R-Fliche selbst zu dem 
Komplexe gehéren, so gilt der 

Zusatz. Die Projektionen einer R-Fliche auf ihre siimtlichen Tangential- 
und Normalebenen sind konforme Bilder der R-Fliiche. 

Bemerkung. Durch die Gleichungen (30) ist § + i@ als Funktion 
von §+%» definiert; der funktionale Zusammenhang zwischen diesen beiden 
GréBen wird ein ganz anderer sein als zwischen 2+ %¢ und «x + ty: 
daraus folgt, daB eine und dieselbe R-Fliche sehr verschiedene funktionale 
Zusammenhiinge geometrisch darstellen kann. 


§ 12. 
Die Kriimmung der R-Flichen. 
Als Flachengleichung benutzen wir die Gleichung § 9, (2) und be- 
rechnen zunichst die FundamentalgréBen zweiter Ordnung sowie die GréBen 


e, f, g (s. § 1). Achtet man auf die Gleichungen § 9, (3), (4), so erhiilt 
man fiir die Fundamentalgrifen zweiter Ordnung: 





n Ob Ou Ou 0*u » OW Ou Oud*u 
De — Di Fo indy — dy a8) Pv-—Di~ Fy ony t+ 9008" 
” O*u ” Ou 
lite. elit ok 
O ) yea au ay tutu ow Ow 
= 9% 0x" dy Axdy? ¥  6y x? * Oxdabdy? 
, O*u , o*u 
D, = 5533 Di —— 555° 
, ; 0*u\2 o*u \2 
@) f= 0; ema— (55) + Geay) 


*) Vgl. Kwietniewski, a. a. O. § 3, VI. 
87° 
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Nach den Gleichungen § 4, (3) und § 10, (1), (3) ergeben sich als 
Gleichungen der Charakteristik in einem beliebigen Flaichenpunkt (2, y): 


1D’, (da*—dy*)+ 21D! da dy 4D) (dx*—dy*)+21D) dx dy 








“aa a a 
3) 1D} (dx*§—dy*) + 21D dady T 4D) (dx*—dy*)+21 Dida dy 
oo |!!! 


wo A die § 10, (3) angegebene Bedeutung hat. 

Jeder Fortschreitungsrichtung (dz, dy) auf der Fliche im Punkt 
(x, y, 2, #) ist nach (3) ein Punkt (X, Y, Z, 7) des Kegelschnitts 2zu- 
gewiesen. Benutzt man nun die aus (1) und (2) sich ergebenden Identititen 


(4) 2(D,)* = 2(D:) = 2(D¥—e4, =2FD,D,=0, ZDD,=—0, 


=D,D; = — ei, 
so folgt aus (3) 


(5) (X—a)* + (Y—y)* + (2-2) + (7-1 = = 


und hieraus der 

Satz: Die Charakteristik ist fiir jeden Flichenpunkt einer R-Fliche 
ein Kreis und der Flichenpunkt sein Mittelpunkt oder: eine R-Fliche 
besitet lauter Kreispunkte.*) 

Bezeichnet man den Radius dieses Kreises im Punkt (2, y, z, ¢) mit 
r, so folgt aus (5) 


Aus dem in § 7 Gesagten geht nun hervor: 

Die Kriimmungsradien sémtlicher Normalschnitte in einem Flichen- 
punkt sind gleich r. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind unbestimmt. 
In der Tat verschwindet die linke Seite der Differentialgleichung der 
Kriimmungslinien (§ 8, (4)) identisch. Alle Projektionsfliichen in die Schar 
der Tangentialriume im Flichenpunkt (x, y) haben in dem betreffenden 
Punkt den Charakter von Minimalflichen und dasselbe Kriimmungsma®. 
Die Asymptotenlinien § 8, (7) sind die Minimallinien der R-Fliche, also 
imaginar. Die Involution § 5 ist eine Rechtwinkel-Involution: Ein Tangen- 
tialraum schneidet also aus der Fliche zwei zueinander senkrechte Linien- 
elemente aus und zwei zueinander senkrechte Tangentialriiume schneiden 


. * . . . 4 . 
vier Linienelemente aus, welche untereinander Winkel von je z bilden ete. 


Das KriimmungsmaB k& der Flache erhalt man entweder nach der 


*) Vgl. Kwietniewski, a. a. O. § 3, VII. 
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Bemerkung am Schlu8 von § 6 aus ds? = A(dz*+dy*) mit Hilfe der 
GauBschen Formel oder einfacher nach § 7. Es folgt 


2 2e 
@ keh 


Die Gleichung (6) fiir den Radius r der Charakteristik lat sich noch 
auf eine bemerkenswerte Form bringen. Bedeutet wieder ® die konjugierte 
Funktion von F in § 9, (5), so ist 


a—— tz 
Ox Ox 


also A=1-+ F’(x+iy) 0 (xa—iy) 


0 - 0 ’ . a - @ , : 
ja ti ge ~F'@tiy), 5,—* 5g ~ Oe iy), 


ctu - O*v ” , o*u . ™ : O*u , . Oe 
ag? + * aoe =F (@+iy) =—3 —~ Sxdy? o” (x —iy) = Aart? Gaby’ 


Cx 
also (Fs) + (oh) - e = F" (a+ iy) 0 (a4—iy). 
Aus (6) folgt nun 
(8) 1_ _[F'"e+iy) ©" (aw —iy)]? “ 
" [t+ F’@-+ iy) o’@— iy)? 


Ist F eine reelle Funktion (also F =) der reellen Variabeln « allein 
(y= 0), so erhalt man aus (8) 





<<. 
(1+ (F’@)*}? 
Die Gleichung (9) gibt aber die GréBe der Kriimmung = der Kurve 


1 
(9) toa 


2= F(x) im Punkte (v7) an. LaBt man fiir ¢ und zg in = F(x) auch 
komplexe Werte zu, so tritt an die Stelle der Kurve die R-Flache und 
zur Berechnung ,,der Kriimmung te hat man die Formel (8), welche 
somit eine Verallgemeinerung von (9) darstellt. Sucht man die Werte 
von «+ iy, welche der Gleichung F’’(x+iy)=0 geniigen, so erhilt 
man auf der R-Fliche die den Wendepunkten ebener Kurven entsprechenden 
Punkte. In diesen ist die Kriimmung simtlicher Normalschnitte gleich 
Null. Da nun die R-Fliche die zugehérige ebene Kurve enthilt, so hat 
man eine reelle Darstellung saimtlicher Wendepunkte einer ebenen Kurve 
erreicht. Die bekannten Siitze iiber die Wendepunkte einer Kurve dritter 
Ordnung z. B. finden so im R, eine reelle Interpretation, nimlich: die neun 
Wendepunkte einer R-Fliche dritter Ordnung liegen zu je dreien auf einer 
Nullebene. 

Bezieht man zwei ebene Kurven durch parallele Tangenten punkt- 
weise aufeinander, so verhalten sich zwei entsprechende Linienelemente 
umgekehrt wie die entsprechenden Kriimmungen. Analog zeigt man ohne 
Schwierigkeit: Bezieht man zwei R-Flaichen durch parallele Tangential- 
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ebenen punktweise aufeinander, so verhalten sich zwei entsprechende 
Linienelemente umgekehrt wie die entsprechenden Kriimmungen. Damit 
zeigt sich von neuem die groBe Analogie der Kriimmung ebener Kurven 
mit der Kriimmung der R-Flichen. Zum Schlusse fiihren wir noch zwei 
Siitze an, deren Beweis wir iibergehen: 

Eine R-Fliche, die iiberall die konstante Kriimmung Null besitzt, ist 
eine Ebene; und: es gibt keine R-Fliche, welche in allen Punkten eine kon- 
stante von Null verschiedene Kriimmung besitzt. 


§ 13. 
Die assoziierten Projektionsflichen. 


Wir betrachten nunmehr die beiden Flaichen, die durch Projektion 
der R-Flache in die dreidimensionalen Riume z= 0 bezw. ¢ = 0 entstehen, 
und die wir in § 9 2z-Projektionsfliiche bezw. t-Projektionsfliche genannt 
haben: dieselben stellen zwei konjugierte logarithmische Potentiale dar. 
Es ist niitzlich, tiberhaupt allgemein die Projektion der R-Flache in einen 
beliebigen durch die X Y-Ebene gehenden dreidimensionalen Raum zu 
untersuchen. Zu diesem Zwecke setzen wir 


2=zcosa+tsina, 

t = zsina —tcosa, 
mit anderen Worten, wir drehen das Koordinatensystem um die X Y-Ebene 
um den Winkel «. Jetzt hat die Projektion der R-Fliche in den Raum 
t’=0O zu Gleichungen 
(1) 2=ucosa+vsina; t’=0. 
Die Gleichungen (1) stellen also eine gewéhnliche Flache dar, die aus 
der R-Flache durch Projektion in den Raum 2z sina — ¢t cosa = 0 entsteht. 
LaBt man in (1) @ variieren, so erhailt man eine ganze Schar von Flichen, 
namlich die Projektionsflichen in die Riume zsina—tcosa=0. Wir 
nennen diese Flichen assoziierte Projektionsflichen. Zwei Flaichen der 
Schar, die den Parameterwerten « und « + ; entsprechen und darum 
Projektionsflichen in zwei zueinander senkrechte Raiume darstellen, nennen 
wir adjungierte Projektionsflichen. Die ¢-Projektionsfliche und die z-Pro- 
jektionsflache («—0; “= °) sind adjungierte Flachen. Diese letzteren 
hat Dini*) untersucht; die Sitze I und II im folgenden stellen Er- 


weiterungen der von Dini fiir zwei adjungierte Projektionsflichen gefundenen 
Satze dar.**) 

*) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 78. 

**) Vgl. auch. R. v. Lilienthal, J. f. Math. 98 (1885), p. 131. 
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Fiir das Linienelement ds der Flache (1) erhilt man mit Riicksicht 
auf § 9, (3) 
(2) ds* = Edx? + 2Fdxdy + Gay’, 
wobei 
E-1+ ( cos a — os sin «) ; 
F= (6 cos & — * sin a) ( cos a + o sin); 
G=1+4+ ( cos a + ae sina), 
ist. Fiir das Flachenelement dJ = VEG —F*daxdy erhilt man hieraus 


au\? ou\? 

(3) ag=V1+ (54)'+ (gy) dx dy. 
Da dJ von « unabhingig ist, so folgt der 

Satz I. Die assoztierten Projektionsfléchen (1) sind fldchentreu auf- 
einander abgebildet. 

Fiir das Kriimmungsmaf & in einem Punkt (a, y) der Fliache (1) er- 
halt man ica haste . 

o°u ovu 

es , — _ =) + Gees) 


22 ’ 


du\? du\?2 
i—1+ (55) + (3) 
gesetzt ist. Aus (4) ergibt sich, daB die Projektionsflachen tiberall negativ 
gekriimmt sind, und weiter 
Satz II. Die assoziierten Projektionsflichen haben in entsprechenden 
Punkten dasselbe KriimmungsmaB. 
Sind weiter a, b, c die Richtungskosinus der Normalen in einem 
Punkt (x, y) von (1), so ist 


wo 


ce Ou. > Ou Ow. 7 
(5) aVi == cose — 5 sina; bYA = 5, cosa + 5 sina; cYVa=—1. 


Da hier ¢ von « unabhingig ist, so folgt, daB die Tangentialebenen der 
assoziierten Projektionsflichen in entsprechenden Punkten gegen die 
X Y-Ebene dieselbe Neigung besitzen, was sich auch leicht aus Satz I geo- 
metrisch ergibt. Sind a,,b,,¢, die Richtungskosinus der Normalen einer 
anderen Flache der Schar (1) mit dem Parameterwert «,, so ergibt sich 
aus (5) a 

aa, 1 
(6) VaLo yatTt,; = cos (@ — @,) 


und hieraus 








584 K. Kommeret. 


Satz Ill. Die Tangentialebene in einem Punkt (x, y) der Projektions- 
fltiche («) ist gegen die Tangentialebene der Fliche («,) im entsprechenden 
Punkt um die Verbindungslinie der zwei entsprechenden Punkte um den 
Winkel « — a, gedreht. ‘ 


1 
Hieraus oder auch aus Satz I, Il und mit Hilfe des GauBschen 


Satzes folgt: 

Satz IV. Die sphdrischen Bilder der assoziierten Projektionsflichen 
sind kongruent. 

Durch Drehung um die z’-Achse kommen sie zur Deckung miteinander. 

Die assoziierten Projektionsflichen bilden ein hiibsches Beispiel dafiir, 
daB Flichen, die in entsprechenden Punkten dasselbe Kriimmungsma8 be- 
sitzen und iiberdies noch flaichentreu aufeinander bezogen sind, doch nicht 
aufeinander abwickelbar sein miissen. Die Flichen der Schar (1) gehen 
zwar durch stetige Gestaltsinderung ineinander iiber: diese Gestaltsinderung 
ist aber keine solche ohne Dehnung, da das Linienelement (2) von « 
nicht unabhiangig ist. 

Wir betrachten weiter auf zwei assoziierten Flaichen mit den 
Gleichungen 
(7) 2é=ucosa+vsina, 2, —ucosa,+vsina, 


die Kurven 2’ = konst. bezw. z,’= konst. Man zeigt leicht, daB die Pro- 
jektionen dieser Kurvensysteme auf die X Y-Ebene sich allenthalben unter 
dem Winkel «—«, schneiden. Hieraus folgt fiir zwei adjungierte Flachen 
der auch sonst bekannte 

Satz V. Die Projektionen der Niveaulinien einer von zwei adjungierten 
Projektionsflichen auf die X Y-Ebene sind die Projektionen der Falllinien 
der anderen und umgekehrt.*) 

Ebenso ergibt sich ohne Schwierigkeit, daB die Winkel der Parameter- 
kurven in entsprechenden Punkten zweier adjungierter R-Flichen supple- 
mentar sind. 

Wir wenden uns zu den Asymptotenlinien der assoziierten Projektions- 
flichen: die Gleichungen dieser erhiilt man durch Quadratur, wie wir jetzt 
zeigen wollen: 

Zu diesem Zweck nehmen wir als Parameterkurven der Flache (1) 
die Kurven, die auf die X Y-Ebene projiziert die Minimallinien dieser 
Ebene geben. Beachtet man, daB wcosa+vsina der reelle Teil der 
Funktion e~'* F(x + iy) ist, wenn u+iv=F(#+ iy) ist, so erhilt 
man nach § 10, (5) als Gleichungen der assoziierten Projektionsflichen: 


(8) oa StS, ye, yal ee Pe) + ci o,). 


*) Vgl. die pag. 570 angefiihrten Modelle. 
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Dabei ist ® die zu F' konjugierte Funktion, 6 und 6, sind die Para- 
meter. Fiir die FundamentalgréBen zweiter Ordnung D, D’, D” erhiilt 
man *) je '* F” (6) pel * @” ( ) 

ve 6 , 77 te 6 
ot eh ree 
wo zur Abkiirzung 


= —F(1+ Fo) '(@,)} 
gesetzt ist. Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien lautet nun 
(9) e~'* F'" (6) do* + e'* 0" (6,) do,? = 0. 
Hier sind aber die Variabeln getrennt und man erhilt daher die 
Gleichungen der Asymptotenlinien selbst durch Quadratur. 
Die Differentialgleichung (9) ist aber auch zugleich die Differential- 


gleichung der Asymptotenlinien einer Schar assoziierter Minimalflichen**) 
mit den Gleichungen 


t= fa — 6°) e** F”’ (6) do+ fa — 6,*) &* 0" (6,) d6,, 
(10) y= { (1+ 6%)! F”(e)do— + | (14 6,2) &*0"(6,)do,, 
a= | oe-'* F" (6) do + | 6,¢*0"(6,) do,. 


Durch die Gleichungen (8) und (10) ist nun die Minimalfliche (10) 
auf die Projektionsfliche (8) abgebildet (aber nicht konform) und zwar 
so, daB die Asymptotenlinien sich entsprechen. Zu dem Minimalflichen- 
punkt (6, 6,) erhalt man die Projektion auf die X Y-Ebene des ent- 
sprechenden Punkts der Projektionsfliche dadurch, daB man das sphirische 
Bild des Minimalflachenpunkts stereographisch auf die X Y-Ebene projiziert. 
Daraus folgt aber nach den bekannten Sitzen iiber die Minimalflichen, 
daB die beiden Flachen so abgebildet sind, daB die Projektion der 
Projektionsfliiche (8) auf die X Y-Ebene ein konformes Bild der Minimal- 
fliche ist. Da nun die Asymptotenlinien sich entsprechen und diese 
die Minimalflache bekanntlich in unendlich kleine Quadrate teilen, so 
folgt der 

Satz VI. Die Projektionen der Asymptotenlinien jeder assoziierten 
Projektionsfliche auf die X Y-Ebene bilden ein isometrisches Kurvensystem. 

Aus dem bekannten Satz endlich beziiglich der konformen Abbildung 
zweier adjungierter Minimalflichen, wonach den Kriimmungslinien der 
einen Minimalfliche die Asymptotenlinien der adjungierten entsprechen 





*) Vgl. z. B. Stahl-Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flichen- 
theorie § 2. 


™) Vgl. ebenda § 12, (12) und (9). 








586 K. Kovoerett. 


und nmgekehrt, schlieBt man, daB die Projektionen der Asymptotenlinien 
von zwei adjungierten Projektionsflichen auf die X Y-Ebene vier Systeme 


von Kurven geben, die sich tiberall unter einem Winkel gleich = schneiden. 


§ 14. 
Die R-Flichen sind Minimalflichen des R,. 


Auf der durch die Gleichung 

(1) a+ it=F(x+iy) 

dargestellten R-Fliche denken wir uns ein zusammenhingendes, durch 
eine oder mehrere Grenzkurven [ begrenztes Flachenstiick. Die Projektion 
des Fliachenstiicks auf die X Y-Ebene gibt einen Bereich 8, mit den 
Grenzkurven [, und ebenso erhalt man durch Projektion auf die ZT7- 
Ebene in dieser einen Bereich 8, mit den Grenzkurven [,. Die Bereiche 
%, und B, bilden wegen der konformen Abbildung des auf der R-Fliche 
liegenden Flachenstiicks auf die X Y- und ZT-Ebene (vgl. § 10) ebenfalls zu- 
sammenhangende Flachenstiicke, die jedoch ihre Ebenen mehrfach iiberdecken 
kénnen. Durch die in 8, (samt Grenzkurven) regulire Funktion (1) — 
dies setzen wir von F’ voraus — ist dann 8, konform auf 8, abgebildet. 
Durch die Grenzkurven [ legen wir nun eine andere Fliche A, von der 
wir voraussetzen, daS das innerhalb [ liegende Flachenstiick frei von 
Singularitaten sei, und daB die Projektionen dieses Flaichenstiicks auf die 
XY- und ZT-Ebene gerade die Bereiche 8, und 8, geben: mit anderen 
Worten, daB durch dieses Flachenstiick die Bereiche 8, und %, ein- 


eindeutig — aber jetzt nicht konform — aufeinander abgebildet werden. 
Die Gleichungen dieser Flaiche A seien 
(2) Sens, FMF z= U(z,y), t=V(a,y). 


Nach dem oben Gesagten miissen wir also von den sonst willkiir- 
lichen Funktionen U, V voraussetzen, da8 sie samt ihren ersten partiellen 
Ableitungen in Bereich %, eindeutige und stetige Funktionen von xz, y 
sind, daB in %, ihre Funktionaldeterminante stets von Null verschieden 
ist und daB die lings der Grenzkurven [, von %, aufgepflanzten Werte 
die Kurven f des R, geben. Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir 
nun den 

Satz. Der auf der R-Fliche von den Kurven ( begrenzte Flichen- 
inhalt ist kleiner als der entsprechende auf der Fliche A. In diesem Sinne 
sind die R-Flichen Minimalflichen des R,. 

Beweis. Fiir das Flachenelement dJ von (2) hat man 


(3) dJ = ddxdy, 
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wo ie TOA. Se 
(4) §=-+VEG—F'; 

aU\? , (@V\3. euaU , avev. 
(5) Bm1+(5)+(3,)3 F= Gs ae + Ge ty! 


0U\? oVv\3 
G=1+ (55) + (y) 
ist. Ist dJ, die Projektion von dJ auf die X Y-Ebene, dJ, die Projektion 
von dJ auf die Z7-Ebene, so hat man, wie man leicht nachrechnet, 


(6) dJ,=duxdy; dJ,=+Veg—f'dzxdy, 
wo 
(7) e=E-—-1; f=F; g=G—-1 


gesetzt ist; die Inhalte dJ, dJ,, dJ, fassen wir dabei als positive GréBen 
auf, da es hier nur auf die GréBe und nicht auf den Umlaufssinn der- 
selben ankommt. Wir zeigen nun, daf, wenn nicht gleichzeitig 


(8) e=g, [= 0 
ist, stets dJ > dJ, + dJ, ist. Aus (3), (4) und (7) folgt nimlich 
) as —Vitet ot eg—Pardy. 


Weiter ist tf >Veg, wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn 


Zeichens > tritt hier nur das Zeichen =, wenn die beiden Gleichungen (8) 
gleichzeitig bestehen. Aus (9) ergibt sich nun, falls die Gleichungen (8) 
nicht gleichzeitig erfiillt sind, 


dJ>V1+2Veg —f? + eg — fr dady 


oder 
dJ > (1+ Veg —f?) dady 

oder 
(10) dJ > dd, + ddy. 
Sind aber die Gleichungen (8) beide erfiillt, so ist 
(11) dJ = dd, + dJy. 

Die Gleichungen (8) und (5) geben aber dann 
? eU @ V 0U OV au =aV 
(12) 3a = Fy ty ~~ ie oder 35 -— Fy oy da’ 


und U ist der reelle, V der imaginare Teil einer Funktion von x + iy 
oder umgekehrt, d. h. die Flache A ist dann eine R-Fliche. Ist also A 
nicht auch eine R-Fliche — und dies kann, wie sogleich gezeigt wird, 
nur dann der Fall sein, falls A mit der gegebenen R-Fliche zusammen- 
fallt — so gilt fiir die R-Flache (11), fiir die Flaiche A (10). Bezeichnet 
man nun mit Jz den Inhalt des in die Kurven [ eingespannten Flachen- 
stiicks der R-Fliche, mit J, den entsprechenden Inhalt der Fliche A 
und mit J, und J, die Inhalte von 8, bezw. B, (d. h. aller Blatter von B, 
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und %,), so erhilt man aus (10) und (11) entsprechend den beziiglich 
der Flache A gemachten Voraussetzungen 
(13) Ir=4,+4;, 
(14) Is >d,+d;. 
Es bleibt jetzt nur noch iibrig, zu zeigen, daB es auBer der gegebenen 
R-Flache durch [ keine zweite den fiir die Fliche A gemachten Voraus- 
setzungen geniigende R-Flache gibt; denn wire 

2+ it=f(x+iy) 
die Gleichung einer solchen, so miiBte f und darum auch die Funktion 
(15) Z+ iT = F(x+iy) —f(x+iy) 
eine in %, (samt Rand) reguliire Funktion von «+ iy sein. Bei der 
durch (15) vermittelten konformen Abbildung von %, auf die Z7'-Ebene 
wiirde aber allen Punkten der Kurven [, der Punkt Z7=0, T =O ent- 
sprechen, was der Regularitaét widerspricht. Ist also A eine von der 
gegebenen R-Fliache verschiedene Fliche, so ist sicher die Gleichung (14) 
erfiillt und damit der Beweis des Satzes erledigt. 

Genau so wie zuletzt zeigt man, daB zwei R-Flichen innerhalb eines 
Gebietes, in dem sie Bilder regulirer Funktionen sind, nicht einmal die 
Punkte eines noch so kleinen endlichen Kurvenstiicks miteinander gemein 
haben kénnen, ohne zusammenzufallen. Zwei R-Flichen schneiden sich 
eben in diskreten Punkten und nicht in Linien. Da somit eine R-Fliche 
durch ein noch so kleines endliches Kurvenstiick eindeutig bestimmt ist, 
so darf man deshalb zur Bestimmung einer Minimalfliiche (R-Flaiche) im 
vierdimensionalen Raum nicht eine beliebige Raumkurve [, durch die die 
Flache gehen soll, vorgeben. Aus der Funktionentheorie ist ja auch bekannt, 
daB die Angabe der reellen Werte z liings [, die imaginiren Werte ¢ lings I, 
bis auf eine additive Konstante bestimmt. Mit anderen Worten: man darf 
zur Bestimmung der Minimalfliche nur die Projektion y der Randkurve [ 
in den dreidimensionalen Raum ¢ = 0 vorgeben. Die Aufgabe, aus y die 
Minimalflache zu bestimmen, ist identisch mit der bekannten Randwert- 
aufgabe der Funktionentheorie. 

Wir schlieBen mit zwei Bemerkungen. Aus (3) folgt niamlich, dab 


das Integral f fa ii 
B, 


erstreckt iiber 8, fiir die R-Fliche einen Minimalwert besitzt. Aus (12) 
folgt aber, daB der Minimalwert Jp selbst gegeben ist durch 


(16) In = | f(a + (22)'4 (22)) dady, 


wo jetzt U+iV=F(x+iy) ist. Das rechtsstehende Integral stimmt 
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aber bis auf die additive Konstante [ fi dxdy mit dem Integral iiberein, 
vy, 


dessen Minimum-Kigenschaft bei dem sogenannten Dirichletschen Prinzip 
betrachtet wird. 
Aus (13), (16) und (6) folgt endlich 


Sf{a+@+ (22) da dy = { fazay +f favav 
8, - B, 8, 


und hieraus der bekannte Sutz von Green 
7 ‘((auy? , (aw ‘| ut 
(17) JIM Ge) + (5) dx dy = | Uav, 


wo das rechtsstehende Integral um den Rand von %, oder %, so zu fiihren 
ist, daB sein Wert positiv wird. Die Gleichung (13) enthilt also eine 
interessante geometrische Interpretation fiir den Greenschen Satz. 

Anmerkung. Bedeutet @”(m) den Differentialparameter zweiter Ord- 
nung*) fiir das Linienelement der Minimalfliche (R-Fliche), so ergibt 
sich leicht 


6” (a) = 6" (y) =a" (2) =0"(t) =0 und 0”(Axr+By+Cz+ Dt) =0, 
wo A, B,C, D Konstanten sind. Die letzte Gleichung sagt aber aus**), 
daB jede Schar von Parallelriumen aus der Minimalfliche ein Isothermen- 
system ausschneidet. Man vergleiche hierzu den analogen fiir die Minimal- 


flichen des R, giiltigen Satz. Von der Erzeugung der Minimalflichen 
des R, durch Minimalkurven war in § 10 die Rede. 


§ 15. 


Darstellung des Produkts zweier komplexen GréBen durch ein 
Rechteck im vierdimensionalen Raum. 


Im reellen Zahlengebiet kann das Produkt zweier Gréfen durch ein 
Rechteck dargestellt werden. Durch geeignete Festsetzungen kann man 
nun auch fiir zwei komplexe GréBen x + iy und z+ it ein Rechteck an- 
geben, welches das Produkt derselben geometrisch interpretiert. Dies ist 
fiir manche Zwecke von Vorteil. 

Ist O der Ursprung des Koordinatensystems, so stellen wir, wie tiblich, 
die GréBe «+ iy durch den Vektor OP, der X Y-Ebene und die GréBe 
z+ it durch den Vektor OP, der ZT-Ebene dar. Diese beiden Vektoren 


*) vgl. etwa Stahl-Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flichen- 
theorie § 17, (7). 
**) ibid. § 17, IV. 
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bestimmen ein Rechteck OP,PP,, wobei P die Koordinaten 2, y, z, ¢ 
hat; dieses Rechteck soll uns der Reprisentant von (1+ iy) -(z+i¢) sein. 
Bezeichnet man dieses Rechteck mit J, so setze man symbolisch 

(1) J = (a+iy) (2+it). 

Fiir das folgende ist es nun geschickter, dem Punkt P nicht die Koordi- 
naten 2, y, 2, ¢ zuzuschreiben, sondern die Koordinaten 2, iy, z, it. Nach 
dieser Festsetzung projiziere man das Rechteck J der Reihe nach auf die 
XZ-, YZ-, XT-, YT-Ebene und erhilt so vier Rechtecke, die wir mit 
J.) J,.5 Izy J,, bezeichnen. Das Rechteck J,, z. B. hat die Seiten x 
und i¢ und hat einen Inhalt = xt; wir sagen aber jetzt, der Inhalt sei 
txt, und machen dies ebenso fiir die anderen Rechtecke. Man erhilt so 


(2) J,,= 22, Jy,=iyz, J,,=ixt, Jy,=—— yt; 
aus (2) folgt aber jetzt J,,+J,,+d,,+d,,=(@+ ity) (¢+%t) und 


darum aus (1) 

(3) F=Jd,,+ Fy, t+ Jar t Jy 

Wir nennen nun das Rechteck J den Produktvektor der beiden Vektoren 
OP, und OP, oder der beiden komplexen GréBen x + iy und z+ it und 
den Punkt O seine Ecke. Die vier Grifen J,, etc. nennen wir die 
Komponenten des Produktvektors. Nach (3) ist also der Produktvektor gleich 
der Summe seiner vier Komponenten. Zwei Produktvektoren heiBen gleich, 
wenn jeder dieselbe Komponentensumme hat. Zwei Produktvektoren werden 
addiert, indem man die Komponenten addiert. Man kann nun mit einem 
Produktvektor mancherlei Lagenverschiebungen und Anderungen vornehmen, 
ohne daB er seinen Wert iindert. Fiir uns kommen hauptsichlich drei 
soleche Verinderungen in Betracht. 


I. Nach (1) ist J = a(x+ iy) - om - wo a eine reelle Konstante be- 


deuten mége. Daraus folgt, dab man die Seiten OP, und OP, des 
Produktvektors verindern darf, wenn nur dabei der Inhalt des Rechtecks 
J derselbe bleibt. ; 

Il. Da weiter J = e“(x+iy)-(2+it)e-‘ ist, wo « wieder reell sein 
mige, so folgt, daB man die eine Seite OP, von J in der X Y-Ebene im 
Sinne der wachsenden Winkel um den Winkel « drehen darf, wenn man 
nur ebenso OP, in der ZT-Ebene im Sinne der abnehmenden Winkel um 
den Winkel « dreht. Dabei ist in der X Y- und ZT7-Ebene derjenige 
Drehsinn der positive, in dem gedreht die positiven reellen Achsen nach 


einer Drehung von > mit den positiven imaginiren Achsen zusammen- 


fallen. Durch die genannte Operation kann man jeden Produktvektor aus 
dem J, in den dreidimensionalen Raum X YZ hereindrehen: man braucht 
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dazu nur OP, um den Winkel P,OZ in der Z7Z-Ebene im Sinne der 
abnehmenden Winkel und OP, in der X Y-Ebene um denselben Winkel 
im Sinne der wachsenden Winkel zu drehen. 

Ill. Endlich kann man den Produktvektor offenbar parallel mit sich 
verschieben. Um dabei die Komponenten des verschobenen Produktvektors 
mit dem richtigen Zeichen zu erhalten, ist zu beachten, daB die Rechtecks- 
seiten des Produktvektors gerichtete GréBen sind und darum auch die 
Projektionen derselben. 

Durch diese Festsetzungex ist es nun méglich, irgend welchen alge- 
braischen Ausdruck komplexer GréBen durch geometrische Konstruktionen 
darzustellen. 

Beispiel. Es sei 2+ it = (a+iy)" und es soll zu dem Wert «+ iy 
der Funktionswert gesucht werden. Der Vektor OP, (s. Fig. 1) in der 
X Y-Ebene sei =z + iy, 
ebenso OP,’ =x + iy 
in der ZT-Ebene. Der 
Radiusvektor von OP, 
und OP,’ sei r, die “ 
Amplitude gm. Der Pro- 
duktvektor aus O P, und ‘ 
OP,’ ist dann gleich 1 4 
(x+iy)*. Wir drehen 0 - 
nun OP, um den Winkel . 

g nach OQ, (Q, liegt auf : 

der X-Achse) in nega- 

tivem Sinne und dafiir 

O P,, um g in positivem 

Sinne nach 0Q;. OQ, Y 

und OQ, geben jetzt _* 

ebenfalls einen Produktvektor gleich (w+ iy)* Sei OA,=—1, dann 


Z 


Ne 


ON 








verkleinere man OQ, im Verhiltnis =, worauf Q, nach A, gelangt; 
OQ, dagegen vergréBere man im Verhiiltnis -, worauf Q, nach A, ge- 
langt. Der durch OA, und OA, bestimmte Produktvektor ist ebenfalls 
=(x+iy)*%, Da nun aber OA, =1, so ist OA, =—(x+iy)*, OA, und 
OP, bilden nun einen Produktvektor = (x+y)*. Man verfahre nun 
gerade so wie vorher, drehe OP, zuriick nach OQ, und verkiirze wieder 


OQ, im Verhiiltnis _ Dafiir hat man O.A, wiederum um den Winkel » 


in positivem Sinn zu drehen und die Linge OA, mit r zu multiplizieren. 
Daraus folgt, daB der Vektor z+ it, der die GréBe (w+ iy)" darstellt, 
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die n-fache Amplitude von x + iy besitzt und einen Radiusvektor gleich 
der »”" Potenz des Radiusvektors von x+y. Liuft nun der Vektor 
OP, einmal in der X Y-Ebene herum, so macht der Vektor OP, =2z-+ it 
n Umliufe in der Z7-Ebene. Mit andern Worten: die durch die Glei- 
chung z+ it =(a+iy)" dargestellte R-Fliiche gibt, auf die X Y-Ebene 
projiziert, eine Riemannsche Fiche mit einem Blatt, auf die Z77-Ebene 
projiziert, eine solche mit » Blattern. Zieht man durch die jeweilige Lage 
von P, den Vektor P,P parallel und gleich OP,, so wird der Punkt P 
eine auf der R-Flache liegende Kurve beschreiben, die, auf die X Y-Ebene 
projiziert, den einfachen Kreis mit dem Radius OP, gibt, auf die Z7-Ebene 
projiziert, den Kreis mit dem Radius OP, aber m mal gerechnet. Man 
erhilt so eine Anschauung fiir das Verhalten der R-Fliche im Nullpunkt, 
wo x+y, als Funktion von z+ i¢ betrachtet, einen Windungspunkt 
(n—1)** Ordnung besitzt. 
§ 16. 
Geometrische Deutung von ri F(a+iy) (dx+idy). 
Wir betrachten die durch die Gleichung 
(1) 2+ it = F(x+iy) 
dargestellte R-Flaiche. In einem Bereich der X Y-Ebene, in dem F regulir 
sich verhilt, ziehen wir eine Kurve A,B, (s. Fig. 2) und pflanzen nun in 
allen Punkten dieser Kurve 
Z die aus (1) sich ergeben- 
den Werte z + it auf: da- 
durch erhalten wir auf 
der R-Fliche die Kurve 
AB. Sei P, ein Punkt 
von A,B, mit den Ko- 
ordinaten x, iy, P der ent- 
sprechende Punkt auf AB, 
so stellt uns der Vektor 
P, P den in P, vorhandenen 
” Funktionswert z+ i¢ von 
(1) dar. Lassen wir P, 
von A, nach B, wandern, 
so tiberfiihrt der Vektor 
P,P dabei eine gewisse 
Fliche, die wir die Vektorfliche nennen. Sei Q, ein P, sehr benachbarter 
Punkt der Kurve A,B,, Q sein entsprechender auf AB, und setze man 
P, Q, = da + idy, so bestimmen die beiden Vektoren P,P und P, Q, einen 








Fig. 2. 
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Produktvektor mit der Ecke P,. Wir nennen ihn dJ. Die vier Kompo- 
nenten von dJ werden bis auf unendlich kleine Gréfen hébherer Ord- 
nung mit den vier Projektionen des Stiicks P,Q,QP auf die Ebenen der 
Komponenten von dJ iibereinstimmen. Bildet man nun 


B 


(2) [Fo +iy) (da+idy), 
A 


so stellt dieses bestimmte Integral die Summe der vier Projektionen der 
Vektorfliche AA, B,BA auf die genannten Ebenen in dem in § 15 namhaft 
gemachten Sinne dar. Nennt man diese vier Projektionen ebenfalls die 
Komponenten der Vektorfliche, so kann man 


B 


(3) [F@t+iy) da+idy) =I 
A 


setzen, wofern man unter J die Summe der vier Komponenten der Vektor- 

fliche AA,B,BA versteht. Man sieht, daB (3) auf eine reelle Funktion 

F(a) der reellen Variabeln x angewendet die gewdhnliche Deutung des 
B 


1 
> 
{ F(a) dx gibt, wenn die X-Achse zur Integrationskurve A,B, genom- 
1 


A 
men wird. 
Beispiel: 


, ° 1 
Es mége das Integral 
r "da + tidy 
(5) J a+ ty 


lings eines um den Ursprung als Mittelpunkt und mit dem Radius 1 in 
der X Y-Ebene beschriebenen Kreises k im Sinne der wachsenden Winkel 
gefiihrt werden. 

Der Kreis schneide die X-Achse im Punkt A, (s. Fig. 3); trigt man 
auf der Z-Achse OA, = 1 ab, so stellt OA, den Funktionswert im Punkt 
A, dar. Die Vektoren OA, und OA, sind die Seiten eines Produktvektors, 
der =1 ist. Wir drehen nun OA, in der X Y-Ebene im Sinne der 
wachsenden Winkel um den Winkel g nach OP,, OA, in der Z7-Ebene 
im Sinne der abnehmenden Winkel ebenfalls um den Winkel @ nach OP,, 
dann hat der durch OP, und OP, bestimmte Produktvektor nach § 15 
ebenfalls den Wert 1. OP, stellt also (wie iibrigens auch aus der durch 
(4) vermittelten konformen Abbildung der X Y-Ebene auf die 77-Ebene 


folgt) den in P, vorhandenen Funktionswert dar. Es ist demnach, wenn P, 


die Koordinaten x, iy hat, OP, = sry P,Q, sei =dx+idy. Wir 
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verlegen nun den Vektor P, Q, parallel mit sich so nach O, dab P, auf O 


fallt und nennen den nach O verschobenen Vektor OQ’. Aus OQ’ und 
OP, bilden wir einen Produktvektor: dieser ist dann = Seay! OP, 
drehe man in der Z7-Ebene um den Winkel g im Sinne der wachsenden 


Zz 








Y 


Fig. 3. 


Winkel bis O.A,, dann mu8 man OQ in der X Y-Ebene um den Winkel » 
im Sinne der abnehmenden Winkel drehen bis OC,. Es ist nun aber 
klar, daB C, auf der Y-Achse liegen mub. Der Produktvektor aus OA, 
und OC, ist somit = ae Der Produktvektor ist aber jetzt mit 
seiner zur YZ-Ebene gehérigen Komponente identisch, da alle anderen 
Null sind. Bezeichnet man die Linge von P,Q, mit ds, so ist OC, der 
Liinge nach ebenfalls =ds; C, hat daher auf der Y-Achse die Koordinate 


i-ds und der Produktvektor aus OA, und OC, hat den Wert ids. Teilt 
man nun den Kreis in lauter gleiche kleine Teile ds, so hat “ery 
iiberall den Wert ids. Es folgt somit das bekannte Resultat 


i=: idy _ Ix 
v4 





a+ ty 
Ebenso zeigt man leicht, dab 
JS @+iy (dx +idy) =0 
¥ 


ist, wo m eine ganze positive oder negative, von —1 verschiedene Zahl ist 





a wae astlUcKtlUlUC CUCU 
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Als zweites Beispiel nehmen wir die Funktion 
(6) 2+ it =(a+ib)(x+iy) + ¢ + id, 
welche eine spezielle R-Fliche nimlich eine Nullebene N darstellt, und 
fiihren das Integral 


(7) J =f (e+it) (dx +idy) 


um ein in der X Y-Ebene liegendes Dreieck A,A,A, und zwar so, daB 
das Dreieck A, A, A, zur Linken liegt. Den Ecken A, A, A, entsprechen 
auf N drei Punkte B,B,B,. Der Vektor A,B, wird nun, wenn A, das 
Dreieck A, A,.A, durchliuft, eine gewisse Vektorfliiche durchfahren; J ist 
dann gleich der Summe der vier Komponenten dieser Vektorfliche. Be- 


zeichnet man diese Komponenten mit J,,, Jy,, Jz Jys, 


(8) T=dI,,+ 5, + Jat Ive 


Ks ist nun, wenn B, die Koordinaten 2,, y,, 2,, 4, hat, wie man leicht zeigt 


so ist 


% a 1 : ly & 1 
(9) I. + I= - ; Hy % 1\)— 5 le # 11, 
Itz 2 1 Ys fs 1 | 
|" 4 1 a t 1 
(10) Jy,t+In=—>\% % Il—tla % 1). 
ls % 1 t t, 1| 


Da nun aber nach (6) 
(11) 4=an,—by,t+e; t=—ba,+ay,+d 
ist, so sieht man, daB die rechten Seiten von (9) und (10) identisch ver- 
schwinden. Daraus folgt 
(12) [+ it) (dx+idy) =0. 
A; Aa As 

Gleichung (12) stellt einen speziellen Fall des Cauchyschen Integralsatzes 
dar. Das Bestehen der Gleichung (12) ist auch der AnlaB gewesen, warum 
wir eine Ebene mit der Gleichung (6) eine Nullebene nannten. Ebenso 
wollen wir jedes in einer Nullebene liegende Dreieck ein Nulldreieck 
nennen. Weil nun die Tangentialebenen jeder R-Fliche Nullebenen sind 
(vgl. § 10), so kann man von hier aus einen Beweis des Cauchyschen 
Integralsatzes fiir eine beliebige R-Fliche gewinnen. Wir skizzieren kurz 
den Gang desselben. 

Es sei in der X Y-Ebene ein zusammenhiingender Bereich 8 mit den 
Grenzkurven [,, [,,--- gegeben und die Funktion 


(13) z2+it=F(x+iy) 
sei in $ (einschlieBlich der Grenzkurven) eindeutig erklirt, sie werde in 
38* 
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% nirgends unendlich und besitze an jeder Stelle von 8 eine endliche 
Ableitung. Mit anderen Worten: wir setzen voraus, daB die durch (13) 
dargestellte R-Fliche in allen Punkten von $8 eine Tangentialebene be- 
sitze (vgl. § 10). Wir teilen nun den Bereich 8 in lauter unendlich 
kleine Dreiecke; diesen unendlich kleinen Dreiecken der X Y-Ebene werden 
auf der R-Fliche wegen der Existenz der Ableitung von F' ebenfalls 
unendlich kleine Dreiecke entsprechen. Jedes von diesen ist ein Null- 
dreieck, weil es in einer Tangentialebene der R-Fliche liegt. Nun fiihren 
wir das Integral 


(14) {@+it) de+idy) 

um jedes der Dreiecke von 8 so herum, da das Dreieck zur Linken liegt. 
Die Summe dieser Integrale ist Null, weil jedes einzelne Integral Null 
ist (genauer: unendlich klein von der dritten Ordnung, wenn die Seite 
eines Dreiecks des Bereichs 8 unendlich klein von der ersten Ordnung ist). 
Da nun jede Dreiecksseite, die der Begrenzung nicht angehédrt, zweimal 
in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wird, so heben sich die ent- 
sprechenden Betrige der Integralsumme fir diese Dreiecksseiten auf. Die 
Integralsumme stellt also den Wert dar, den man erhilt, wenn man das 


Integral (14) um die Grenzkurven [,,[f,,--- so fiihrt, daB B stets zur 
Linken liegt. Da aber die Integralsumme Null ist, so gilt das gleiche 
fiir das lings der Grenzkurver [,,1,,--- gefiihrte Integral. Damit ist 


aber der Integralsatz bewiesen. 

Man sieht, daB die Giiltigkeit des Satzes durch die Orientierung der 
Tangentialebenen der R-Fliiche bedingt ist und da8 zum Beweise nur die 
Existenz, nicht aber auch die Stetigkeit der Ableitung von F'(a#+iy) 
vorauszusetzen ist, wie dies auch Goursat*) neuerdings gezeigt hat. 


*) Vgl. Encyklopiidie der math. Wiss. I1B1, (Osgood), FuBnote 16. 
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Generalization of the Hamiltonian Groups*). 
By 


G. A. Minier of Stanford University, California. 


If 2” is the highest power of 2 which divides the order of any 
group G, the number of the subgroups whose order is half of the order 
of G is 2?—1, ram. In every Hamiltonian group r=m—1. The 
main object of the present paper is to study all the groups in which 
r=m—1. It will be found that the Hamiltonian groups constitute a 
very special category of these groups, and that several larger categories 
are almost equally elementary and fundamental in the general theory of 
groups. As the groups of order p”, p being any prime, which contain 
just 1+ p+p?+---+p™-* subgroups of order p"~* are fundamentally 
related to the groups in question (especially when p = 2), we shall first 
determine all of these groups. 


§ 1. 
The groups of order 2” which contain just 2”-!— 1 subgroups 
of order 2”*-'!, 


The operators which are common to all the subgroups of order 2"~! 
in any group of order 2” constitute an invariant subgroup with respect 
to which the quotient group is abelian and of type (1, 1, 1,---)**). The 
number of the subgroups of order 2”~' is equal to the number of the 
operators of order two in this quotient group. Hence all the groups 


*) The following references relate to Hamiltonian groups: Dedekind, Mathe- 
matische Annalen, vol. 48 (1897), p. 548; Miller, Comptes Rendus, vol. 126 (1898), 
p. 1406; Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 4 (1898), p. 510; Ibid. 
vol. 5 (1899), p. 292; d’Alessandro, Giornale di matematiche, vol. 37 (1899), p. 138; 
Wendt, Mathematische Annalen, vol. 59 (1904), p. 189. Cf. Burkhardt, Math. 
Enc. IA6, vol. 1, p. 223; Weber, Algebra, vol. 2, 1899, p. 129. 

**) Bauer, Nouvelles Annales de Mathématiques, vol. 19 (1900), p. 509. 
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included in the heading of this section must be such that all the sub- 
groups of order 2"~' have just 2 common operators. Since these com- 
mon operators include the square of every operator in the entire group, 
there is just one abelian group of order 2", m>1, in which the number 
of the subgroups of order 2™~' is 2™-'—1; viz. the group of type 
(2,1,1,---). In what follows G will represent a non-abelian group 
satisfying the conditions specified in the heading of the section. The 
commutator of order 2 will be represented by c. 

Since the square of every operator of G is either ¢ or the identity, 
G must be composed of operators of orders 2 and 4 in addition to the 
identity. Every cyclic subgroup of order 4 must be invariant since it 
includes c. There are always some non-invariant operators of order 4 
in G; for, if every operator of order 4 were invariant, the product of 
any two operators of order 2 would be of order 2*); that is, all the 
operators of order 2 would be commutative. Hence G would be abelian, 
which is contrary to the hypothesis. 

Let s,, sy, 8, represent any three non-commutative operators of G 
such that s,s, —s,. It was observed above that at least one of these 
operators is of order 4. If two of them are of order 4 the third must 
be of the same order, since each is transformed into itself multiplied 
by ¢ by each of the other two. This follows also directly from the 
law of multiplication in the quaternion group. Hence we have the 
followimg rules in regard to the order of the products of two operators 
in G: The product of two non-commutative operators of the same order is 
of order 4, the product of two commutative operators of different orders is 
of order 4**), the product of two non-commutative operators of different orders 
is of order 2, the product of two commutative operators of the same order 
is of order 2 or the identity. 

When G contains an invariant operator of order 4 the number of 
its operators of order 4 is half of its order. That is, the number of its 
operators of order 4 is one more than the number of its operators of 
order 2 whenever G contains an invariant operator of order 4. This 
follows directly from the fact that the product of this invariant operator 
into any operator of order 2 or the identy is of order 4, while the 
remaining products are of order 2 or the identity. Since every non- 
invariant operator of G belongs to a subgroup H of order 2”-}, it 
follows that at least one-fourth of the operators of G must be of order 4. 
This is the actual number of such operators in the octir group; i. e. in 


*) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 7 (1901), p. 424. 
**) The identity is not included among these commutative operators. 
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the group which corresponds to the movements transforming a square 
into itself, the dihedral rotation group of order 8. 

The converse of the theorem proved in the last paragraph is also 
true; viz., G must contain an invariant operator of order 4 whenever it 
contains just 2"-* operators of this order. The proof of this is, however, 
somewhat more difficult. It may be effected as follows: Suppose that G 
contains just 2"~1 operators of order 4 without containing any invariant 
operator of this order. The operators of G which are commutative with 
one of its operators s of order 4 constitute a subgroup H of order 
2"-1 which contains just 2"-* operators of order 4 according to the 
preceding paragraph. Hence the remaining operators of G (G@— H) must 
contain 2"~* operators of each of the orders 2 and 4. 

Let ¢ be any operator of order 2 contained in G— H, and let H’ 
represent the subgroup which is composed of the 2"-* operators of H 
which are commutative with ¢ It will now be proved that H’ contains 
just 2"-* operators of order 4. The product of ¢ and any operator of 
order 4 in H’ is of order 4. This is also the order of the product of ¢ 
into any operator of order 2 contained in H — H’. That is, the 2”-? 
operators of order 4 in G— H are obtained by multiplying ¢ into the 
operators of order 4 contained in H’ and into the operators of order 2 
contained in H—H’. As H contains just 2"-? operators of order 4, HH’ 
must contain 2”~* operators of this order, a larger number would lead 
to more than 2”~* operators of order 4 in G— H, and a smaller number 
would lead to less than 2”~* such operators in G — H. 

If H’ contains no invariant operator of order 4 it satisfies the same 
conditions as were supposed to be satisfied by G. As it is of lower 
order than G, this case may be dismissed since it may be supposed 
that G is the group of lowest order which satisfies the given conditions. 
If H’ contains any invariant operator of order 4 this must be com- 
mutative with s, which is not in H’, and hence it must be invariant 
under H. As it would also be commutative with ¢, it would be com- 
mutative with every operator of G, which is contrary to the hypothesis. 
That is, G cannot contain just 2"-' operators of order 4 unless it also 
contains an invariant operator of this order. In other words, the necessary 
and sufficient condition that G contains just 2"-*' operators of order 4 is 
that one of its operators of this order is invariant. 

Each non-invariant operator ¢ of G is transformed into itself by a 
subgroup (H) of order 2"~* and may be said to belong to H. Conversely, 
we shall say that H belongs to ¢ We proceed to prove that the number 
of operators which belong to H is equal to the number of invariant 
operators of G. These invariant operators constitute a subgroup which 
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will be denoted by J. It is clear that all the products obtained by 
multiplying ¢ into the operators of J belong to H, and that each of 
these products is transformed into itself multiplied by ¢ by every operator 
in G~—H. If there were any other operator in G belonging to H, it 
would also be transformed into itself multiplied by ¢ by every operator 
in G— H. The products obtained by multiplying ¢ into all the operators 
which belong to H must therefore be transformed into themselves multiplied 
by c? = 1 by every operator in G— H. That is, all these products are 
invariant under G. In other words, the nomber of the operators which 
belong to H is equal to the order of J. 

From the preceding paragraph it follows that the number of the 
different subgroups which belong to the different operators of G is equal 


. G bi 
to the number of operators of order 2 in As this is equal to the 
. fae : 
number of maximal subgroups in z, it follows that every possible sub- 


group of G which includes J and is of order 2™~-', belongs to some operators 
of G. By means of this fact it is easy to prove that the number of 


; , a , et i 

invariants in -- must be even*). As this is clearly true when the order 
of G is 8 it is only necessary to prove that it is true for G whenever 
it is true for any subgroup H of order 2”~-' contained in G. Either 
just half of the invariant operators of H, or all of these operators are 


° ‘ AP ; 
also invariant under G. In the former case the order of 7 8 four times 


the order of the group of cogredient isomorphisms of H, since none of 
the operators in G— H can be commutative with every operator of G. 
In the latter case G — H contains operators which are commutative with 
every operator of G**) and hence G has the same group of cogredient 
isomorphisms as H has. That is, the group of cogredient isomorphisms of G 
is either the same as that of H or it is the direct product of the latter and 
the four-group. Hence G contains no abelian subgroup of order 2”~! 


— : ’ 3 
whenever the order of Ft exceeds 4. When this order is 4 there are just 


three abelian subgroups of order 2”~'. 
By selecting an arbitrary operator from each of the divisions of G 


‘ ye » & , 
which correspond to a set of independent generators of we obtain the 


? 


generators of an invariant subgroup of G whose order is twice the order 


*) Fite, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 3 (1902), p. 342. 

**) Each operator of G — H must transform H according to one of the operators 
in its group of cogredient isomorphisms since every subgroup of order 2”~* which 
includes the invariant operators belongs to some operators of H. 
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of —- G includes the direct product of this subgroup and any subgroup | 


of J which does not include c. When J contains no operator of order 4, 
the latter subgroup may*be so selected that its order is half the order 
of J. In this case G is the direct product of these two subgroups. Hence 
the type of the first subgroup is independent of the manner in which 
its generators were selected whenever J includes no operators of order 4. 
lt will soon be seen that this is not the case when J contains operators 
of order 4. When J includes no operator of order 4, G is the direct product 
of an abelian group of type (1,1,1,---) and a non-abelian group which 
contains only two invariant operators and has the same group of cogredient 
isomorphisms as G has*). 

When J includes operators of order 4, we may extend the group 
obtained at the beginning of the preceding paragraph by adding to its 
generators an arbitrary operator of order 4 from J. In this way there 


ie . » & , 
results a group whose order is four times the order of —, and G@ is the 


J 
direct product of this group and any subgroup of type (1, 1, 1,---) 
selected from J in such a manner that it includes one-fourth of the 
operators of J without including c. To find all the G’s whose group of 
cogredient isomorphisms is of order 2?" it is therefore only necessary to 
find all the G’s of order 2?" +! which contain only 2 invariant operators, 
together with all those of order 22+? which contain two invariant 
operators of order 4. For every higher order there is one and only one 
G whose group of cogredient isomorphisms is of order 2" and which 
depends upon one of these G’s of minimum order having such a group 
of cogredient isomorphisms. 

We shall now prove that there is only one G of order 2°"+? having 
invariant operators of order 4 and a group of cogredient isomorphisms 
of order 2°", This will prove that there is only one group of order 
22m +4 2 > 2, which satisfies these conditions. We shall prove the given 
theorem by observing that if there were two such groups (G,, G,). they 
could be made simply isomorphic. Each of these two groups would 
contain a subgroup of order 2?":+' whose group of cogredient isomorphisms 
would be of order 2?"~-*. We may assume that only one type of such 
subgroups can be constructed, since its group of cogredient isomorphisms 
is of a lower order than that of the groups in question. Since G —H contains 
an operator of order 2 which is commutative with all the operators of 
any given subgroup of order 2", which is contained in H and includes 





*) The latter group may coincide with G. That is, the theorem has no value 
when G contains only two invariant operators. 
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only four of the invariant operators of H, the two groups G,, G, could 
clearly be placed in a simple isomorphism. That is, there is only one 
such group. In other words, all such groups are simply isomorphic. 

When the order of G is 2?™+1 it must again contain an H which 
includes invariant operators of order 4 and has a group of cogredient 
isomorphisms of order 2?"~—*. Just as before, G— H contains operators 
which are commutative with all the operators of any subgroup of order 
2-1 contained in H and including only 2 of its invariant operators. In 
this case these operators may, however, be all of order 2 or all of 
order 4. Hence there are two possible groups, the one containing 
2™:(2":-+1) operators of order 4 while the other contains only 2™(2™—1) 
operators of this order as may be readily proved by induction. Hence 
there are two and only two G’s of order 2°™+4, 2>1, which contain no 
invariant operator of order 4 and have a group of cogredicnt isomorphisms 
of order 2?™. 

The former of these two systems of groups of order 2?™+* (that is, 
the one which is based upon the group of order 2°"+! which contains 
just 2%(2"+41) operators of order 4) is composed of the Hamiltonian 
groups*) of order 2", when m, has the special value unity while 2 has any 
value greater than 0. As every possible Hamiltonian group is the direct 
product of a Hamiltonian group of order 2“ and an abelian group of odd 
order, and every such direct product is a Hamiltonian group**), the 
preceding developments generalize the fundamental theorems relating to 
Hamiltonian groups. 


© 


§ 2. 


The groups of order p” which contain just 1+ p+ p*?+---+p™"-? 
subgroups of order p”~-', p being any odd prime. 


Just as in the preceding section, these groups may be defined as all 
the groups of order p™ which are such that their total number of sub- 
groups of order p”~' has just p common operators. When such a group 
is abelian it is again of type (2,1,1,1, --). In the following developments 
it will be assumed that G is non-abelian and satisfies the conditions 
specified in the heading of this section. The main difference in the 
developments of this section and those of the preceding section is due 
to the fact that, when p is odd, these groups are always conformal ***) 

*) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 3 (1897), p. 218. 

**) Ibid. vol 4 (1898), p. 514. 

***) Two groups are said to be conformal when they contain the same number 
of operators of each order (Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 2 
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with abelian groups, while this is not the case when p= 2. Moreover, 
an abelian group of type (1, 1,1,---) may be conformal with a non- 
abelian group when p> 2, but this cannot happen when p = 2. 

If G involves an operator of order p® it must be conformal with 
the abelian group of type (2,1,1,1,---), and hence it must contain a 
subgroup of order p”"~* which includes no operator of order p*. The 
subgroup of G which is composed of its invariant operators will again 
be denoted by J, and the subgroup which is composed of all the operators 
of G which are commutative with any non-invariant operator will be 
denoted by H. Just as in the preceding section it may be proved that 
the number of the different operators of G which belong to H is p—1 
times the order of J, and hence that every subgroup of G which includes 
J and is of order p”~' belongs to some non-invariant operators of G. 
In particular, every G contains a subgroup of order p”™-* which has at 
least p*® invariant operators. 

When J involves no irvariant operator of order p*, G is the direct 
product of an abelian group of type (1,1,1,---), which is found in J 
but does not involve the commutator subgroup of -G, and the group 
generated by selecting an arbitrary operator from each division of G 
which corresponds to an operator in any set of independent generators 


of =- The latter group contains the same group of cogredient isomor- 


phisms as G does and includes only p invariant operators. When G 
contains only p invariant operators, these two groups are identical. In 
the case when J contains operators of order p*, any one of these operators 
may be added to the given generators. The order of the group obtained 


in this way is equal to that of 5 multiplied by p*, and G is the direct 
product of this group and an abelian group of type (1, 1, 1,---). That 3 


involves an even number of invariants follows in the same way as in the 
preceding section. 

In the preceding section it seemed best to emphasize the group 
which contains just two invariant operators of order 4, and to employ 
this in the construction of all the other groups, after proving that there 
is only one such group of order 22+", m,>0O. In the present section 
it seems easiest to start with the group of order p?”+! which contains 
just p invariant operators and involves no operator of order p*. It was 
proved that G contains either such a group, or an abelian group of 





(1896), p. 140). That all these G’s are conformal with abelian groups is due to the 
fact that an operator cannot have more than p conjugates. (Cf. ibid. vol. 7 (1901), 
p. 351.) 








604 G. A. Mrvver. 


order p”~' and of type (1,1, 1,---). We shall first prove that there is 
only one such group for every value of m, > 0. 

If there were two such G’s, each of them would contain an H of 
order p”~-' which would contain p® invariant operators. As the group 
of cogredient isomorphisms of these H’s would be of a lower order than 
that of G we may assume that these H’s are simply isomorphic. The 
operators of these G’s would have to transform some of the invariant 
operators of each of these H’s into themselves multiplied by a com- 
mutator of order p. It follows directly that the conditions*) for simple 
isomorphism are satisfied and hence there is only one such G of order 
pe™+! By adding to such an H an operator of order p* which trans- 
forms H in the same manner as one of the operators in G— H does, 
and has for its square one of the commutators of G, there results another 
group of order p?"+', which has the same group of cogredient iso- 
morphisms as G has. That is, there are just two groups of order p*™*}, 
m,>0, which contain only p invariant operators. One of these is con- 
formal with the abelian group of type (1,1,1,---), while the other is 
conformal with the abelian group of type (2,1, 1,---). 

There is one group of order p?™+?, m,>0, whose p* invariant 
operators are generated by a single operator. In this case, the subgroup 
of order p"~* which does not include any operator of order p® has the 
same group of cogredient isomorphisms as G has. Since two such H’s 
could be made simply isomorphic if there were two such G’s, and since 
there would be invariant operators of order p*? in the G’s but not in 
the H’s, it follows directly that the G’s could be made simply isomorphic. 
Hence, all G’s whose group of cogredient isomorphisms is of order p?™, are 
the direct producis obtained by multiplying an abelian group of type 
(1, 1, 1,---) into three groups, — two of these are of order p*™+! and 
the third is of order p*™+*. Moreover, all such direct products satisfy 
the conditions specified in the heading of this section. This result may 
also be expressed as follows: There are just three G’s of order p®™*4, 
A> 1, which have a group of cogredient isomorphisms of order p*"; 
when 4=1, there are only two such G’s. 


§ 3. 


Conclusion. 


By forming the direct product of one of the groups determined in 
the preceding sections and of some group whose order is not divisible 


*) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 3 (1897), p. 218. 
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by the particular prime p, there results a group involving a Sylow 
subgroup*) of order p” and containing just 1 + p+ p?+---+ p"-® in- 
variant subgroups of index p. It was observed above that the Hamil- 
tonian groups result by choosing both of these factors in a very special 
manner. The second factor in the given direct product may be chosen 
in a more general way, as follows: Take any group for this factor which 
is such that its Sylow subgroup of order p* is also one of its quotient 
groups, and that this quotient group is abelian and of type (1, 1, 1,---). 
In all the groups obtained in this manner, the Sylow subgroups are the 
groups determined in the preceding sections. 

Another interesting category of groups involving 1 + p+----+ p™-* 
invariant subgroups of index p is obtained by forming the direct products 
of an abelian group of type (1, 1,1,---) and any group containing a 
Sylow subgroup of order p but no invariant subgroup of index p. These 
groups can occur only when p> 2**), and their Sylow subgroups of 
order p™ are abelian and of type (1,1, 1,---). It should be observed 
that the Sylow subgroups of order p” must belong either to one of the 
systems determined in the preceding sections or to the abelian groups of 
type (1, 1, 1,---), whenever the group contains just 1+ p+ p*?+---+ p™-? 
invariant subgroup of index p. When p= 2, this Sylow subgroup must 
belong to the systems determined in § 1 since there is a characteristic 
subgroup of odd order in every group which contains a Sylow subgroup 
of order 2***). In other words, if any group contains just 2"-!— 1 
subgroups of half its order, its Sylow subgroup of order 2™ must contain 
the same number of subgroups of order 2™~*+). 

The groups of § 1 could also have been defined as the groups of 
order 2” which contain operators of order 4 but none of order 8, and 
whose operators of order 4 have a common square. This is at once 
evident from the fact that all these groups contain a characteristic sub- 
group of order 2 with respect to which the quotient-group is abelian 


m m+1 


*) If the order of a group is divisible by p” but not by p”™’, its subgroups 


of order p” are called Sylow subgroups. 


**) cf. Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 5 (1899), p. 229. 
***) The necessary and sufficient condition that any group G contains just 
itp+p?+---+p™~* invariant subgroups of index p is that the common 


operators of all the invariant subgroups of index p give rise to a quotient group 


of order p™~*. 


m—1 
*,p » 


° ° ° ° 2 38 
Hence G must also contain invariant subgroups of index p*, p”*,-- 


+) While a group of any order cannot have more invariant subgroups of 


index p® than one of its Sylow subgroups has, it may have a smaller number of 
such subgroups. 
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and of type (1, 1, 1,---). Hence all of the theorems of § 1 apply to 
the groups defined by these conditions. It is somewhat remarkable that 
the number of these groups of order p?™+* which have a group of 
cogredient isomorphisms of order p?” is independent of the value of p 
even if the types of the groups of order 2” are quite different from those 


of order p™, p> 2. 


Stanford University, Cal., October 1904. 
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Bemerkung und Fehlerverzeichnis zu meiner Arbeit ,,Zur Theorie 
der Moduln und Ideale“. 
(S. 20—116 dieses Bandes ) 


Von 


E. Lasker in New-York. 


Der Satz (S. 51), daB die Formen eines Primmoduls P ein irreduzibles 
Gebilde C gemein haben, und jede Form, die C enthilt, P angehért, 
kann so aus dem Satze von Hilbert, welcher auf S. 46 angegeben ist, 
gefolgert werden: Seien die den Formen von P gemeinsamen Gebilde mit 
C,,--+,C; bezeichnet und seien F,, ---, /’; Formen, die beziehungsweise 
(,,-++, C; enthalten, so folgt nach Bestimmung der Zahl k des Satzes 
von Hilbert 

Fi .-- F} =0 mod P, 


also entweder F', = 0 mod P, oder F', = 0 mod ?, -- - (nach der definieren- 
den Eigenschaft der Primmoduln) und somit die aufgestellte Behauptung. 
Ks ist aber nicht unwesentlich, zu bemerken, da die Behauptung auch 
ohne die Zuhilfenahme des zitierten Satzes von Hilbert sich erweisen laBt, 
so daB sich vielmehr umgekehrt der Satz von Hilbert aus Satz X, S. 56 
folgern liBt. Das Beweisverfahren ist wie folgt. Zunichst sei angenom- 
men, da8 die Formen von P nur Punkte gemein haben. Ist uw eine 
Linearform, die nicht P angehért, so ist w relativ prim zu P; nach 
Satz VIII, dessen Beweis keinerlei Voraussetzungen nétig macht, ist 
dann also H(P,u) = A,H(P). Enthilt w keinen der den Formen von P 
gemeinsamen Punkte, so ist H(P,u) =O nach Satz VI. Also ist 
A, H(P)=0, H(P) eine von 0 verschiedene Konstante. Giibe es eine 
Form u, welche nicht in P enthalten ist, die aber dennoch einen der 
den Formen von P gemeinsamen Punkte enthielte, so kénnte H(P, wu) 
nicht 0 sein. Demnach kann es keine solche Form uw geben. Die Be- 
hauptung ist somit klar fiir Primmoduln der Mannigfaltigkeit 1. Danach 
ist Satz VII fiir Moduln der Mannigfaltigkeit 1 giiltig. Ist P jetzt von 
der Mannigfaltigkeit 2 und enthilt wu keines der den Formen von P 
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gemeinsamen Gebilde der Mannigfaltigkeit 2, so ist wieder nach Satz VIII 
 H(P, uv) = A,A(P), also H(P) eine lineare Funktion von R. Giibe es 
eine Form u, die nicht in P enthalten, also relativ prim zu P wiire, 
obwohl sie eines der den Formen von P gemeinsamen Gebilde der Mannig- 
faltigkeit 2 enthiilt, so miiBte H(P,u) von R unabhiingig sein. Die 
Formen von (P, «) haben aber ein irreduzibles Gebilde C der Mannigfaltig- 
keit 2 gemein, und die Gesamtheit der Formen, welche C enthalten, bilden 
einen Primmodul TT, zu dem alle Formen von (P,«) gehéren. Auch ist 
die Hilbertsche Funktion von TT als eines Primmoduls der Mannigfaltig- 
keit 2 nach obigem linear. Also kann nicht H(P,u) konstant sein, und 
die aufgestellte Behauptung folgt daher, wie man leicht sieht, fiir Prim- 
moduln der Mannigfaltigkeit 2. Genau so kann man weiter schlieBen 
und die Behauptung durch Induktion erweisen. 

Alle diese Schliisse sind ohne weiteres iibertragbar auf Ideale (Kap. il), 
auf die Algebra in S (Kap. IV) und auf die P-Moduln des Kap. III, 


eine Erweiterung des Satzes von Hilbert ist demnach unndtig. 


Fehlerverzeichnis. 


Seite 23, Zeile 5 v. u. lies ri, rg, ---, r%. 

ibi Q2wv (5 » 4 >» \u 

ibid. ae. ae 214, <P, ++ 1%, >< Pa) / 
‘ > lod t, s > , 7 4 4 ‘ 
Seite 74, Zeile 16: statt eT, a se lies wheats’ shaaa™ 

- ~~ 8: ~ Sel? Se Se, fy. 
Seite 95, ,, 23: , ,eimem“ ,, ,,seinem“. 

a 7 v. u. bis 4 v. u. an Stelle des Satzes ,so - - - Ordnung“ ist zu 


lesen: ,,80 findet man bei Anwendung der friiher benutzten SchluBreihe und Satz I, dab 


- Fp: , ow“ 
M == (%41, a)? ’ “,— 1,41) ; 
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Die Vortrage und Aufsatze iiber Fragen des mathematischen 
und physikalischen Unterrichts an unseren hdheren Schulen, 
welche hiermit der Offentlichkeit gesammelt iibergeben werden, 
verdanken ihre Entstehung in der Hauptsache dem Ferienkursus, 
welcher Ostern dieses Jahres fiir Oberlehrer der Mathematik 
und Physik in Gottingen abgehalten wurde. Die padagogischen 
Ausfiihrungen und Gesichtspunkte, welche den Zuh6rern da- 
mals unterbreitet wurden, diirften bei dem grofen Interesse, 
welches sich eben nun allen Fragen des mathematischen und 











U 


naturwissenschaftlichen Unterrichts erfreulicherweise zuwendet, 
auch einem weiteren Kreise willkommen sein. Inzwischen hat 
einer der Herausgeber bei der allgemeinen Diskussion, welche 
die in Breslau abgehaltene Naturforscherversammlung iiber den 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht an den 
hdheren Schulen letzthin veranstaltete, als Referent itiber den 
mathematischen und physikalischen Unterricht fungiert und der 
vorliegende Sammelband mag ebenso als eine weitere Aus- 
fihrung verschiedener dort nur gestreifter Fragen gelten, wie 
der andere Band, der unter dem Titel: ,Uber angewandte 
Mathematik und Physik in ihrer Bedeutung fiir den Unterricht 
an den hdheren Schulen“ bereits vor vier Jahren im gleichen 
Verlage erschienen ist. Die einzelnen Teile des neuen Bandes 
sind urspriinglich getrennt in drei Heften ausgegeben worden 
und auch als solche sowie in 2 Teilen (It. Inhaltsverzeichnis) zu 
beziehen, weil sich die verschiedenen Aufsatze in der Tat zum 
Teil an verschiedenartige Leserkreise wenden (erstes Heft: Klein, 
Gotting; zweites Heft: Behrendsen, Bose, Riecke, Stark, Schwarz- 
schild; drittes Heft: Schilling). 

Die Thesis, welche der Verfasser im mathematischen Teile 
verteidigt, geht dahin, daB im Hinblick auf die allgemeinen 
Kulturbediirfnisse der heutigen Zeit der Funktionsbegriff in 
geometrischer Fassung in sehr viel hodherem MafSe in den 
Mittelpunkt des mathematischen Unterrichts der héheren Schulen 
geriickt werden soll, als friiher tiblich war, womit von selbst 
eine geeignete Einfiihrung der Grundbegriffe der Differential- 
und Integralrechnung in den Schulunterricht gegeben sein wird. 

Der zweite Teil enthalt die bei jedem Kurse gehaltenen 
Vortrage aus den Gebieten der Physik und Astronomie insoweit, ~ 
als ihr Inhalt in naherer Bezichung zu dem physikalischen und 
astronomischen Unterrichte an héheren Schulen steht. 

Im dritten Teil hat der Verfasser es unternommen, in leicht 
verstandlicher Weise das ganze groBe Gebiet der Anwendungen 
der darstellenden Geometrie zur Besprechung zu bringen. 

Besonders eingehend ist die Photogrammetrie behandelt, 
namentlich weil eine einfache Einfiihrung in dieses Gebiet 
iiberhaupt bisher nicht existiert. 

Die den Schillingschen Entwicklungen beigegebenen zahl- 
reichen Figuren bedingten aus technischen Griinden eine etwas 
andere Art der Drucklegung, als bei den vorangegangenen 
Aufsatzen eingehalten war. 
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bestellt der Unterzeichnete hiermit das im Verlage von B. G. Teubner in 
Leipzig soeben erschienene Werk [zur Ansicht]: 


Klein u. Riecke, Neue Beitraige zur Frage des 
mathematischen und physikalischen Unter- 
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MIT 151 FIGUREN UND 5 DOPPELTAFELN 


Fig. 75. Bahneinschnitt im Stadtwalde zu 


Siuakfat a. We [Vl u. 198 S.] gr. 8 1904. geb. MH 5.— 


In den neuen preufischen Lehrplanen fiir héhere Schulen von 1901 
wird ausdriicklich darauf hingewiesen, daf im Unterrichte der Mathematik 
auch deren Anwendungen auf andere Gebiete, sei es des Lebens, sei es 
der Wissenschaft, hervorgehoben werden sollen. In engster Verbindung 
damit steht die LEinfiihrung der ,angewandten Mathematik“ in den 
Universitatsunterricht entsprechend der Priifungsordnung von 1898, nach 
der in diesem Fache eine besondere Facultas bei der Lehramtsprifung 
erworben werden kann. Darstellende Geometrie, Technische Mechanik 
und Geodasie bilden kurz gesagt die einzelnen Gebiete der ,,angewandten 
Mathematik“, soweit sie fiir die genannte Priifung umgrenzt ist. Um nun 








die Bedeutung der darstellenden Geometrie fiir die Anwendungen tiber- 
haupt, diesem ganzen Entwicklungsgange gemif, in umfassender Weise 
zur Anschauung zu bringen, hat der Verfasser in den vorliegenden Vor- 
tragen, die er zu Ostern 1904 bei Gelegenheit des Ferienkurses fiir Ober- 


lehrer in GOttingen gehalten hat, es unternommen, in leicht verstindlicher 








Figur 1roga. Gittingen. Erste Aufnahme: vom Rohns. 








Figur rogob. Giéttingen. Zweite Aufnahme: vom Pavillon. 








Figur rogc. Giéttingen, Dritte Aufnahme: vom Eulenturm. 
Weise das ganze grofie Gebiet der Anwendungen der darstellenden 
Geometrie zur Besprechung zu bringen. 

Uberall sind die allgemeinen Entwicklungen durch spezielle Beispiele 
und zahlreiche Figuren erlautert, und, um weiter gehende Studien ankniipfen 
zu konnen, ist stets in umfassender und genauer Weise auf weitere Literatur 
verwiesen, Ganz besonders wird der Gegenstand des letzten Kapitels 
behandelt, was etwa die Halfte des ganzen Werkes einnimmt, besonders 
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Aus dem Vorwort zur zehnten Auflage. 


In der Anordnung schlieBt sich diese Auflage — das 23. bis 
27. Tausend —, bis auf kleine Umstellungen in den Tabellen, der 
vorigen an. Neu aufgenommen sind u. a. die folgenden Gegenstiinde. 

Bei der Konstantenbestimmung mit kleinsten Quadraten fehlte 
es in der Literatur an einer brauchbaren allgemeinen Methode, welche 
die Fehler auf alle beobachteten GréBen zu verteilen gestattet; eine 
solche Methode ist zugefiigt worden. Herrn Helmert, der die Grund- 
lage der Entwicklung freundlichst mitteilte, wird mancher Leser 
dafiir dankbar sein. 

Genannt seien ferner die Abschnitte: Spezifische Wirme von 
Gasen, Diffusionskonstante, Beobachtungen an ionisierten Gasen, ein 
Schema der Messungen am Drehstrom; sodann die optischen Pyro- 
meter, das astatische Torsions-Magnetometer, die elektrischen Wellen- 
messer; auch die kritischeren Behandlungen der Reibungskapillaren 
und des Quadrantelektrometers verdienen erwiihnt zu werden. 

Unter den Tabellen darf besonders auf diejenigen fiir die physi- 
kalischen Eigenschaften der Gase hingewiesen werden, welche von 
den Herren Holborn und Scheel zusammengestellt worden sind; so- 
dann etwa auf eine Sammlung elementarer mathematischer Formeln. 

Je weniger ich bei diesen Erweiterungen und bei der Kritik des 
friiheren Textes den eigenen Augen zumuten durfte, um so dankbarer 
bin ich u. a. den Herren Hallwachs, Henning, Jaeger, W. Kohlrausch, 
Liebenthal, v. Steinwehr, Wiebe fiir vielseitige Hilfe; ganz besonders 
aber den Herren Holborn, Scheel und Griineisen fiir ihre hingebende 
Unterstiitzung bei der Ausarbeitung und Drucklegung. Zahlreiche 
und wertvolle, sowohl kritische wie erweiternde Ratschlige verdankt 
auch diese Auflage Herrn Dorn. 

Eine der schwierigsten Fragen bildet fiir ein solehes Buch die 
Zahl; wie viele Stellen soll die Tabelle usw. angeben? Wenn man, 
wie ich durch das Buch, jetzt 36 Jahre hindurch verpflichtet war, 
die Resultate der Konstantenbestimmungen zu verfolgen, so hat 
man sich iiberzeugt, daB die Versuchsfehler zum grofen Teile nur 
langsam eingeengt werden. Es liegt nun freilich fiir den Verfasser 
wie fiir den Leser einer neuen Experimentalarbeit stets die Ver- 
suchung nahe, das Resultat, weil es Fehlerquellen der friiheren zu 
vermeiden sucht, fiir das zuverlissigere zu halten; aber nicht selten 
wird man hinterher eines besseren belehrt. Besonders auch in der 
Neuzeit, wo im allgemeinen rascher verdffentlicht wird als friiher, 
muB man bei der Bevorzugung neuer Resultate manche Vorsicht 
anwenden. 

Man umschifft die Klippen — und das ist in den alten Auf- 
lagen dieses Buches meist geschehen — dadurch, daS man die 
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Zahlen nur in den sicherstehenden Dezimalen wiedergibt. Fir 
Zwecke des Unterrichts und technischer Anwendungen wird man so 
verfahren. Der Physiker wiinscht aber oft mit Recht, auch von 
einer noch nicht feststehenden Dezimale wenigstens den zur Zeit 
wahrscheinlichen Wert zu kennen. Diesem Bediirfnis gibt das Buch 
jetzt mehr als friiher nach; natiirlich unterliegen hierdurch die 
letzten Stellen nicht ganz selten einer Schwankung. 


Es ist begreiflich, daB man sich bestrebt, Verabredungen zu 
treffen, nach denen einem jeden Formelbuchstaben eindeutig an- 
gesehen werden kann, welche GréBenart er darstellen soll. Zur 
Einigung haben diese Bestrebungen noch nicht gefiihrt, und man 
wird zweifeln miissen, ob sie dazu fiihren werden. Die in Physik, 
Chemie, Elektrotechnik usw. vorkommenden GréBenarten sind eben 
zahlreicher, als die zur Unterscheidung wirklich verfiigbaren Zeichen. 
Denn da8 man sich die Lizenz versagte, in einer Rechnung die In- 
dividuen derselben Gré8enart durch groBe und kleine, lateinische 
und griechische Buchstaben usw. zu unterscheiden, daB man also 
beziiglich dieser Unterscheidungen auf Indices angewiesen wire, 
wirde ja eine fiir den Schreiber, den Leser und den Setzer sehr 
lastige Beschriinkung bedeuten. 


Dies angenommen kann man leicht iiberschlagen, daB die 
Alphabete fiir eindeutige Bezeichnungen der GréBenarten in diesem 
Buche nicht ausreichen. Gar so schlimm ist es aber auch kaum, 
wenn in verschiedenen Rechnungen der niimliche Buchstabe nicht 
immer dieselbe GréBenart bezeichnet. Ein stillschweigender Usus 
hat die Willkiir ohnehin stark eingeengt. Die im vorliegenden Buche 
gebrauchten Zeichen haben obendrein von jeher den Usus nach Még- 
lichkeit beriicksichtigt und stimmen in der Tat bei den wichtigeren 
GréBenarten schon in den friiheren Auflagen mit den, z. B. von der 
Deutschen Physikalischen Gesellschaft gemachten Vorschligen tiberein. 
An einigen Stellen habe ich mich noch bemiht, die Ubereinstim- 
mung zu vergréBern oder Inkonsequenzen auszumerzen. Hoffentlich 
sind keine Fehler dadurch entstanden. 


F. Kohlrausch. 
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1904. geb. vn. #12.— II. Band: Elektromagnetische Theorie 
der Strahlung. Von Dr. M. Abraham. gr. 8. 1905. [U. 4 Pr] 
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Bremer, Dr. F., Oberlehrer an der Friedrichs-Werderschen Oberreal- 
schule zu Berlin. Leitfaden der Physik. Fiir die oberen Klassen 
der Realanstalten. Mit besonderer Beriicksichtigung von Aufgaben 
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trizitét im Bergbau. Mit 411 Abbildungen im Text. [VII u. 
298 S.] gr. 8. 1901. geb. n. & 5.— 

Bryan, G. H., Professor in Bangor (Wales), Lehrbuch der Thermo- 
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MATHEMATISCHE EINFUHRUNG 


IN DIE ELEKTRONENTHEORIE 


VON 


Dr. A. H. BUCHERER, 


PRIVATDOZENT AN DER UNIVERSITAT BONN. 


MIT 14 FIGUREN IM TEXT. 


Die zunehmende Bedeutung, welche der Elektronentheorie 
fiir die Entwickelung der gesamten theoretischen Physik zu- 
kommt, hat den Verfasser veranlaBt, eine einfache, méglichst 
klare Darstellung der mathematischen Grundlagen der Theorie 
zu schreiben. An einer solchen fehlte es bisher. 

Die groBe Ausdehnung, welche das Gebiet erlangt hat, legte ~ 
dem Verfasser bei der Wahl des Stoffes gewisse Beschriinkungen 
auf. Er hat deshalb das prinzipiell Wichtige herausgegriffen 
und die Gesetzmifigkeiten der Elektronenphinomene zum Teil 
unter vereinfachenden Annahmen, aber immer unter bestiindigem 
Hinweis auf den Zusammenhang von Theorie und Experiment ab- 
geleitet. Der Verfasser glaubt dadurch dem Leser ein lebendiges 








Bild von dem gegenwiirtigen Stande der Theorie gewahrt zu haben. 
Detaillierte Darstellungen tiber einzelne Gegenstiinde wird der 
Leser in den Originalabhandlungen finden. Nachdem das 
wunderbar griindliche und zusammenfassende Werk von 
H. A. Lorentz in der Enzyklopidie der Mathematik erschienen 
ist, steht dem Forscher auf diesem Gebiete ein sehr reiches, 
wohlgeordnetes Material zur Verfiigung. Besonders sei auch 
auf die genialen Arbeiten O. Heavisides hingewiesen. Sie 
enthalten reiche Schitze, wenn auch nicht in leicht zugiing- 
licher Form. Eine bedeutende Arbeit von A. Sommerfeld 
iiber das Feld beliebig bewegter Elektronen kam leider zu spiit 
zu des Verfassers Kenntnis, um noch beriicksichtigt zu werden. 

Der Kundige wird in bezug auf die mathematische Form und 
auch in dem dargebotenen Material vielfach des Verfassers eigene 
Arbeit erkennen. Bei der Umschreibung des bisher gesicherten 
Besitzstandes der Theorie hat der Verfasser nicht allein eine 
dogmatische Stellungnahme vermieden, sondern auch iiber 
manche Frage seine eigene Ansicht zum Ausdruck gebracht. 

Die mathematischen Entwickelungen hat er sich bemiiht 
so klar und durchsichtig zu gestalten, dab er hoffen darf, 
daB seine Arbeit in weiteren Kreisen Verstindnis finden wird. 
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Elemente der Vektoranalysis. 


Mit Beispielen aus der theoretischen Physik 
von 
Dr. A. H. Bucherer, Privatdozent an der Universitit Bonn. 


(VI u. 91) gr. 8. 1903. In Leinwand geb. # 2.40. 


Unter den verschiedenen Disziplinen der Mathematik nimmt 
die Vektoranalysis eine eigenartige Stellung ein. In ihr findet man 
die Begriffe der Algebra erweitert und in einer Weise auf das 
Rechnen mit geometrischen Gréfen angewandt, da8 man mit diesen 
GréBen direkt rechnen kann anstatt mit den kartesischen Koordinaten 
derselben, welche mit ihnen kiinstlich verkniipft sind. 

DaB eine solche Methode ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Physik abgeben wiirde, konnte vorausgesehen werden. Und in der 
Tat findet das Rechnen mit VektorgréBen eine bestiindig zunehmende 
Anwendung. Indem hierbei die Denktitigkeit auf die in der Physik 
vorkommenden geometrischen GréBen selbst gerichtet wird, anstatt 
auf die mit ihnen verkniipften Zahlen, gewinnen die Denkoperationen 
an Kraft, Lebendigkeit und Anschaulichkeit. 

Hierzu kommt noch ein anderer Vorzug. Die Symbolik der 
Vektoranalysis ist eine iiberraschend einfache und _ iibersichtliche. 
Operationen, welche bei Verwendung von kartesischen Methoden 
verwickelt und schwierig erscheinen, werden kurz und einfach, wenn 
sie in ihre Aquivalente in der Sprache der Vektorenrechnung iiber- 
setzt werden, ohne dabei an umfassender Bedeutung und Bestimmtheit 
einzubiiBen. Die Vorbereitung eines elementaren, speziell fiir Physiker 
bestimmten Werkchens tiber Vektoranalysis bedarf daher wohl keiner 
besonderen Apologie, zumal es bisher an einem solchen in deutscher 
Sprache verfaBten und separat ausgegebenen Werke gefehlt hat. 

Bei der Ausarbeitung der Elemente der Vektoranalysis lie 
sich der Verfasser hauptsiichlich von praktischen Erwigungen leiten. 
Es lag ihm weniger daran, eine erschépfende Abhandlung fiber den 
Gegenstand zu schreiben, als vielmehr den Studierenden der Physik 
sobald wie méglich in den Stand zu setzen, die vektoriellen Methoden 
zur Lisung und Bewiiltigung physikalischer Fragen anzuwenden und 
ihn vor allem dazu anzuregen, sich dieser Methoden auch allgemein 
beim ,,physikalischen Denken“ zu bedienen. Er wird sich so bald des 
Vorteils bewuBt werden, den ein Operieren mit sinnfilligen riumlichen 
Beziehungen iiber ein solches mit reinen Abstraktionen besitzt. 

In der Wahl der Beispiele hat er sich von der Absicht leiten 
lassen, ein mdglichst vielseitiges Bild von der Anwendbarkeit der 
vektoranalytischen Methoden zu geben. Eine Anzahl von Beispielen 
wurde besonders fiir diesen Zweck ausgearbeitet und gelangt zum 
erstenmal zur Verdffentlichung. 


Soeben erfchien im Derlage von B. G. Ceubner in 
Leipzig und Berlin: 
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Die gweite Auflage verfolgt den gleichen Bwee wie die erfte; 
fie foll al8 Lehrbuch an Baugewerffchulen und technijchen Mittel- 
jchulen dienen, zugleich foll jie auch fiir die in der Praxis ftehenden 
Technifer ein Handbuch fein, aus dem fie fiir die ihnen vor 
fommenden Arbeiten Anleitung und “Wusfunft finden. Da in 
Rarl8ruhe, ebenjo wie auch an vielen andern Baugewerfjdulen 
in dem Lebten Bahrzehnt eine Tiefbauabteilung eingerichtet worden 
ift fiir die Ausbildung von Technifern des mittleren bahn- und 
tiefbautechnijchen Dienftes fiir Staat, Gemeinde und private 
Unternehmungen durch Unterricht im Erd-, Strafen-, Cijenbahn-, 
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Wafjer- und Briidenbau, fo mute der Stoff in der neuen Wuf 
lage wejentlich vermehrt und erweitert werden. Die Teile | 
und Il: Die Horizontalaufnahmen und der Bheodolit find von 
Dr. M. Doll, die folgenden WAbjchnitte find vom Regierungs- 
baumeijter PB. Neftle, Prof. an der Gropherszogl. Baugewerficdhule 
in Rarl8ruhe, bearbeitet worden unter Veriicffichtiqung eingelner 
Wiinjche des derzeitigen Lehrers fiir praftijde Geometrie an 
Derjelhen Baugewerfichule Herrn Reallehrers Schneider. 

Pei der UAbfajjung haben fich die Verfaffer bemiiht, alle Ans 
fiibrungen und namentlich auch die trigonometrijden Entwiclungen 
miglichft deutlid) gu geben, damit die in der Praxis jtehenden 
Technifer, deren Gedaichtnis manches aus dem einjtigen Unterricht 
entfallen ijt, fich iiber die ausgufiihrenden Berechnungen und 
anguwendenden Verfahren villige Rlarheit verjchaffen finnen. 
Sm Teil UI: Hihenmejjung ijt die Priifung und Beridtiqung 
Der verjchiedenen Anordiungen der Mivellierinjtrumente und des 
Mayerjchen Gefillmefjers ausfiihrlich bejchrieben; die Wbjchnitte 
iiber Wufnahme von Langen- und Ouerprofilen und iiber die 
Ronjtruftion von Hihenfurven find wejentlich erweitert worden. 

Da die meijten der die Baugewerffdhule verlajjenden Lief 
bautechnifer fich Dem jftaatlichen oder privaten Cijenbahnbau 3u 
wenden, jo find in Dem neu Hhingugefommenen Teil [V: Kreisbogen 
abjteddung, die verjchiedenen Verfahren zur Wbjtecfung von Kreis 
bogen, einichlieflid) der Wbergangsbogen ansfiihrlic) behandelt 
worden; die Stationierung und die Ausrundung der Neigungs 
wedhjel der Cijenbahnen und Strafen ift diejem Teil noch bei 
gefiigt worden. Auch der Teil V: Lattenprofile und Schnur- 
geriifte ijt Dem Buche neu Hingugefiigt worden. Der Teil IH 
Der erften Wujflage: Berechnung der Erdmajjen ijt in der nenen 
Auflage weggelafjen worden; ebenjo ift von der WAujnahme der 
Wafjermefjung, die in eingelnen Lehrbiichern der Vermejjungs 
funde behandelt wird, abgefehen worden. Trogkdem ijt der Um 
jang de$ Buches von 77 Seiten auf 161 Seiten gewadhjen und 
Die Bahl der Figuren hat fic) von 89 auf 145 vermehrt. 
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